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SEMINAIRE DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE DU BOIS-MARIE
1967-1969

GROUPES DE MONODROMIE EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE

(sGga 7 1I)

Dirigé par A. GROTHENDIECK

avec la collaboration de
M. RAYNAUD et D.S. RIM



INTRODUCTION

Soient S wun schéma et f : X —> S un morphisme de schémas. Si f est
propre et lisse, et que le nombre premier £ est inversible sur § , les groupes de
cohomologie %-adique Hi(Xg ,ZZQ) des fibres géométriques de f forment un systéme
local f-adique sur S . Pour f seulement supposé propre, ces groupes sont les fi-

bres d'un faisceau f#-adique leéz% sur § . La théorie des cycles évanescents met

en relation la ramification de ce faisceau sur S et les singularités de f .

Nous ne considérerons que le cas ol S est un trait hensélien (= spectre d'un
anneau de valuation discréte hensélien). C'est en pratique le cas essentiel. Je ren-—
voie & (I 2.1) pour une description heuristique de la théorie. Soient S=Spec(V), k(W
une cldture algébrique du corps des fractions k{(n) de V et k(s) 1a clBture algé-
brique correspondante du corps résiduel k(s) ( k(g) est le corps résiduel du norma-—
1isé V de V dans k(ﬁ) }. Dans le cas particulier ol X est propre et plat sur
S , de dimension relative n , et okt f ne présente qu'un point de non lissité
x € Xs , on définit des Gal(;/n)—modulés ¢i , de nature purement locale au voisi-
nage de x , nuls pour 1 é [O,n] (I 4.2), et on constrult une suite exacte longue

de Gal(;/n)—modules
. . . ‘Y
e — Hl(Xg,Zz) —SP s Hl(Xﬁ,ZZ) >yt — g I(XS’ZSL) —
(le Gal(g,s)-module Hl(Xg,ZZ) est regardé comme un Gal(ﬁ/n)-mOdule avec action
triviale de l'inertie ; sp est la flédche de spécialisation).
On donne aussi des critdres, valables pour 1l'instant seulement en caractéristique

0 , pour que les ¢1 pour 1 petits soients nuls (par exemple, si X est de plus

localement d'intersection compléte, ¢l = 0 pour 1 #n (I. 4.5)).



VI

Le théordme de monodromie affirme que 1'action du sous—groupe d'inertie I

de Gal(n/n) est quasi-unipotente : pour T & I , il existe des entiers N > 0 ,

M > 0 tels que 1'endomorphisme (TM - I)N

de Hi(X_JZQ) soit nul. On donne de ce
théoréme deux démonstrations. La premidre (I.1.2), de nature arithmétique, s'applique
dés que les groupes de cohomologie considérés ont des propriétés de finitude raison-—
nables. Le point clef est que, lorsque k(s) est de type fini sur son sous-corps
premier, l'action de I est guasi-unipotente pour toute représentation 2-adique de
Gal(a/n) . La seconde démonstration, plus géométrique, requiert la pureté et la réso-
lution des singularités : elle n'est pour 1'instant valable qu'en caractéristique 0
ou pour un H1 . Elle apporte de précieuses informations sur 1'exposant de nilpotence

. i L L. N .
N ( N < i+l pour un H ). Ainsi qu'on le verra ultérieurement, elle se préte bien,

sur € , 3 la comparaison avec la théorie transcendante.

Ces résultats, appliqués au Hl des variétés abéliennes, i.e. 4 leur module
de Tate, permettent d'étudier la réduction mod p de celles-ci. On donne ainsi deux
démonstrations du théoréme de réduction stable des variétés abéliennes selon lequel,
aprés ramification, la fibre spdciale connexe du mod&le de Néron est extension d'une
variété abélienne par un tore. La premidre (I. 6) reprend la méthode de la démonstra-
tion arithmétique du théordme de monodromie. La seconde (IX 3.6) s'appuie sur une

analyse beaucoup plus fine du modéle de Néron, et de ses propriétés de polarisation.

Les exposés I & V de Grothendieck n'ont pas &té rédigés. Ils ont &té résumés
dans un exposé I . Les résultats &noncés y sont démontrés de facon succinte, mais

essentiellement compléte.

L'exposé II applique la méthode des pinceaux de Lefschetz et (I 5.3) a

1'étude du groupe fondamental. Pour S une surface sur un corps algébriquement clos

P

| (S,s) , com~

k , d'exposant caractéristique p , on montre que le groupe profini

plété en dehors de p du groupe fondamental, est de pro-(p)-présentation finie.

Comme expliqué plus haut, les exposés III & V n'existent pas.



VII

L'exposé VI contient, avec quelques compléments, la théorie des déformations
de Schlessinger. On y prend soin de tenir compte des automorphismes infinitésimaux
des objets qu'on classifie,et de ne pas passer trop brutalement au foncteur des clas-
ses d'isomorphie d'objets. On y donne aussi une nouvelle construction des
§§£?(LX/S, - | LX/S complexe cotangent relatif de X/§ ). Cet exposé sert dans le

reste du séminaire surtout via 1'@tude qui y est faite des déformations des singula-

rités quadratiques ordinaires.

Les exposés VII et VIII sont consacrés & la thBorie des biextensions. Cette
théorie joue un rdle essentiel dans l'exposé IX, pour exprimer ce qu'il advient d'une
polarisation quand on passe d'une variété abélienne 3 un modéle de Néron de celle-ci.
Cet exposé IX contient la démonstration du théoréme de réduction stable des variétés

abéliennes, et diverses applications.

La suite de ce séminaire : SGA 7 II, par P. Deligne et N. Katz, paraitra

ultérieuyrement,

Bures sur Yvette, mai 1972,

P. DELIGNE
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SGA 7

Exposé T
Résumé des premiers exposés de A. Grothendieck
rédigé par P. Deligne
Sommaire

0. Préliminaires

1. Démonstration arithmétique du théoréme de monodromie

2. Cycles évanescents

3. Démonstration géométrique du théoréme de monodromie

4. Critéres de nullité pour les faisceaux de cycles évanescents
5. Action de la monodromie sur les m

1

6. Appendice par P. Deligne : démonstration arithmétique du
théoréme de réduction stable

0. Préliminaires
0.0. Terminologie. Rappelons les définitions suivantes

(0.0.1) trait : spectre d'un anneau de valuation discréte. On note souvent n et s

les points génériques et fermés d'un trait.

(0.0.2) strictement local : pour un anneau : local hensélien & corps résiduel sépa-

rablement clos. Pour un schéma : spectre d'un tel anneau.

(0.0.3) point géométrique de S (dans cet exposé) : morphisme X Spec(E) —> S

d'image x €S , k(;) = dfn kK &tant une clBture séparable de k(x) . Pour un trait

hensélien S = Spec(V) , on note souvent n un point géométrique générique (i.e.
d'image n ) de S . Le corps résiduel de 1'anneau de valuation V cl8ture intégrale
de V dans k(n) est une extension algébrique séparablement close de k(s) et défi-

nit un point géométrique s de S localisé en s .



(0.0.4) localisé strict de X en le point géomdtrique %X @ SGA 4 VIII 4.4.

(0.0.5) essentiellement de type fini sur S : pour un S-schéma local (resp. local
hensélien, resp. strictement local) : spectre d'un anneau local (resp. de 1l'hensélisé

d'un anneau local, resp. localisé strict) d'un schéma de type fini sur S .
(0.0.6) Fl—— F{(n) : twist 3 la Tate.

(0.0.7) Un endomorphisme T d'un espace vectoriel de dimemnsion finie est quasi-
unipotent si ses valeurs propres sont des racines de l'unité, i.e. s'il existe N 3 1| ,

M > 1 tels que (TN - I)M =0 .

0.1. Rappels sur la cohomologie z—adique

Soit X wun schéma de type fini sur un corps algébriquement clos k d'expo-
sant caractéristique p et £ un nombre premier premier i p
Les groupes de cohomologie %-adique de X ont &té définis dans SGA 4 et
SGA 5.,
i n .8me . . i
a) H (X,Z/27) est le i groupe de cohomologie du site &tale Xet de X

i valeurs dans /2" ;

e i . i n
b) par définition, H (X,Zz) = gim H (X,Z/2)
n
¢) par définition, H (X,Q,) = H (X,Z,) 8, Q
2 2 I,Q,

|

4

Les groupes de cohomologie f-adique 3 supports propres de X sont définis
de méme & partir des Hi(X,Z/En) de SGA 4 XVII.

Dans chacun des cas suivants, on sait prouver que ces groupes HL(X) ont

des propriétés de finitude raisonnables :

(0.1.1) en cohomologie 3 support propre ;

(0.1.2) pour X propre sur k ;

(0.1.3) pour X 1lisse sur k (grdce & a) et i la dualité de Poincard SGA 4 XVIII) ;
(0.1.4) lorsqu'on dispose de la résolution des singularités & la Hironoka pour les

schémas de type fini sur k , de dimension g dim(X) ;

(0.1.5) pour i = 0, 1



Dans tous ces cas, les HL(X,Z/ZH) sont finis, les Hl(X,ZZ) de type fini,
i . . . ~ . .
les H (X,QQ) de dimension finie et (sauf peut—étre pour (0.1.5)) on dispose de suites

exactes courtes scindées
. . .+
0 ——éHl(X,Zz) 8 /1" —— w'(x,2/2") —— Torl(H1 ](x,zz),z/z“) — 0.

De plus, la démonstration du théor2me de finitude fournit chaque fois une démonstra-
tion d'un théor@me de constructibilité générique : si k est le corps des fractions
d'un schéma noéthérien intégre § et que X est la fibre générique de f1 : X1 — 5
(de type fini), il existe un ouvert non vide U< S tel que, sur U , les

i n . . .
R fx Z/% soient localement constants de formation compatible & tout changement de

base.

0.2. Ne supposons plus k algébriquement clos, et soit k une cldture algébrique

(ou séparable, cela reviendrait au méme) de k . Nous considérerons les groupes de coho-
mologie "g&ométriques" Hl(Xi) (XE est le schéma déduit de X par extension des
scalaires de k 2 k ). Par transport de structure, le groupe de Galois Gal(k/k)

agit sur ces groupes. En Qi—cohomologie, lorsqu'on est dans 1'un des cas (0.1.1) &
(0.1.5), on obtient ainsi des représentations continues de Gal(glk) dans un groupe

linéaire GL(n,QQ)

0.3. Rappels sur les traits (0.0.1)

Pour les démonstrations, on renvoie 3 [4]. Soient S wun trait hensélien,
n,s, VvV, v s ; , s comme en (0.0.1) (0.0.3). On note p 1'exposant caractéristique
de k(s) et Gal(n/n) (resp. Gal(s/s) ) le groupe de Galois Gal(k(n)/k(n)) (resp.

...). Par transport de structure, Gal{(n/n) agit sur k(s) , d'ol une application de

Gal(n/n) dans (en fait sur) Gal(s/s) , de noyau le groupe d'inertie T . Le sous-

corps de k(n) défini par I est une extension non ramifige maximale de k{(n)
Le groupe profini I admet un plus grand sous-groupe P qui soit un pro-

p-groupe. Le quotient I/P est le groupe d'inertie modéré. On a canoniquement

1/p Lin B = 2(1) (k(5))



Si ¢ est l'application canonique de I/P dans un(i} , et que u est un &lément
n

de V de valuation 1/n , on a pour o €1
g(u) = ¢n(u).u (mod. éléments de valuation > !/a).

En résumé, on a :
(0.3.1) Gal(n/n) > I D P,
Gal(n/n)/1 Xcal(s/s) ,
/P o 2(1)<k<5)> ;
P : pro-p-groupe {( {e} si p=1) |,
et l'action (par automorphismes intérieurs dans Gal(;/n)) de Gal(;/n)/z sur 1I/P

s'identifie & 1'action naturelle de Gal(;/s) sur Z(])(k(;)) .

0.4. Soit plus généralement S strictement local régulier, D un diviseur régulier

1

dans § et p' 1l'exposant caractéristique du point générique de D . Soient n un

point géométrique générique de § et s le point géométrique localisé au point fermé

§ , qui s'en déduit. D'aprés le lemme d'Abhyankar, le groupe fondamental m](S—D,;)

admet un dévissage analogue i (0.3.1)

(0.4.1)  ®(SD,n) D I o P
ﬂl(S'D,;)/I = Gal(s/s)
/e = I (k(s))

P : sans quotient d'ordre premier & p' .

L'action par automorphismes intérieurs de xl(S-D,;)/I sur I/P s'identifie 3

1l'action naturelle de Gal(g/s) sur Z(])(k(;))

0.5. La désingularisation de Nérom

La méthode de désingularisation de Néron fournit le résultat suivant :

Lemme 0.5.1. §g££_ S ————9-80 un morphisme de traits henséliens, avec S = Spec(V) ,

SO = Spec(VO) et 1 une uniformisante de VO . On suppose que g est une uniformi-

sante de V , et que les extensions k(s)/k(so) et k(n)/k(no) sont séparables.

Alors, V est limite inductive de V -algébres henséliennes lisses et essentiellement
—_— o

de type fini B, sur V
—_d— . i = 0



Pour construire les Vo*algébres voulues, on prend VOC: BcV avec B de
type fini, et on désingularise Spec(B) & la Néron ([l] § 4).
Seit 8 = Spec(V) wun trait hens&lien.
(0.5.2) 8i S est d'égale caractéristique, d'uniformisante @ , on peut appliquer
0.5.1) pour § =F ¢ . L'extension s/s est séparable car X est parfait,
(0.5.1) p o p[](“) o P ,
1'extension n/no l'est car m , &tant une uniformisante, n'est pas une puissance
iame . . . . .
P (si p # 1) donc fait partie d'une p-base. On trouve que S est limite de

spectres de Ip[nﬂ<“)~a1gébre henséliennes lisses essentiellement de type fini.

(0.5.3) 8i S est complet, d'inégale caractéristique, & corps résiduel parfait k ,
V est une extension d'Eisenstein de 1'anneau des vecteurs de Witt ( = anneau de
Cohen) W(k)

Ve u [/ /6@ ] oa )
0

Si on perturbe un peu les a; , on trouve unme extension isomorphe. On peut donc suppo-
ser les aj . dans W(k') , avec k' de type fini sur FP . Soit ko la clOture par—

faite de k' dans k et

n-1 .
1

Vo= k) [/ (a7 - g a, @)

Le lemme 0.5.1 s'applique 2 V/Vo , et le corps résiduel de VO est une extension

radicielle d'un corps de type fini sur Ep

1. Démonstration arithmétique du théoréme de monodromie

Le lecteur trouvera dans [5}, Appendice, une démonstration du résultat suivant

de A, Grothendieck.

Proposition 1.1. Soient S wun trait hensélien, £ un nombre premier premier 3 1'expo-

sant caractéristique p de k(s) et o une repré@sentation continue de Gal(n/n)

dans GL(n,Ql) . On suppose remplie la condition suivante

(xz) Aucune extension finie de k(s) ne contient toutes les racines de 1'unité

d'ordre une puissance de § .




Alors, il existe un sous—groupe ouvert I1 du groupe d'inertie I tel que

p(c) soit unipotent pour o € I1 .

La condition (x2> est automatiquement vérifide pour k(s) de type fini sur
le corps premier (ou radiciel sur un tel corps).

Le théordme suivant résulte aussitdt de 1.1.

Théoréme de monodromie 1.2. Avec les notations précédentes, soit X un schéma de

type fini sur n et H un _espace de cohomologie de X; , & coefficients dans QQ ,

de 1'un des types (1.1.1) & (1.1.5). Si la condition (xz) est vérifiée, 1l'action

d'un quelconque élément de I sur H est quasi-unipotente.

Les résultats de passage 4 la limite 0.5 permettent de se débarasser de

1'hypothése (xz).

Variante 1.3. La condition (xg) dans 1.2 est superflue.

Soit Hé un espace de Zz—cohomologie de X; qui donne naissance 4 H ,

et H = Hé/torsion. On a par hypothése H = H ®Z 0, , et 1'action de Gal(n/n) se

© g
déduit de
o : Gal(n/n) ——> GL(H)) .
Soit Ig' le plus grand sous-groupe premier 34 &£ de 1 . Son image dans GL(HO) est

un groupe de Lie %~adique premier & £ , donc est finie.

Procédons & une extension de trait §' —> § ., Ceci ne change pas HO
(SGA 4 XVI 6.6) et p(I') est d'indice fini dans p{(I) , car I'/P' est d'indice
fini dans I/P et ce qui préc&de. Il suffit donc de prouver le théoréme sur §'
on peut supposer que

a) Gal(a/n) agit trivialement sur HO/Q,HO ;

b) si S est d'inégale caractéristique, S est complet 3 corps résiduel

parfait (EGA OII 10.3.1).

1
Posons S = Spec(V) , définissons Vo comme en (0.5.2) et (0.5.3) et appli-

quons (0.5.1). On a

v = 1i§ Bi



avec Si = Spec(Bi) essentiellement lisse de type fini sur V0 . Soit Dicz Si
d'équation ®m= 0 . Pour 1 assez grand, Ho provient d'un Zg—faisceau constant
tordu 9@» sur Si - Di (d'aprés la "constructibilité gémérique” (0.1)) et 951/22;
est constant.

Les dévissages (0.3.1) et (0.4.1) donnent lieu 3 des diagrammes commutatifs

Gal(n/n) = I — P 1/p —2 (1)
(1.3.1) l l l et l I
”1(Si_Di’n) o) Ii ™ Pi Ii/Pi —_— I(D

et la représentation Ho de Gal(;/n) se déduit d'une action de xl(Si-Di,;) sur
HO , triviale sur HO/JLH0 . Le groupe Ker(GL(H) — GL(H/#H)) est un pro~2-groupe ;

Pi agit donc trivialement, et on applique la variante suivante de 1.1.

Variante 1.4. Reprenons les notations de 0.4 et soit p une représentation continue

gg‘Ga1(7Vn) dans Gal(n,Qz) . On suppose que k(s) vérifie (*2) et que p(P)

est fini. Alors, l'action de I est guasi-unipotente.

2. Cycles évanescents

2.1. Soit S wun trait strictement local, et reprenons les notations de 0.3. Par
hypoth&se, on a ici s = s . Soit f : X ——= S un schéma de type fini sur § . Le
formalisme des cycles évanescents est un outil pour &tudier la relation entre les
cohomologies de XS et de X; , et l'action du groupe d'inertie sur celle de Xﬁ ,
3 partir d'informations locales {sur X ) sur le morphisme £ .

Un résultat clef de ce type est le théoréme de spécialisation SGA 4 XVI 2.2,
selon lequel pour £ propre et lisse XS et X; ont méme cchomologie.

Dans la théorie transcendante, si £ : X — D est un morphisme propre
d'un espace analytique X dans le disque D , les cycles évanescents apparaissent

comme suit

a) Quitte 3 rapetisser D , on peut supposer que X est un fibré topologi-

que au-dessus du disque épointé Dx (théoréme d'isotopie de Thom). Les fibres



b . . .
Xt ( t€ D" ) sont en particulier toutes isomorphes.

b) Il n'est pas déraisonnable de se représenter la fibre spéciale Xs comme
déduite de "la" fibre générale Xt par contraction de poly&dres dans Xt : on aurait
T Xt _— XS . La méthode des cycles évanescents consiste alors 4 étudier la diffé-

rence entre les cohomologies de Xs et Xt i 1'aide de la suite spectrale de Leray

de g .

La théorie géométrique expliquée ci-dessous est trés proche de cette théorie

transcendante ; il faut remplacer le point général t€D par n , le point géométrique

générique de S . Inversement, on peut calquer la théorie transcendance sur la théorie

. s - ~ . vl ¥
géométrique, en remplagant t ou n par le revétement universel D de DT , et
Bx . - .
Xt ou X- par X 5 . Ce faisant, on se débarasse de nombreux ¢ et n , mals
n

on perd parfois de l'information.

2.2. Fixons un anneau de torsion A dans lequel p soit inversible (par exemple

n . . .
A=12/2"2 , 2 premier 3 p ). Soient les morphismes

Les faisceaux de cycles évanescents Y. sur XS sont les

(z.2.1D po=iT R G A
Si f est propre, on a (SGA 4 XII 5.5)
. - X .
(2.2.2) i* s WerT I 0 S e g

et la suite spectrale de Leray pour J se récrit

(2.2.3) (XY ——— Hp+q(X;,A)

Lorsque rien ne se passe & 1'infini, on peut parfois obtenir cette suite
spectrale sans hypothése de propreté. Qu'il faille quelque hypothé&se & l'infini se

voit déja sur le cas trivial X, = ?



On tire aussitot des définitions

Proposition 2.3. Soient X un point géométrique de Xs (par exemple un point fermé)

l'henselisé strict de X en X et la fibre géométrique générique de

*® et X

la projection de X,_, sur S . On a
) —_—

i
y = H (X(ﬁ)ﬁ,ﬁ)

Corollaire 2.4, L3 oi f est lisse, wl = 0 pour i > 0 et ¢° = A,

Clest SGA 4 XV 2.1.

Le groupe Gal(n/m {8gal par hypoth&se au groupe d'inmertie) agit par trans-—

i
port de structure sur les P, et

Scholie 2.5. La suite spectrale 2.2.3 est Gal(%/n)*équivariante.

Variante 2.6. Soient § = Spec(ﬁ) et X =X XS s . XB est le complément de
X = X~ dans X . Posons
s s
i i+l ¢
¢ o= X,

(faisceaux de cohomologie A support). Onm a une suite exacte de faisceaux

~1 o o

0 ¢ A ¥ ) 0

. . . i n i . i
et, pour 1 > 0 , des isomorphismes Y > 4", Pour f lisse, les ¢ sont

nuls.
Posons ¢;1 = H; (i , M) (analogue global des ot ). On dispose d'une
s
suite spectrale
(2.6.1) W (x, H——> 11

et d'une suite exacte longue de cohomologie qui, pour £ propre, se réerit

(2.6.2) ...~—>—H1(Xs JA) —y B (X ,A)_.,..“,\¢;1_>,..

Variante 2.7. Soit Kt 1'extension modérément ramifiée maximale de K dans K .

On pose Xt =X x Spec(Kt) . Soit Et la projection de Xt dans X . On définit

s

. P i
des variantes modérées (''tame'") des ¥ en posant



Utilisant que P est un pro-p-groupe, avec p inversible dans A , on

trouve que

2.7.1) L = a,nt
(2.7.2) \at .

Pour f ©propre, la suite spectrale de Leray de Et se déduit de 2Z.2.3 par passage

aux P-invariants

(2.7.3) Hp(XS,LPE e Hp+q(Xt,A) = H‘”q(xﬁ,/\)P.

3. Démonstration géométrique du théoréme de monodromie

Soit A comme en 2.2.

Conjecture 3.1 (pureté). Soient A un anneau excellent strictement local (0.2)

régulier et D un diviseur régulier de Spec(A) dé&fini par un paramétre x . Soit

U = Spec(A) - D = Spec(A[l/Xﬂ Y. On a

A pour g = 0
(3.1.1) o,y = A(-1) pour q = 1 (notation (0.0.6))
4] pour q » |

Voici des cas oll cette conjecture est connue (SGA 4 XIX)

pour q =0 ou 1, pour A de caractéristique O , pour A d'égale carac-
téristique p lorsqu'on dispose de la résclution des singularités en dimension
< dim(A) et en caractéristique p , ou pour {(Spec{(A),D) un couple lisse (théoréme

de pureté relatif SGA 4 XVI 3.7).

Lorsqu'on dispose de la pureté, et que D = Z Di est un diviseur & croi-
i€ B
sements normaux dans Spec A , défini par une partie d'un syst@me régulier de para-

métre, la cohomologie de U = Spec(A) - D est donnée par

10
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H(U,0) = A
1 B
(3.1.2) H (U, = A(-D
q .
Hq(U,A) = A H](U,A} (donné par le cup-produit)

Ces formules sont identiques & celles qui, sur € , donmnent la cohomologie de

3.2. Soit § wun trait strictement local. On garde les notations (0.0.1) (0.0.3).
Soit f t: X == S un morphisme de type fini. On suppose que X est régulier,

que Xn est lisse et que XS est un diviseur 3 croisements normaux dans X . Om

supposera que ce diviseur est (globalement, et non seulement localement pour la topo-

logie étale) somme de diviseurs réguliers : (X ) = % D, (le cas général peut
s red ;ep L
se récupérer par localisation). Notons m, leurs multiplicités : Xs = ¥ m. Di .
i€B

Soient x un point de X ', X un point géométrique de X localisé en
x (par exemple x fermé, x = x Y, C= {i]x € Di} et K le complexe concentré

en degrés 0 et -1

C d

K: 2 — 2 :d((n.)) = 5§ m, n.
J PO B |
3
Théoréme 3.3. (utilise la pureté). Les groupes de cycles &vanescents modérés wi_
tx

sont les suivants

(i) On a un isomorphisme canonique de A-algdbres graduées

x

* - o
Ve g O /\(HI(K)® AC 1))®A wt}_(

(ii) ¢° _ est une A-algdbre AE our E un ensemble sur lequel le
¢z P

groupe d'inertie modéré It = 1/P = 2(1)(k(s)) agit transitivement, de nombre d'&1é-

ments le plus grand diviseur premier &3 p de HO(K)

Voici la méthode de démonstration.

a) Soient le localisé strict de X en x , U= ¥ ., - X, - (le
(x) (x)s

X, -
(%)
complément d'un diviseur 3 croisements normaux), tj une équation locale de Dj ,
- I/n Z oyt . ~ . ‘s L.
X X(x)f(tj )] (pour (n,p) = 1 ; c'est un schéma regul;er) et U 1'image réci
proque de U dans X . D'aprés 3.1.2, on a Hq(Un,ﬁ) =/\(A(~1)C) ; pour m=xd ,

1'application "image réciproque' de Hq(Un,A) dans Hq(Um,A) est la multiplication

11
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par dq . Posant U = im U , on a donc
é—— n
(@,p)=1

W, = A

(3.3.1)
q. _ : q =
H'(U,0) = lﬁg H (Un,A) 0 pour q # 0 .

A N h C P
b) U est un prorevétement de U de groupe 2(1)(k{(s)) . Par définition,

N -
on a th; = Hx(Un ,A ) 3 U est un prorevétement de groupe H](K) ® Z(1)(k(s)) de
t

chacune des composantes connexes de Un , et celles-ci sont permutées transitivement
par le groupe d'inertie modéré. De (3.3?}) et de la suite spectrale d'Hochschild-Serre,
on tire alors les formules 3.3.

En termes imagés, on peut dire que UE est la fibre d'un morphisme & d'un

K(Z(I)(k(s))c,l) cohomologique U dans le K(Z{1)(k{(s)),1) cohomologique n , ce

morphisme & induisant d = I mj nj : Z(I)(k(s))c — Z(1) (k(s)) .

Corollaire 3.4. (utilise la pureté&). Supposons f propre. Scit N le plus petit

commun multiple des multiplicités mj (j€B) Soit q > O , et q' 1a borne inférieure

de q et du nombre maximum de diviseurs D. passant par un méme point. Pour T dans
- J

le groupe d'inertie modéré It =I/P , on a

N ' P
(r - D% =0 sur Hq(Xﬁ LA
Résulte aussitdt de 3.3 et de la variante 2.7 de 2.5.

. i . . . 1 p
Les résultats de pureté requis sont disponibles pour les H | en caracté-

ristique 0 , ou pour S essentiellement de type fini sur un corps.

Théoréme 3.5. Soit € une courbe projective et lisse sur le corps des fractions

k{n) d'un anneau de valuation discrdte V . Le groupe d'inertie I agit sur

1 . . . ~ . .
H (Cﬁ,Ql) par automorphismes quasi-unipotents d'échelon 2 : il existe N tel que,
pour T & I, on ait

{TN - 1)2 =0 sur HI(CH,QQ) .

On se raméne & supposer V strictement local. L'assertion est qu'il existe

un sous~groupe ouvert I1 de I tel que (T - 1)2 = 0 sur H1 pour TE Il .

12



Il nous est loisible d'étendre les scalaires de k(n) a une extension finie (rempla-
cer V par son normalisé dans cette extension). Puisque 1'image du pro-p—groupe P
dans un groupe de Lie £-adique GL(n,QZ) est finie, on peut en particulier supposer
que P agit trivialement.

Soit Co un modé&le minimal de C sur V (pour l'existence de Co , basée
sur le théordme d'Abhyankar, cf. la discussion dans Eﬂ § 2, p. 87 ; on pourrait ici

se ramener au cas V excellent en passant au complé&té de V : invoquer SGA 4 XVI 1.6).

Soit C1 un modé&le régulier de C , déduit de C0 par éclatements, de fibre spéciale

o

un diviseur a croisements normaux. Les arguments 3.3, 3.4 s'appliquent 2a C] , wt ,

Wi et Hl(Cﬁ,Z/ln)P = HI(CH,Z/RH) avec N indépendant de n , et 3.5 en résulte.

Remarque 3.6. Soit A wune variété abélienne sur k(n) . Puisque A est quotient
. . 1
d'une jacobienne, on trouve encore que l'action de I sur H (An’Ql) ou TQ(A) est

quasi-unipotente d'échelon 2.

Remarque 3.7. L'action de I sur HI(X;,Q) est en fait quasi-unipotente d'échelon

2 pour tout schéma X de type fini sur n

Le théoréme 3.5 (ou 3.6) est & la base de la démonstration du théoréme de

réduction stable pour les variétés abélienmes qui sera donnéedans l'exposé IX § 3

3.8. 1I1 est clair que lorsqu'on dispose de la pureté et de la résolution des singu-
larités (par exemple en caractdristique 0 ) la méthode précédente démontre le théoréme
de monodromie, et fournit des bormes pour 1'exposant de nilpotence. Ainsi, en &gale
caractéristique O , on trouve que pour X propre et lisse sur n et T dans un

sous—groupe ouvert de I , on a

(- " -0 sur Hq(Xﬁ,Zz) (1e1, € 1)

4. Critéres de nullité pour les faisceaux de cycles Evanescents

4.1. Soient S wun trait strictement local et f : X ——> S un schéma de type fini
sur S . Posons n = dim(Xn)

S1i X' est 1l'adhérence schématique de Xn dans X , on & :

-1 1
a) Sur Xs - X; - = A et les autres ¢l sont nuls ;

13



i i . v . 1
b) sur X; , les @1 et wl relatifs a %/S oua X'/S colncident, et ¢ =0 .

Puisque X' est plat sur S , cecl permet souvent de Se remener au cas oil

X est plat sur S .

Théoréme 4.2.
(i) On a wl =0 pour i > n .

(ii) Plus précisément, pour x un point de XS dont 1'adhérence soit de

dimension k ( k = deg tr(k(x)/k(s)) ) et pour X un point géométrique localisé en

X , on a

wi =0 pour i > n-k , i.e.
X

a(wl) £ n-i (notation de SGA 4 XIV 2.1).

i
On a w; o X(;)n

affines de dimension & n sur k(n) . L'assertion (i) résulte donc du théoréme de

i .. . . <
= H (X A)y , et est limite projective de schémas

Lefschetz affine (SGA 4 XIV 3.2) par passage 3 la limite.

Pour prouver (ii), on peut supposer que X est plat sur S (4.1) et qu'il

existe un S-morphisme quasi-fini et plat g : X -——é—Ag tel que g(x) soit le point

générique de AE . Soit S8' 1le trait localisé strict de Ag en x , On a

a) S' est le spectre d'un corps, et Gal(;T/s‘a) est un p-groupe Q .
n

b) D'aprés (i) pour g , on a Hl(X(X)ET3A) =0 pour 1 > n-k .

¢) On a Hl(x(x)a,A) = Hi(x(x)ﬁT,A)Q , d'od le théoréme.

Corollaire 4.3. 8i f est propre et plat et que la dimension du lieu de non lissité

de f dans XS est < d , le morphisme de spécialisation Hl(Xs) ——— HI(XR) est

un isomorphisme pour 1 > n+d+l et un épimorphisme pour 1 = n+d+l

4.4, Pour prouver, dans certains cas, que les ¢i pour 1 petit sont nuls, on

s'appuyera sur la théorie de la dualité locale (directement ou via des théorémes de
Lefschetz locaux de SGA 2 XIV). Cet outil n'est disponible qu'en caractéristique 0
(ou en égale caractéristique p lorsqu’on dispose de la résolution des singularités

3 la Hiromaka dans les dimensions considérées).

14



Théoréme 4.5. Supposons S de caractéristique 0 . Soient f : X ———> S un mor-

phisme de type fini et x un point fermé de Xs . On suppose que

(a) x est un point de non lissité isclé dans sa fibre

(b) X est de profondeur géométrique relative > n en x : au voisinage de

X , X s'identifie 3 un sous-schéma défini par k é&quations dans un schéma lisse de

dimension relative N en x , avec n g N-k .

Alors ¢; =0 pour i<n.

Soit XX le localisé strict de X en x et V=X - {x} . Pour tout

i

trait S' fini sur § , soient de méme X; =X x, 8" et V' v *g S' . Pour S 1le

normalisé de § dans n , soient Xx = XX g S , V=Vx_,8.0na

(1) si ¢l = (0 sur (XX)S (i.e. en toute générisation de x dans XS )

pour i ¢ m , alors

i=-1 = N
H (XX) = H

;) = ¢ pour i€ m.
{x}

i . ;
Les ¢ sont en effet des faisceaux de cohomologie a4 support dans VS de

V ; sous les hypothéses de 4.5, (a) est d'application pour m = o (SGA 4 XV 2.1).

(2) L'hypothése (b) de 4.5 est stable par changement de base. D'aprés SGA 2
XIV 5.6, elle implique que

i i-1 .
Ay = =® (X;) =0 pour i < ;

{x}

i,= . . . . i
on conclut en notant que ﬁl(v) est limite inductive des ﬁ (/AN N

D'aprés 4.2. et 4.5, on a

Corollaire 4.6. Pour S wun trait hensélien de caractéristique 0 , X/S une inter-

section compléte relative de dimension relative n et x €& Xs un point de non lissité

isolé dans sa fibre, on a ¢i =0 pour i #n .

Corollaire 4.7. Sous les hypothéses de 4.6, ¢Z est un A-module plat.

Pour 7' une p~algébre finie, un general non sense (SGA 4 XVII 5.2.11)

fournit en effet, pour les ¢z , relatifs a A' ,

15
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i A
$y = Tor; (A5 97
et on applique 4.6 3 A' .

Variante 4.8. Dans 4.5, supprimons la condition (a) et soit Z le lieu de non
de £f . On peut encore conclure

i . .
¢x = 0 pour 1 <n - dim ZS

On procaéde par récurrence descendante sur dim {x} . L'hypoth&se de récurrence permet
d'appliquer 4.5 (1) avec m =n - dim Zs , et on achéve la démonstration comme précé-

demment.

4.9, Il est possible d'obtenir un critdre de nullité utilisant seulement des infor-
mations sur les fibres géométriques de f ., Dans le cas des intersections complétes,

le résultat est toutefois d'une unité moins bon que 4.5.

Proposition 4.10. Sous les hypothdses générales de 4.5, supposons que

(a) x est un point de nonlissité isolé dans sa fibre.

(b) Pour tout point y de XR , d'adhérence dans Xﬂ de dimension

d(y) , qui soit une générisation de x , on a prof ety(X;) zn - d(g) , i.e.

H?y}(xﬁ) =0 pour 1 £ n - d(g)
{¢) prof etx(XS) 2 on

Alors, ¢; = (0 pour 1 < n-1 .

Gardons les notations de 4.5 ; on peut appliquer 4.5 (1) avec m = = .
D'aprés le théoréme de Lefschetz local (SGA 2 XIV), 1l'hypothése (b) fournit
H (V) ——— # (V) (i<n-1)
Hl(vv) e Hl(VS) (i=n-1)
i

et on conclut par {(¢) que Hl(ﬁ) = 1im H (V') = 0 pour i ¢ n-1, d'ol 4.10.

4,11, Comme en 4.8, on peut donner de 4.10 une variante ne supposant pas (a).
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5. Action de la monodromie sur les

1

Dans cet § ( = exposé de Grothendieck du 19/11/1968), nous feromns usage du
théoréme de réduction semi-stable pour les courbes. Artin et Winters [{] ont donné
une démonstration directe de ce théoréme, qu'on peut aussi déduire [3] du théoréme
analogue pour les variétés abéliennes (IX § 3, utilisant 3.6). Nous utiliserons aussi

la théorie de Schlessinger (exposé VI de Rim).

5.1. Soient k un corps algébriquement clos, C une courbe projective sur k et
X eeex oun ensemble fini de points fermés de C . On dit que X = (C ; Xisees xn)
est stable si

(a) C est réduite et ses seules singularités sont des points doubles & tan-
gentes distinctes ;

(b) les xg sont distincts, et des points lisses de C ;
(e) si C, est une composante irréductible de C , et que E est l'ensemble
Y au~dessus d'un point singulier de Cl ou

d'un des X alors, si C; est de genre O (resp. 1) , E a au moins 3 {resp 1)

des points de la normalisée C; de ¢

éléments.

La condition (c¢) &quivaut a chacune des suivantes :

(¢') X n'a pas d'automorphismes infinitésimaux non triviaux.

(c") S8i w est le faisceau inversible dualisant, le faisceau inversible
w' = (I xi) est ample.

Un S-schéma C , muni de sections x s X est une courbe stable sur

1’
S si ses fibres géométriques sont des courbes stables. Dans [3] §§ 1,2, seul le cas
n =0 est considéré. L'extension des résultats de loc. cit. au cas général est tri-
viale :

8n ,8n

(1) Pour X/k stable, H](C,w' ) =0 pour n 2 2 et w est trés
ample pour n 2 3 (cf. Eﬂ 1.2).
(2) Le schéma formel M des modules de X est lisse, et C reste sin=-

gulier au-dessus d'un diviseur 3 croisements normaux de M .
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(3) Pour X et Y stables sur §, Isom (X,Y) est fini et non ramifié
sur S (isomorphismes compatibles aux points marqués).
Pic®(g) est injectif.

(4) Pour X/k stable, Autk(X) B Autk

On a enfin

Proposition 5.1.1. Soit Xn = (Cn 3Ky s xn) stable sur le point générique n

d'un trait S , avec Cn lisse. Il existe une extension finie séparable n' de n

et une courbe stable X' sur le normalisé S' de S dans n telle que

X' 8, n' = X 8 n' .

Cela résulte du théoréme de réduction semi-stable habituel qui pefmet de
prendre n' tel que la fibre spéciale géométrique du modzle minimal C" de Cn,
sur S§' vérifie (a). On &clate ensuite, de fagon itérée s'il le faut, des points
lisses de C" pour que (b) soit vérifiée. On contracte alors les chaines de compo-

santes rationelles lisses de self intersection deux ne contenant aucun L3 de la fi-

bre spéciale et on obtient C' (cf. [3], preuve de 2.3 p. 88).

On peut vérifier comme dans loc. cit. que C' existe d&s que la jacobienne

de Cn a réduction stable. L'hypothdse de lissitéd sur Cn est par ailleurs superflue,

5.2. Soit Xn un schéma géométriquement connexe de type fini sur le corps des frac—

tions d'un trait strictement local § . Pour £ un point géométrique de XE on a une

sulte exacte

(5.2.1) 0 (X2, 8) ——> m (X,8) ——> Gal(n/n) —> 0 ,

d'ol un homomorphisme de Gal(;/n) dans le groupe des automorphismes extérieurs de

ml(X;) . Passant au plus grand quotient premier 3 p mfp) (Xa) de m](X;) , on

trouve
(5.2.2) Gal(;/n) ~——> Aut ext (ﬁip) (Xg)) .

Supposons que Xn ait un point rationnel x , et soit x le point géomé-
. - x - . . .
trique 1 ———> n —> Xn . Pour § = x , la sulte exacte (5.2.2) splitte canonique-

ment, d'oil
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(5.2.3) [x] : Gal(n/n) —— Aut <n1(xr-1,£2)) —— Aut (ﬂfp)(X;,;{)) .

Théoréme 5.3. L'image de P par 5.2.2 (ou 5.2.3, cela revient au méme) est finie.

5.3.1. Réduction au cas ol %} est géométriquement normal et intdgre.

Soient Xé le normalisé de Xn s (X]{n )i la famille des composantes con—

nexes de X' X" = X' x X' et X" . les composantes connexes de X" . Quitte
n*n nxnn (Jn)J P n Q

d passer 3 une extension finie de k{(n), on peut supposer que les X{n sont géomd-

triquement normaux et intégres, avec un point rationnel x, , et que les X, sont
i n

géométriquement connexes, avec un point rationnel yj . Pour k =1 ou 2 et
] P . - - - . 1
P k(yj) € Xin , choisissons une classe de chemins Zkij de prk(yj) a x; i clest
un &lément d'un torseur sous ml(xi-,éi) . Soit Ekij le chemin "premier & p "
£
correspondant (le méme modulo Ker(m —— Kﬂp)) . On peut prendre 2 invariant

kij
par P : l'ensemble des chemins premiers & p est lim d'ensembles finis d'ordre pre-
mier 3 p sur lesquels le pro-p-groupe P agit.

Dés lors, si un sous-groupe d'indice fini P' de P agit trivialement sur

les KEP)(Xig,;i) , il résulte des formules de Van Kampen (i.e. de ce que
Xi; E—— Xiﬁ est de descente effective pour les revétements &tales) que P' agit

trivialement sur xgp)(Xa,;) .

5.3.2. Pour XE normal et U un ouvert, ml(U) s'envoie sur m](Xa) 3 on peut donc
supposer X; lisse et affine. Coupant par les sections hyperplanes génériques (ceci
remplace S par le localisé& strict de S au point générique de la fibre spéciale
d'un Ag) et appliquant Bertini, on se raméne & supposer que Xn est lisse,

géométriquement connexe et de dimension un. Quitte I passer i une extension finie de

k{(n) , on peut supposer que Xn est le complément dans une courbe projective et
lisse in d'un ensemble fini de points rationnels xi,(dont il nous est 1ld sible
d'augmenter le nombre. Appliquant le théorsme de réduction semi-stable (5.1.1}),
on se raméne & supposer qu’'il existe une courbe stable X = (C ; X, ..., Xn) sur

S telle que Xn = Cn - {xi saans xn} . On applique alors le résultat suivant
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Théoréme 5.4. Soient S un schéma strictement local, f : X — S un morphisme

propre et plat, de fibre spéciale une courbe dont les seuls points de non lissité sont

des points doubles ordinaires et Y un sous—schéma de X , réunion d'un nombre fini de

sections disjointes contenues dans 1'ouvert de lissité. Soit x un point rationnel de

X=X-Y. Soit U 1'ouvert de S au-dessus duquel X est lisse, et & un point

P
]

géométrique de U . Alors 1'image de ml(U,g) dans Aut(m (XE’ x£)) est abélienne

et premidére & p .

On prendra garde qu'on ne peut faire agir nl(U,g) sur Wip)(XE,XE) que

parce que les vérifient le théoréme de spécialisation.

T':(p)
1
On se raméne au cas S complet, puis au cas universel oi S est un schéma
formel de modules pour la fibre spéciale, munie de ses sections. S est alors un
anneau de séries formelles sur un anneau de Cohen : S = Spec(w[[t] AN tn]] ) et U
est le complément d'un diviseur & croisements normaux d'équation £y e t, = 0 . Dans

ce cas universel, d'aprés le lemme d'Abhyankar, ml(U,g) est abélien et premier &

p , d'ol le théoréme.

Remarque 5.5. On peut démontrer un résultat analogue 3 5.4 en dimension relative

quelconque en considérant une section plane générique de dimension un et en appliquant

Bertini.

6. Appendice : démonstration arithmétique du théordme de réduction stable

(par P. Deligne)

Soient S wun trait et An une variété abélienne sur k(n) , de dimension
d# 0. Pour S' —> S un morphisme local de traits, on note An' la variété abé-
lienne sur k(n') dé&duite de An par extension des scalaires. Soient AS' le modéle
de Néron de An, sur S' "As's' sa fibre spéciale et ‘AE,S, la composante neutre

de \As's' . Le théoréme de ré&duction stable est le suivant.
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est exten-—

Théoréme 6.1. Pour S' convenable, A , & réduction stable, i.e. uA;.S,
n

sion d'une variété abélienne par umn tore.

Il résulte assez facilement de 6.1. qu'on peut prendre S’ tel que k(N")
soit une extension séparable finie de k(n) . Suppcsons tout d'abord que le corps ré-
siduel de S est de type fini sur le corps premier (le méme argument marcherait pour

k{s) radiciel sur un tel corps).

Soient £ un nombre premier premier & 1'exposant caractéristique résiduel p ,
T,(A) le module de Tate, V,(A) = T,(4) 8Q, et P : Gal(n/n) —> GL(T,(A)) 1la
représentation naturelle. Une extension des scalaires préliminaire nous raméne au cas
oli le groupe d'inertie I agit de fagon unipotente (1.2) donc 2 travers son plus
grand pro—f£-groupe quotient Zz(l) (0.3). Soient T 1'image dans GL(Tg(A}) d'un

générateur de ZZ(I} et r le plus grand entier > 0 tel que (T-i)r #0.0n a:

Lemme 6.2. L'application
C €L, vVEV,(A)I—> (p()=1DF (%)

induit des morphisme et isomorphisme

M I
VZ(A)I Q Qﬂ(r) e VE(A)
(6.2.1)

VE(A)/Ker(T—l)r 6 0, (x) —s (-1

VK(A)I et VZ(A)I sont des Gal(s/s)-modules et M est galoisien.

6.3. On dit qu'une repré@sentation f-adique t : Gal(s/s) — GL(V) est de poids

n (n €% ) si la condition suivante est vérifiée :

(%) Pour un mod@le convenable X de k(s) (X = une variété irréductible de type fini
sur le corps premier, avec k(s) = k(X)), ¢ se factorise par n](X,g) et pour x

un point fermé de X , les valeurs propres de T(FX) sont des nombres algébriques

. ~ 2 P
dont les conjugués complexes sont tous de valeur absolue |k(x)|n/ (F_ désigne le

Frobenius géométrique ¢ ! ).
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Si V (resp. W) est de poids n (resp. m ) et que n# m , on a

HomGal(V,W) =0 .

-]
6.4. Tl résulte de la propriété universelle du modéle de Néron que VK(A)I = VZ@AS s) .
s
Si a est la dimension du plus grand quotient abé&lien de .A; s et m la dimension
b

de la partie multiplicative de .A; s’ d'aprés Weil, \{e(A)I est donc extension d'une

1)

représentation de dimension 2a et poids -1 par une représentation de dimension

m et poids -2

6.5. Soit Ax la variété abélienne duale de A . Rappelons que VK(Ax) et VK(A)
I . .
(done Ye(Ax) et VK(A)I sont en dualité a valeurs dans QE(])' Si ax et mx
P * . P
sont définis pour A" comme a et m pour A , 1l résulte de 6.4 que VK(A)I est

- - - . . x . = .
extension d'une représentation de dimension m et de poids O par une représentation

de dimension 2a* et de poids ~I

6.6. Le module galoisien Qz(r) est de poids -2r . Puisque Im(T—])r # 0, on

déduit de 6.4, 6.5 et de 1l'isomorphisme 6.2 que r 1 .Si r=0, ona

donc m=0, a=4d et An a bonne réduction. Supposons que r = 1 . On tire alors
de 6.2 que Im(T-1) est de poids -2 et que VZ(A)/Vz(A)I est de poids O ; ces
espaces ont méme dimension mogm .

On a alors

dim VE(A)I =2d - mo= 2a + m ,

2 dim.»AS’S 22 (a+m) 32a+m+ m o= 2d=2 dim<AS’S ,

de sorte que An a réduction stable (dim‘AS s =2 + m) . On a obtenu en méme temps
3

que m, =m , i.e. que Im(T-1)c V (A)Igg V,(A° ) est le V, de la partie multi-
1 £ £Y's,s £
. . o
plicative de As,s
6.7. Pour traiter le cas général, nous utiliserons (0.5) (cf. 1.3). On se raméne i

supposer que
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(a) les conditions de (0.5.2) ou (0.5.3) sont vérifiées ;
(b) Gal(ﬁ/n) agit trivialement sur AZ ;

(¢) l'action de I sur T£<A> est unipotente.

Sous ces hypothé&ses, nous prouverons que An a réduction stable. L'hypo-
thése (a) permet d'appliquer (0.5.1) pour avoir § = éig Si comme en 1.3, dont nous
reprenons les notations. Soit s; le point fermé de Si .

Pour 1 assez grand, la composante neutre A° du mod&le de Néron AS
provient d'un schéma en groupe lisse 3 fibres connexes ‘Ai sur Si , et CAi)K est

constant sur Si - D . Le groupe 7c1(Si - Di , ﬁ) agit sur TE(A) , et agit trivia-

lement sur TE(A)/K Tﬁ(A) o Ag

. Comme en 1.3, on voit que Pi agit trivialement.
On a alors par (1.3.1)
T, () = T,(&) T,A, ) =T,A%) = T, = 1,
231 £ 9 ’ £ L,s; 27 s L £
et (6.2.1) est un diagramme de Gal(;i/si)-modules auquel on peut appliquer les argu-

ments 6.4 3 6.6.
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SGA 7

Exposé II

Propriétés de finitude du groupe fondamental

par Michéle RAYNAUD

Soient k un corps séparablement clos de caractéristique p 2 0 , X un
schéma connexe de type fini sur k et ng)(x) le plus grand quotient "premier 2
p " de HI(X)' On montre, dans cet exposé, que, si X est une surface, ng)(x) est
topologiquement de présentation finie et qu'il en est de méme pour X quelconque si
1'on admet la résolution des singularités.

Dans le cas d'une surface, la méthode de démonstration, due & J.P. Murre,
consiste & se ramener au cas ol l'on a une fibration au-dessus de Pi ayant les

propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition ci-dessous.

Proposition 2.1. Soient k un corps algébriquement clos, S une surface projecti-

ve, irréductible, lisse sur k . Alors on peut trouver un éclatement

g : 8" — 3§

ofi 8' est une surface régulidre, munie d'une fibration

1

f: 8 ——Pp

tels que f ait une section ¢ , et que les conditions suivantes soient satisfaites

(i) f est lisse aux points de o(P])

(ii) les fibres de f sont des courbes géométriquement intégres u'ayant

que des singularités ordinaires.

(iii) il existe un ouvert non vide U de P1 tel que les fibres de f aux

points de U soient lisses.

o o . . . r
La proposition résulte de 1l'existence d'un plongement projectif § ——— P

tel qu'on puisse trouver un pinceau de Lefschetz par rapport a4 ce plongement (XVII

2.5). Soit en effet D = {Ht} cepl‘ un tel pinceau d'hyperplans ; rappelons que l'on
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a les propriétés suivantes {(loc. cit. 2.2)
a) l'axe A de D coupe transversalement S ; le sous—schéma fermé A MNs

est donc réduit et formé d'un ensemble fini de points fermés de S., x SRTE S

177
b) il existe un ouvert non vide U de Pl tel que, pour tout point t € U,
Ht coupe transversalement S .
¢) pour tout point t€ PI-U . Ht coupe transversalement S sauf en un

point qui est un point singulier quadratique ordinaire.

Par chaque point x de § n'appartenant pas & A passe un unique hyper-
plan Ht , et l'application qui, &3 x , associe t€ P1 , est une application ration-
nelle a de § dans p! de domaine de définition S-(& N S)

On considdre 1'éclatement g : §' —> S du sous-schéma fermé SN\ A de
S . Le schéma 8' est régulier et la fibre S;‘ au-dessus d'un point x; s'iden~
tifie au fibré projectif défini par 1l'espace ta;gent a S en X donc est isomor—
phe 2 Pl (EGA IV 19.4.2, 19.4.4). De plus 1l'application rationnelle £ = ag est
partout définie (XVIII 3.1). Enfin, on peut associer 3 chaque point Xy la section
de f qui, & un point t € Pl , fait correspondre le vecteur tangent en % a
Ht(\ S

Vérifions les conditions (i), (ii) et (iii). On note que, pour chaque
t € Pl , les courbes S; et St = Ht/\ S sont isomorphes ; le morphisme
Sé —_— St est en effet un isomorphisme sauf peut-étre en les points Xg s points
ol St est réguliédre ; comme de plus Sé est intersection compldte dans S' , Sé
est intégre, donc isomorphe i St .

Les conditions (i) et (ii) ne sont autres que les conditions a) et b). Enfin

f est lisse aux points de ¢ car f est plat et car les fibres Sé sont géométri-

quement régulidres aux points o(t)
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Corollaire 2.2. Les notations &tant celles de 2.1, soit Y un diviseur 3 croisements

?l

normaux dans § , Y' = Y XSS' . Alors on peut choisir f , g , U tels que Y'x .U

soit un diviseur 3 croisements normaux relativement 3 U

On sait que, s'il existe un pinceau de Lefschetz pour un plongement
S i Pr , les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert de la variété des droites de
13 (XVII 3.2.1). 11 en est de méme de l'ensemble des pinceaux de Lefschetz dont 1'axe
ne rencontre pas Y et tels qu'il existe un ouvert non vide U1 de P1 tel que

l'intersection de Y et Ht soit lisse si t €& U1 . Il suffit alors de comstruire

f et g & partir d'un pinceau satisfaisant i ces deux conditions et de remplacer

par UN U1 .

2.3.0, Soit G un groupe profini. Rappelons que G est dit topologiquement de
génération finie s'il existe un entier =n tel que G soit isomorphe & un quotient

du pro-groupe libre 4 n générateurs F(n) ; soit K = Ker(F(n) —— G) ; on dit
que G est topologiquement de présentation finie si, de plus, on peut trouver un nom-
bre fini d'éléments ki""’kr de K tels que le plus petit sous-groupe invariant

fermé de K , contenant kl""’kr , soit &gal 3 K .

Théordme 2.3.1. Solent k un corps séparablement clos de caractéristique p » 0 ,

X un sch8ma connexe de type fini sur k . On suppose que les schémas de type fini et

de dimension « dim(X) sur une cldture algébrique de k sont fortement désingulari-

sables (SGA 5 I 3.1.5) (condition réalisée si dim X = 2 d'aprés [lj ou si k=0

d'aprés [2]). Alors le groupe fondamental ng)(x) est topologiquement de présen-—

tation finie.

On peut supposer k algébriquement clos d'aprés SGA 1 IX 4.10.

1) R8duction au cas oi X est une surface régulidre.

§8i f : X' ~—> X est un morphisme de type fini, on pose X" = X’XXS' et
on note (X;) aca ©t (XE) be B 1l'ensemble des composantes connexes de X' et X"
respectivement. Lorsque f est un morphisme de descente effective pour la catégorie

des revétements &tales, le groupe fondamental HI(X) peut se calculer explicitement
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en terme des groupes fondamentaux H](X;) et HI(XE) ; 11 en résulte (SGA 1 IX 5.2,
5.3) que, si les HI(X;) sont topologiquement de génération finie, il en est de méme
de HI(X) ; si les HI(X;) sont topologiquement de présentation finie et les H](X;)
topologiquement de génération finie, HI(X) est topologiquement de présentation
finie.

Comme X est désingularisable, on peut trouver un schéma régulier X' et
un morphisme propre birationnel f : X' —— X ; comme f est un morphisme de
descente effective pour la catégorie des revétements étales, il suffit de prouver le
théoréme lorsqu’on fait 1'hypoth&se supplémentaire que X est régulier. On en déduit
en effet que HI(X) est topologiquement de génération finie ; sachant que HI(XD
est topologiquement de présentation finie et les Hl(Xg) topologiquement de généra-

tion finie, on en dé&duit que HI(X) est topologiquement de présentation finie.

Soit maintenant (Ui) jer Un recouvrement fini de X par des ouverts affi-
nes et soit f : Ui ——> X le morphisme canonique. Comme f est un morphisme de
descente effective pour la catégorie des revétements &tales, on voit qu'il suffit de

prouver le théoréme pour les U, ; on est donc ramené au cas ol X est affine et
i

lisse.

On suppose désormais X affine, lisse sur k , et dim X > 2 . On peut alors
appliquer le théoréme de Lefschetz pour les schémas guasi-projectifs ([3] V 7.4) 3

sl Y est une section hyperplane "assez générale' de X , on a un isomorphisme
HI(Y) [~ H](X} R

I1 'suffit donc de prouver le th&oréme pour Y , ce qui nous raméne au cas ol

dim X = 2

2) Cas ol X est une surface lisse sur k

D'aprads le théordme de désingularisation forte des surfaces, on peut trouver
une surface 8 1lisse, intégre, projective et une immersion ouverte 1 : X -—>§
telle que le diviseur Y = g - X soit A4 croisements normaux. On applique le corol-

laire 2.2 dont on reprend les notations.
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Montrons qu'il suffit de prouver que le groupe fondamental de X' = XxSS'
est topologiquement de présentation finie. Comme X et X' sont réguliers et comme
on a

codim(X~ kuj {Xi],X) 2z 2 >

lgign

tout revétement étale de X' induit sur X- L ){xi} un revétement &tale qui se pro-

Igign
longe de fagon unique en un revétement étale de X (SGA 2 1.11) ; ceci montre que l'on
a un isomorphisme
m X 1 (X
On considére le diagramme cartésien
] s 1
T XU
h
i
P & U ,
oi h = f|X' . Onnote L 1l'ensemble des nombres premiers distincts de p et ;
un point gBométrique au-dessus du point générique n de PX . Vérifions que les

hypothé&ses de SGA 1 XIII 4.8 sont satisfaites. Le morphisme h a une section ¢

car il en est ainsi de f . Prouvons la condition a) de SGA 1 XIII 4.7 ; les fibres

de h é&tant géométriquement int&gres, le morphisme h est O-acyclique et locale-
ment O~acyclique (SGA &4 XV 4.1, 1.16) ; il reste 3 montrer que, pour tout faisceau
d'ensembles localement constant F sur X' , (F,h) est cohomologiquement propre en
dimension < 0 . Si ¢ est un point fermé de p! et si Z désigne la fermeture inté-

grale de Spec § ) dans B le schéma Xé = X'x 1Z vérifie la condition (82)
P, P

aux points fermés de X' et est régulier en tout autre point, donc est normal ;

par suite un revétement étale de Xé dont la restriction & X' est connexe est né-
cessairement connexe. Ceci démontre notre assertion, d'ol a). gomme XG est le com-
plémentaire dans S& d'un diviseur 3 croisements normaux relativement 3 U , hU est
localement 1l-asphérique pour L (SGA 4 XV 2.1) et, pour tout faisceau de L~groupes

constant fini F sur Xﬁ . (F,hU) est cohomologiquement propre en dimension g 1!

(SGA | X111 2.4), d'ol la condition b). Comme P] est normal et T = Pl - U de
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codimension 1 , on a

prof étT(S) > 2,
d'ol la condition c). La condition

prof hopX(X') » 3

est valable en tout point fermé de X' d'aprés le théoréme de pureté, d'od la condi-

1

tion e). Enfin, pour tout point t € P° |, h est lisse en o(t) , donc est localement

l-asphérique pour L en o{t) , d'cl la condition d).

D'aprés SGA 1 XIII 4.7, si a est un point géométrique de X' , on a une

n
suite exacte

(p)
1

'

| —> 1177 (X',a) —-—9~H1(XU s

n

,a) -—-%H](U,a) —_— ]

et le choix de la section ¢ définit un scindage de cette suite exacte. Notons K

14
1
(P) g1 .
Hl (X_,a)K , €8t le quotient de

n -
engendré par les &léments du type x ]qx , oi x€& H?P)(Xl,a) , Q&€ K . D'aprads loc.

1'image de HK(U,a) dans Aut (N (¥!,a)) ; le groupe des coinvariants sous K ,
n

ng)(xl,a) par le sous—groupe invariant fermé
cit, (4.7.4), on a un isomorphisme
Hip)

(X',a) o~ n}"’)(x;,a)
n

. 1 . . - . .
- = t, t, h T, le 1l lisé strict
Soit P U ]<i<n{ l} e pour chaque 1 , soit i e localisé c

1 . PP - . PP
de P en un point géométrique ti au—dessus de ti et e le point générique de

Ti . Un revE@tement &tale de U , dont la restriction i chaque si est triviale, se
prolonge en un revétement &tale de P1 , done est trivial. Pour chaque 1 , soit
E(si) la cldture algdbrique de k(si) ; 1'assertion ci-dessus revient i dire que
H](U,a) est &gal au sous-groupe invariant fermé engendré par les images des groupes
de Galois, Gal(i(si),k(si)} , dans HI(U,a) . D'apréds I 5.3, 1l'image Ki de
Gal(i(si),k(si)) dans Aut(ngp)(xl,a)) est finie. Comme K est le plus petit sous-
groupe invariant fermé contenant tgus les Ki , 8L comme ng)(x%,a) est topologique-—

ment de présentation finie (SGA 1 XIII 3.2), ceci prouve que ng)(x?",a)K , donc

aussi ng)(X) qui lui est isomorphe, est topologiquement de présentation finie.
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Remarque 2.3.2. La résolution des singularités n'est pas nécessaire pour démontrer
le théordme 2.3.]1 dans le cas o X est l'ouvert complémentaire d'un diviseur 3 croi-

sements normaux d'un schéma projectif, lisse sur k
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SGA 7

Exposé VI

FORMAL DEFORMATION THEORY

by D. S, RIM

1. Formal existence theorem

We recall the notion of cofibered category (S8.G.4.1.IV).
Let C be a fixed category. A cofibered category A over C is, by definition,

a category A ‘together with a functor P : A »( such that

Ax,l, For any map f in € and any object a in A with P(a) = the
source of f , there exists an f-morphism & : a - b which is cocartesian (i.e,
for any femorphism %' : a > b' there exists a unique T-morphism T : b = b’

in A such that o' = T+0 where T = the target of f J.
Ax.2., A composit of cocartesian morphism in A is again cocartesian,

The following properties of a cofibered category P : A > C follow
immediately from the definitions:

o
(cancellation) Let a 3 a' be any two cocartesian maps such that

Y
P{a) = P(B) . If there exists a cocartesian map b *a such that @Y =8y ,

then 0 =8 .,
a P
(factorization) Given cocartesian maps a =2 a' , a=a'' , there
Y
exists a cocartesian map a' » a'' such that Yt = 8 if and only if there exists

f:Pla') > Pla'’) in ¢ such that £+P(X) = P(B) . Furthermere Y is unique.

Let A Dbe a cofibered category over C . For each object S in (

we denote by g(S) the subcategory of A whose objects are the objects a in

A such that P{a) =S , and Hom {a,a') = {OtéHomA(a,a’)iP(Ot) = ids} .

A(8)

A cofibered groupold over C 1is a cofibered category A over C such that ﬂ(s)
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is a groupoid for every object 8 in C . We recall that a groupoid is a cate-
gory in which every morphism is an isomorphism, Thus, a cofibered groupoid over
C is a cofibered category P : A ?C such that every map in A 1is cocartesian.
Furthermore, for every map & € FA(A) , @ is an isomorphism in A if and only

if P{Q) is an iscmorphism,

Throughout the rest of this section, we fix a complete noetherian local
ring A with the residue field k , and we set QA to be the category of
artinian loecal A-algebras with the same residue field k , where the maps are
local homomorphisms over A . From 1.2 on, a cofibered groupoid A over 9/\
is always assumed to have the property that _A_(k) = {e} s+ where {e} denotes the
category in which Hom{e}(a, b) consists of one and only one element for any two

objects a, b in {e} . Amap a' —£ 5 4 in A will be called simply a

[+

G, -map if pl(a') = pla) and pla) =1 . Amap a' ——» a on A will be

pla)
called surjective, by abuse of language, if pla) : p(a') —» pla) is surjective

ingi\.

Ex,1.1.(a) Let F : C—=%(categories) be a functor. Define the category
F as follows: an object in F is a pair (8,a) where S €ob(C) and
a € obF(8) , and a map (S,a) > (8',a') 1is a pair (f,u') where f : S ~=8' is
amap in € and u' : F(f)a ?a’' is a mep in F(S') . Composition of two maps
(s,a) ‘M {8',a") *M (8",a") is given by
(gf, uw"-{F(g)u')) : (8,a) » (s",a") . With respect to the functor P : F -~ C
given by (S,a) ® S , F becomes a cofibered category over C . If F(8) is a
groupoid for every S € ob{C) , then F is a cofibered groupoid over C . In
particular, a functor F : C = {groups) yields a cofibered group, and a functor
F : C = (Ens) yields a cofibered discrete groupoid. We also note that a natural
transformation ¢ : F > G , where F,G : C > (categories) are functors, induces

a cocartesian functor @: F - G over (C .,

Ex.,1.1.(b) Let X , Y be schemes over A together with a fixed
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T
isomorphism X ‘{3\)1{6——-—0 ¥ ?k . Then the functor Isom : ¢, = (groupoids)

LY ~ A

given by Tsom, _(S) = the set of isomorphisms X %s«—"—v Y ® S such that
A

XY

0®x =.7T i i :
A k yields a cofibered groupoid P : Isom}{’Y 2C,

Ex,1.1.(c) Let Xo be a fixed scheme over k , and let EXQ be the
category consisting of deformations of XO over C, (see §4). Thus an object in
MXO is a pair (R,X) where R is in C, and X is a deformation of XO to
R . Then the functor P : E/_LXO = C, sgiven by (R,X) w~> R defines a cofibered

groupoeid over QA .

Ex,1.1.(d) For any groupoid X we denote by [X] the discrete groupoid
consisting of the isomorphism classes of objects in X . If P : E-)_C_A is a
cofibered groupoid, we obtain a functor [E] : _QA = (Ens) given by
[E](S) = [F(8)] . and in turn a cofibered discrete groupoid, which is, by abuse

of notation, denoted by [Ej .

Definition 1.2. _A cofibered groupoid A over Q/\ is called semi-homogeneous if

the following properties hold:

(1) every diagram a" —--eoo » i
v
a

of solid arrows in A where a' = a is surjective can be completed

into a commutative diagram including dotted arrows.
™

. _ak : .
(2) Let R X kEe]\)k[e] e the proiection maps. where k[e] is the
k TT2 a
¥
ring of dual numbers over k , and let :‘\“"‘? a be Trl-mags
B

in A . Then there exists a C, -map Y : a' —Pp b' with o = B.vy

if and only if (m,),(a') = (m ), (') .

Remark 1.3.(a) A reformulation of the notion in terms of 2-categories will be
given later in 2.6(b), We note that if A is semi-homogeneous. Then so is [A] .

and in particular 1.2(2) entails the canonical map
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AR prleD]— [AR)] x [Ak[e])]

to be bijective.

Remark 1.3.(b) Congider a commutative diagram

in a cofibered category A over C, . Set R = P(a) , R' = P(a') and

R, = P(ai) for i =1, 2 ., If we set a" +to be the "direct image" under the

. LY . N N
map (P(Vl)’P(VZ)) : R Rl % R2 , we obtain a commutative diagram

\/

Thus 1.2(1) can be replaced by

(1)': every diagram

al\a/aE in A above Rl\ /RE in C
R

R, »R is surjective can be completed to a commutative diagram

,» where

2
1
‘(//a\\\‘ H// fﬁ“i\s
a.l /a2 above /
N, \R
where ﬂi (1 = 1,2) are projections.,

Remark 1.3,(c) If A is a semi-homogeneous cofibered groupoid over A ¢+ then
A(k [e])]is canonically provided with a vector space structure over %k , where

k [e] is the ring of dual numbers over k , Indeed, let V be the category of
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finite-dimensional vector spaces over k , Then any functor H : V= (Ens)
preserving the product is canonically factored through

H
v——— (Ens)

N

<

where V- (Ens) is the forgetful functor, On the other hand, the functor
G: V—>C, given by W —>k[W]l =k ®W , with W2 = 0 , transforms
products in V into fibre products over k in 9/\ . If A is a semi-homo-

geneous cofibered groupoid over _(_]7,\ , then [AG[V] xk[W])] —» [AK[V])Ix[AK[W])]
k
is bijective by 1.3{a), and the functor V—>[A([V])] commutes with products,

hence the result,

Definition 1.4, (1) Let R € ob(C,) . Asmall extension of R in C, isa

ZA
surjective map R' S Ain C, such that (Ker f)g =0 and Ker £ =k .
In other words, R' —f--ar R in C, isa small extension of B if

06— k—>» R' —L R > 0

is exact for some t €R' with 2 = 0 .

(2) Let A be a cofibered groupoid over C , and let a be an object

=A
in A , A small prolongation of a is an arrow al —% > & in A guch that
P(&) is a small extension in &\ .+ An arrow al =25 & in A will be called
"versal for small prolongations of a " if, for every small prolongation
a]'. —=» a in A , there exists a commutative diagram
8! ——— a:'L
a

Proposition 1.5, Let jl; be a semi-homogeneous cofibered groupcid over EA .

T
(1) Let R X [e]”’lR fecti i v &

Sk . k ﬁ\’k[:E] be projection maps in C , and let a -——r a
2
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be a ﬂl—mag. Then there exists a map a —8—-—0 a' such that & B =1

a

if and only if there exists a map & ———> (ﬂz)*a’ .

(2) Let R' ——-g-—“r R be a small extension in g/\ , and consider a commutative

diagram
R'xR’

N

e N
N N\

N ~ ot
Define the canonical map f : R'XR' —— k[Ker £f] by f(ri, ré) = ri(0)+(rl-—r .

If there exists a map a' ——» (F) Wa") , then there exists a map Y: a' —» a

such that ¢ = Ctlv"( .

Proof (1) The part "only if" is clear, Now assume that there exists a map

@: a—> (ﬁz)*a' ., If we set h: R—»R xk{e] by h=1 xP(¢) , then the

. k
composite map R Ay R x k[e]——l—v R is the identity, and therefore we get
y h
— ey = = =
maps a(._q;._ f,a suh that &Y= 1, where P(y) = h and P(c.l} ﬁl .
On the other hand, Trz-h = P(¢) and hence there exists a ﬂz -map

hga ——— (Trz)*a' . This means that (ﬂz)*(h*a) = (T'rz)*a' , and therefore
by 1.2(2) we have a Cp-map u : ha—> a' such that @u = o - Define
B:a—» a' by B=nu-y¥ ., Then G.°B=cvu-Y=0.1~Y=la . '
(2) Themap 1 X? : R' Xxh' — R' %{Ker f] is an isomorphism
R k
compatible with the projections on the first factor, and ﬂz-ilx?} = ? where

1T2.: R' Xk[Ker f] — k[Ker f] is the projection map, We note that
k

k[Ker £]1% k[e] since R' -—«—ﬁ-—v R is a small extension, Therefore, if there

~ ~
exists a map a' —> (f)a" = (TTQ)* [(1 f)_“_a"] , then by (1) above there
exists 2 map y': a' —> a" such that aL.y' = 1,1 . Define Y : a' —— g
by ¥ =0.i—Y’ . We then have c.l-yza,
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Corollary 1.6. Let A be a semi-homogeneous cofibered groupoid over c A

and consider a diagram

Ny e

in A where o is a small prolongation. Assume that a is versal for small

prolongations of e , Then there exists a map a' L. a such that o = G‘lp

1
in A if and only if there exists a map f : P(a') = P(al) such that

Pla) = Ploy)* £ in Sy -

Proof: Assume that Pla) = P(c(l)-f where f : Pla') = P(al) . Replacing a’

by its direct image under f , we may and shall assume that P(a) = P(c,l) .

Set R' = P(al) , R = Pla) , Since A is semi-homogeneous, we get a commutative
diagram

R'R'
R

a"B/an\Bla above R/ \R’
A N,

R

Since a is versal for small prolongations of e , so is a' and therefore

our statement follows from 1.5(2),

Definition 1.7. For each object R in 9/\ we put ER =M/(mAR+M2) where m,

M are the maximal ideals of A , R respectively. It is a finite-dimensional

vector space over kX , and R *—>§R defines a functor Q : g/\ - V vhere

v is the category of finite-dimensional vector spaces over k , If A is a

cofibered category over g/\ » then the composite functor A f, g/\ -V is, by

abuse of notation denoted by 5 again,

Proposition 1.8, Let A be a semi-homogeneous cofibered groupoid over C A

Then, given an object a in A versal for small prolongations of e , there

exists a' = a such that
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(i) a' is versal for small prolongations of a

(ii) pla') —> pla) is surjective; and the kernel is annihilated

by the maximal ideal of pla) .

(1ii) ﬁ;, —_— 5; is an isomorphism,

Proof: Set R = Pla) and consider an exact sequence O - J -+ S - R - 0 where
S is a formal power-seriesg ring over A in a finite number of variables, and

J e M2 where M is the maximal ideal of 8 , Let % be the set of ideals Jl

in S such that (i) J o Jl D MJ and (ii) there exists ni-morphism al »a in

A where ™ot S/Jl -+ R is the canonical map, The property 1,2{(1) of A together
with the fact that J/MJ is a finite dimensional vector space over k entails
that there exists a smallest ideal in the family % ., Let it be J' and choose

a ' -morphism a' $a where ' : S/J' » R is the canonical map. Note that

Qa' - ﬁ; is an isomorphism since J' < J C:M2 . We claim that a' $a is versal

for small prolongations of a ., Indeed, let al» a be a small prolongation, If

we put Rl = P(al) , we obtain an exact commutative diagram

O = J/MJ »3/MJ »R >0

it
lh lhl f
O = k -y Rl < R=0
If h=0 , then ™ : Rl - R admits a cross-secticn so that hl induces

£f i1 8/7 - Rl .If h£0 , then hy 8/MJ » R, is surjective and hence by

1
induces f : S/J' = Rl by the definiton of the ideal J' ., Therefore in either

cases we obtain a commutative diagram

s/J" £
1
ki ﬂl
R

Since a is versal for small prolongations of e , it follows from

1.6 that we obtain a commutative diagram
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Let P: Ao 9./\ be a cofibered category {(in groupoids), It is then clear
that we obtain a cofibered category pro(P) : pr‘o(ﬁ) - pro(g/\) (in groupoids)

(pour la définition de la catégorie de pro-objets pro(4) , voir A, Grothendieck,
Sém. Bourbaki 195),

A~ prof(4)
P pro(P)

C ———————>
o pm(g/\>

A
Now let 'C-/\ be the full subcategory of pro—gf\ in which
~
ob(_c_/\) = {(Ri)i@I R Ri € ob(g/\)| ¢ ¢ Ri "Ri-l is surjective for all i and

. . 2 2 . . .
induces isomorphisms g_n_i/Ln_A—:-Qi > @-i-l/ﬁ/\tnli-l for all sufficiently large 1 }

where N stands for the ordered category of natural numbers, and m, is the

maximal ideal of Ri . We set g to be the full subcategory of pro-A in which

o Fal
ob(A) = {a € oblprolh))| pro(P) (a) € ob(C,)}

A P
We then obtain a cofibered category /l; : A QA {in groupoids) with a commutative

diagram

s
R e —
QY & |5
b

G e >
—
A N
We note that the category QI\ is canonically equivalent to the category of complete

local A-algebras of formally finite type over A with the fixed residue field k .

Henceforth we shall make such identification.

Definition 1.9, Let A be a cofibered groupoid over g/\ . An object & in

~
A is called a quasi-initial object of /é. if for every object a in g there

exists a wap g »a in 3 . A quasi-initial object € of :11_ is called minimal
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if the morphism g : hp - [/13_] induces a bijection

N
g(k[el): HomA_alg(R,k[g]) - [A(x[e])] ., where R = P(g) . An object & in A is
called a versal formal object of A if every surjective map q : a' »a in A

induces a surjective map Homﬁ(g,a') - Homﬁ(g,a) .

N
A versal formal object & of A is called minimel if the morphism § : hp - [A]

induces a bijection &(k[e]) : (R,x[e]) » [A(k[e])] where R = p(e) .

A= alg

Proposition 1.10. ILet A be a cofibered groupoid over g/\ .

(1) every (minimally) versal formal object of A is a guasi-initial (minimal)

gbject of g .

(ii) If & is an object in A such that E(k[e]): HomA_alg(R,k[Q])» [A(x[e1)]

N
is injective, where P(g) = R , then every endomorphism of £ in A 1is an auto-

Fad
morphism, In particular a quasi-initial minimal object of A , if it exists, is

unique up to (non-canonical) isomorphism.

Proof: (i) 1let E be a versal formal object of A . We must show that, for any

object a in ﬁ » we have a map £ -»a , By the definition of E , Tthere
(Ln o
exists a sequence of surjective maps in A : --- > a, e an-l > ——— al —_— ao

such that a = 1lim a, - Assume that there exists maps ¢ ¢ g - ay such that

oy

Q¢ = @51 for all i <n , Since €& 1is a versal formal object of A and

oy : an - an—l is surjective in A , we obtain a map § —(pl—) an such that
0B, = Gy . If we set =¥§n<pn , we have ¢ : § »a .
(ii) TLet &g —&s g be a map in A . Then for every ) € Hom (R,k[e]) we

N-alg
have A,E = A0 = ()\-P(a))*g and hence by the hypothesis on & we have that

A = AP(g) for all ) € Hom (R,k[e]) . and therefore P(g) : R =+ R 1is sur-

A-alg
Jective, However it is trivial to see that every surjective endomorphism of a
noetherian ring is always an automorphism and hence P(q) is an automorphism

of R and therefore o is an automorphism of & .,

Thzorem 1.11, (Schlessinger) Let A be a cofibered groupoid over g/\ . Then A
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admits a minimally-versal formal object if and only if

(1) A is semi-homogeneous

(11) [A(x[e))] is a finite-dimensional vector space over k (cf. 1.3(c)).

AS
Proof; (Necessity) Let £ in A be a minimally-versal formal object of A ,

and consider a diagram

1 Eo
\ ﬁ
a’

in A where ¢ is surjective, Since g 1is a quasi-initial object of E , there

exisls a map & = al . Since g is surjective, the compcsit map & - a, = a

1

can be 1ifted to a i,e,, we obtain a commutative diagram

a{/ g\ae
N\ /A

which proves the condition 1,2(1). We now prove the condition 1,2{(2), Let

be the projections,

and let
a' b'
ONa/B
be ﬁl-maps in A , By the definition of g , we obtain a commutative diagram
g
v \"
a' b'
N |/3
a
and in particular we have nl-P(u) = ﬂl~P(v) . Assume now that

(ﬂ2 *a’ A (ﬂ2>%b' . We then have ne-P(u) = ﬂE'P(V) because of the minimality of
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g , and hence P{u) = an(u)x nzP(u) = ﬂ1P<V>X ﬁ2P<V> = P(v) .
Since A 1is a cofibered groupoid, we obtain a unique isomorphism a' b in
A(Sxk[¢]) such that ogu=v ., Then Bou = gqu entails that Bo= o since A
is a cofibered category,

(Sufficiency) Let C13Chsaansly be objects in A(k[¢]) which form a
k-basis of the vector space [A(k[e¢])] ., and choose a; in é(k[g]ﬁ...ék[e])

such that (ﬂj>*al ~c; . Then B(klel) - Hom (Ry,¥[e]) » [A(K[])] is bi-

-alg

Jective, where R1 = P(al) . In particular a1 =+ & is versal for small prolonga-

tions of e ., Choose ag =2y which is versal for small prolongations of a

such that § =0 is bijective, We then choose a, = a

ay ey 3 2

prolongations of a, such that 6; - 5; , is bijective ete,, and set
3 2

£ = %ig a . We claim that & is a minimally-versal formal object of A& ., Indeed,
n

1

s versal for small

since 5; - ﬁé is bijective for all n , ﬁg - 5; is bijective so that
“n n=-1 1

g(k[e]): HomA_alg(R,k[e] -» [A(k[e])] 1is bijective, Now consider a diagram

1

e
=

g

1

where ¢ 1is surjective in A ., We must show that h can be lifted to a . For

this, one may assume, by induction, that a' is a small prolongation of a .,
Since P(a) 1is an artinian ring, h : € » a 1is factored as a composit map

g > aq —> a for some ¢ . Since A is semi-homogeneous, we get a diagranm

a" a ki

l !
a
q
1

where is also a small prolongation., We then obtain a commutative diagram

a/////////a

g+l 7

a

p&—p

I’

g —

¥

a

e 0

g —>

5]

ft
q
and therefore we are done,

Remark 1,12, Let
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4 ay

— R a a a_ =¢€
Ya, ] T e TV 8y,
be an infinite sequences of arrows in A sucn that

ay is versal for small prolongations of a,

i-1
P(ai) —3 P(ai—l) is surjective
58 —a is bijective for 1 >> 0
&y %41

Then the above proof shows that Lim ai is a versal formal object of A

.

Remark 1.13. Let A be a cofibered groupoid over QA . If A has the property
1.11(i) and (ii), then so does [A] , and € ¢ ob@) is a minimally-versal formal

object of A if and only if it is so for [A] by 1.10(ii).

Remark 1.14, Let A be a cofibered groupoid over _Q/\ , admitting a minimally-
versal formal object £ ., Then an invariant of R = P(g} , which is a complete
local Aa-algebra of formally finite type over A , is automatically an invariant

e

of A over (

g - Therefore, for example, we shall say that A is (formally)

smooth over g/\ if R is (formally) smooth over A i.e., a formal power-series
algebra over A , or we say that A 1is irreducible over g/\ if Spec(R) is
irreducible etc. In the next section we introduce the notion of "smoothness" of

a functor A =+ B over 9—!\ s where A, B are cofibered categories in groupoids

over g/\ . It turns out (cf, 2.4) that "A is (formally) smooth over g/\” is

equivalent to " P : A = Q_A is a smooth functor" , and therefore no confusion

arises, We also define the dimension of A over g/\ by dimC A=dimkgR .,
A A

For this we note the following fact: Let C be the category of artinian local

._k
k-algebras with the same residue field %k , Then Qk - Q/\ is a fully-faithful

imbedding, whose (left) adjoint functor g/\ - 9}: is given by R kX ®R
A

- £ . s . . O
59}{ be the pull-back of P : A - N under Qx > —C-A . Then it is trivial to see

. Let

that if g 1is a minimally-versal formal object for A over 9/\ , then k ® g

A
is a minimally-versal formal object for ﬁ g—k over Qk s where E = kf 2 is a

cocartesian arrow above R -k ® R , It follows that dim, A = dim (AlC ) .
A - Gy —i=x
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1.15., In the remaining of this paragraph, we biefly explain how to modify the

preceeding theory in order to allow for residue field extensions,

Let A and K be complete nostherian local rings, with X a aA-algebra,
We assume that
(a) the natural map from A to K is a local homomorphism;
(b} the residue fleld XK' of K is an extension of finite type of the residue

field k of A .

The most interesting case is when K = XK' and ¥ is a finite inseparable
extension of k .

X the category whose objects are the complete nosthe-

rian local rings R , provided with a structure of a-algebra and with a A-epi-~

We denote by C°
As

morphism s : R—3 K ,

We denote by CA the subecategory of CX consisting of the (R, s) such that
4 2

K

Ker(s) is a R-module of finite length, The category CX K can be identified with
]

K

a full subecategory of Pro(CA K} .

If K is artinian, so is any object in C

AsK

For any finite dimensional vector space V over K' we denote by
DV(K) the algebra of dual numbers over K defined by V ; its elements are of
the form k + v e {with k¢ K , v¢ V and 62 =0
k+ve) (kK +v ¢)=(kk')+ (kv +k'"v)e ). The map s : D,(K) » K

sk + ve) =k , turns DV(K) into an object of C . The role played before

MK
by k[e] will be played here by DKg(K) .
As explained in 1,8, any cofibered groupoid A over CA K extends in
2
a natural way to a cofibered category A" over CR - Amap in A or & will
3 3

be called surjective 1if the corresponding homomorphism of algebras in CA x

or in CA,K is,
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We assume that A(X) = {e} .

Definition 1,16, A cofibered groupoid A over CA X is called semi-homogeneous
2

if the following properties hold:

(1) every diagram

"ocem !

L

of solid arrows in A , where a'! —> a is surjective, can be completed into

VIS,

[

a commutative diagram including dotted arrows;

(II) For any R , the natural map
[A(Rx, Dyt (K))] » [AR) x A (0 (K))] = [AR)] x [A(D, (X))

is bijective.

If A 1is semi-homogeneous, so is [A] .

1.17. Let us first consider the restriction of A to the full subcategory of
C/\,K whose objects are the DV(K) . Iet O be the vector space QlK/Agk ',
and d : K= the derivative, A map f : DV(K) - DW(K) can be written:

f(k +ve) =%+ (ulv) + D4 k)

with u ¢ HomK,(v, W) and D ¢ HomK,(Q, W) . If we identify £ with (u, D) ,
the composition law is

{(u, D) e (W', D) = (', D+ud) .

The condition (II) entails
{IT') +the functor from X'-vector spaces to sets

V> [A(D,(K))]

commutes with products.

Lemma 1,18, Assume condition (IT') is satisfied by A , Then
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(1) [ﬁ(DK:(K))] carries a unigque vector space structuyre, such that

[_{\_(DV(K))] -y ®K,[§_(DK,(K))] as a functor in V .

(2) There is a linear map Y : Hom({},K') = [A(DKI(K})] such that, for any

D € Hom(Q, K') ,

[A(G, D)) = [A@(®))] » [AD ()] is x > x+ v(D) .

(3) For any (u, D) : DV(K) —_— DW(K) , ‘the map
(u, D) : [ADL(K))] » [A(D,(K))] 1.,
(u, D) = V& LA, (k)] > w® [AD,, (k)] is

x —> ulx) + v(D) .

Let us introduce the notations
(A, (x))]

P(K")

F(V)

I

A

]

F(u,D) : F(V) = F{(W) = the map induced by (u,D} : DV(K) - DW(K)

(D) : F(V) »F(V) : F(D) =F(Q, D) .

By (IT') and the fact that XK' 1is a K'-vector space object in the category of
K'~vector spaces, F(X') is a K'-vector space in (Ens), hence a K'-vector space,

and {1) is clear. Let us now identify F(V) and V& A |,

We deduce from the identity
(us D) = (1, D) o (u, 0) that

F(u, D) = F(D) » (u®1,) .
The functoriality of F amounts to

F(0) = 1d
F(D) o F(D') = F(D + D")

(u®1) o F(D)

il

FluD) o (u® 1A)

For any D :Q=2V andany n €N , if i and p are the maps

i; V&> var'h p: Ve KT —sx
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then p i D=0 and the following diagramm is commutative

VA ——————> (VoK) A —— > x'"® 3
F(D) F(i,D) ”
V®A —————> (VoK) ® A — >k

et x: K 2V bea map, X, = x(ei) , and let ai be a family of elements

of A ., We have (lv+x)oioD=D . Hence, if

F(1 D) (& e, ai)

]

Zeiai+a {(a € V®H) , then

#

F(D) (T x4 ai) by X, 8, +a

and a does not depend on the X Hence,

F(D) (v)

G(D +D") = a(®) +ad")

i

vy + G(D) , with

u G(D)

i

F{u D) (for any u : V=2W) |,

One easily checks that any such G is defined, for some vy €0 ® A , by the
formula
a(D) =D®1A vy

as promised in (2) (3).

Definition 1.19, (1) An object § in A is called versal formal object if

every surjective map @ : a' —> a in A induces a surjective map

Homa (§, 2') —> Hom. (§, a) .
A A

~

(2) A formal versal object & in A , with image (R, s) in C/A\K s is
£

-3
called minimal if for any two maps ¢, , ¢, : R~ DK,(K) , if g:l(g) is iso-

morphic to <p2(E:) » then there exists a derivation D of K into K' such that

(11 D) (‘F’l) = ‘92 E] ioe. QDE"'({)E =D g -

Theorem 1,20, If A is semi-homogeneous and if

atmg, ([ADL ())<=

then A admits & minimally versal formal object, and any two of them are
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isomorphic,

With the notations of 1,18, let H* be a subspace of [A(D., (X))]
supplementary to the image of Yy , and let H be the dual of H¥ |, We define
R, =Dy(K) . Let E_ De an object in A(R ) , whose image in
[A(Ro)] Zue [A(DK,(K))] ad Hom(H*,[_/:\_(DK,(K))]) i the inclusion of H¥* in

[A(DL (K))] . Then

(1) The maps Hom,, (DH(K), DV(K>)

> [A(D. (K))] are surjective .
— "V
N K

(2) The minimality condition 1.19(2) is valid for (RO, §O) .

Choose now some S € C’/‘\ K 7 formally smooth over A , and an epimorphism
E

1S e RO such that
t ~~ 1
ORO//\®K ——-————->OS/A®K .

If M is the maximal ideal of 8 , we inductively define, for n 21 ,
R =8/I and § € Ob(A(R)) by the properties that
(a) In+l is the intersection of the ideals I : InM crcr . such that §

extends to an object & in A(S/I)

(b) €

.
is an extension of & .,
n+l n

If R =1im R and & = lim § , then one checks that (R, &) is
. n . n

a minimally-versal formal object, and the only one up to isomorphism,

2. Prorepresentable cofibered groupoids.

Let A be a cofibered groupoid over —Q/\ , admitting a minimally-versal

formal object & ., In general we can not recover A (up to E\—equivalenoe) out

of & alone,.One has to know when two maps R —~f—-) 3 yield a C,-isomorphism
= e

E(f) —> 8(g) , where R = P(E) , As an application of 1,11 and 1,12 we now

consider the guestion of 'recovering A " up to ¢

_A—equivalence. Indeed, we
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shall have a quite satisfactory answer applicable to a wide class of cofibered

groupoids,

A number of cofibered groupcoids which usually occur in practice enjoy
a slightly stronger property than those of semi-homogeneous ones, as it will be
defined explicitly in 2.5. To investigate them it is convenient to rephrase what
we have done so far in terms of "smooth functors" . All the notations and termi-

nologies in the previous section remain in force throughout in this section.

Definition 2.,1. Let ¢ : A—>3B a t £ ibered upgids over _QA
We say that ¢ is smooth if every surjective map B : b' —> ¢(a) in B can

be_completed to a commutative diagram

oa’) > b
(%) B
#(a)
EY

for some « : a' >a in A . We say that ¢ is minimally smooth if it is
smooth and ¢(k[c]) : [Ak[e )] ——= [BkleD] is bijective.
Remark 2,2(a) Let @ : A——>3B be a functor of cofibered groupoids over Cp -
We note that " ¢ is smooth" ® "every surjective map B : b' —> @(a) in B

can be completed into a commutative diagram (x) such that ¢f(a') > b' is a

g/\-isomorphism" ® "every small prolongation B : b' —> ¢(a) in B can be

completed into a commutative diagram (x) ".

Remark 2.2(b) For any cofibered groupoid A over Cn 5 the matural functor

A —> Eﬁ] is minimally smooth.

~

Remark 2,2(c) For each object R in Cp - we set hR 1 Gy —> {Ens) to be the

funetor defined by hR(S) = Hom/\-alg(R’ S) for all 8 in QA . It associates

a cofibered discrete groupoid Eq over Q;\ , and amap R—> 8 in g/\
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induces a functor ES —> ER of cofibered groupoids. The functor gs —_— %

induced by a map R ——> 8 in E/\ is smooth if and only if S is a formal

power-series ring over R .,

Remark 2,2(d) Given an object R in C5 » let us denote by (R, g',\) the cate-

gory of arrows in 9/\ with the source R and a target in Q\ . Let A bea

cofibered groupoid over Cp - Given Ecob A with P(§) =R , let

A' > (R, _QA) be the pull-back of A —> C, under the canonical functor

(R, ¢,) —> ¢, and choose a section 5# such that 5#(1 ) = & . (This simply
A N R
means that we choose, for each map R L o , a f-map & ——> E(f) ), We then

> A over C, by sitting (R L 8) —> E(f) .

obtain a functor 5# : QR

Of course this functor does not depend on the choice of g# up to natural equi-

valence of functors, Now " g# : by —> A is (minimally) smooth" means that
every surjective map a' & > B(f) in A can be completed into a commutative
diagram
g(c") > a'
a
g()

E(f)

(and Eﬁ{k[éﬂ) — g(k{e]) is bijective), which means precisely that § is

a (minimally) versal formal object of A over c, . Thus we conclude that the
existence of a {(minimally) versal formal object of A is equivalent to the
existence of a (minimally) smooth functor -2‘% > A over QA for some

R € ob@/\) .

The following general properties on smoothness are trivial to verify,

Proposition 2.3, Let A £ - B 2 > C  be functors of cofibered

groupoids over g/\ .

(a) If ¢, ¥ are both smooth, then so is V.0 .

{v) If Y.¢ is smooth and ¢ is surjective on isomorphism classes of objects,
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then § is smooth.

Remark 2.4, Tet A Dbe a cofibered groupoids over , admitting a versal formal

~
=\
object & , This means, by 2.2(d), that ¥ : l_qR = A is smooth, where R = P(§) .

Therefore we have, " A is (formally) smooth over _(ZA (c.f, 1.13) i,e., R is a

formal power-series algebra over A " ® "the composite functor

by E!}_ EQA (= E/\) is smooth” ® " 4 5 g, isa smooth functor" by 2.3(b).

We now consider a stronger property than being semi-homogeneous.,

Definition 2.5. Let A Dbe a cofibered groupcid over C, . It is called homo-

geneous if every diagram

aV
a
where a' -+ a is surjective admits a fibre-product a' X b' in A such that

a

Pla' xp') = Pla") xp(v') .
P(a)

b' >

Remark 2,6(a) Let A be a cofibered groupoid over ¢,  and consider a diagram

R, KR
o lR 2
) / N in A above the di 1:/ \ﬂ%R
al\ '/a2 in A above the diagram 1 5
& /
R
in 91/\ where ﬂi are the projections, If a fibre-product ay X a, exists in A
a
we obtain a unique map ¢ : a' = al X a2 compatible with the projections. If
a
Pla, X a,) =R, XR, , then P{¢) is the identity map on R, X B, and therefore
1 a 2 1 R 2 1 R 2
¢ is a QA-isomorphism ie,, a' = a1 X a2 . In other words, if A is a homo~
a
geneous cofibered groupoid over E}-/\ , every diagram (¥*) defines a fibre-product

a; X N provided Rl 2 R is surjective in Cn - This fact entails immediately
a
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that a homogeneous cofibered groupoid is, a fortiori, semi-homogenheous,

Remark 2.6(b) Consider a diagram

N

Z

of categories and functors, The ordinary fibre-product X X Y is a category in
which an object is a pair (x,y) such that ¢(x) = {(y) % and a map
(x,7) » (x', ¥') consists of a pair o : x2x' , 8 : vy 2y' such that

¢(a) = U(B) . The fibre-product X 2 Y in the sense of 2-categories is a cate-
gory in which an object is a triple (x,y; Y) , where «(x) X ¥(y) is an isomor-

phism, and a map (x,y; v) # (x',¥y'; v') consists of a pair x 'y 8 y'

with a commutative diagram

aP (@) > ¢(x")
Y l v!
Y (y) E) > Y (y')

One can rephrase the notions of (semi)homogeneous cofibered groupoid or
smooth functor in terms of fibre-product of categories (in the sense of 2-cate-

gory), Now let P : é.* be a cofibered category, and consider an object

Ca

. . . . N
Ry § R, in C, . If we choose a direct image functor (ﬂi)*. AﬁRl é R2) é(Ri) s

where ﬂi : Rl X R2 - Ri is the projection for 1 = 1,2, we obtain a funector
R

*ﬂ%>%$R
AR

that this funector, up to canonical natural equivalence, does not depend on the

AR, XR

1 2) . It is clear from the definition of cofibered category
R

2)

choice of direct image functors. It is now clear from the definition that a cofibe-

red groupoid é. over QA is homogeneous over QA if and only if

2
A(R. X R.) = A(R.) X A(R.) is an equivalence of categories whenever R. = R is
-1l 5°2 -1 2 1
R A(R)
surjective in QA s and A is semi-homogeneous if and only if
2
[AR X R.)] —————> [A(R,) x AR,)])
- R 2 - 1A(R>— 2
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is surjective whenever Rl ——> R is surjective in g/\ , and is bijective when-
ever R =k and Rl = k[e] . Now let ¢ : A =B be a functor of cofibered
groupoids over gf\ . For each map R' ® R in g , & induces a functor

A(R") = A(R) ?( B(R') uniquely determined up to a {canonical) natural equivalence,
It is again %I(’Ii{vial to see that ¢ is smooth if and only if the functor

2
A(R') » A(R) X B(R') 1is surjective on isomorphism classes of objects, whenever
B(R

R' » R is surjective,

Remark 2,6(c), If A is a homogeneous cofibered groupoid over -C-;\ , the functor
a(x[v x wl) = AIVI)x A(x(w]) is an equivalence of categories for any
finite-dimensional vector spaces V, W over k (We recall our convention

A(k) = {e} ). In particular, we have

Aty ) Gar) ¥ A0t (o v)) ) X8 ) ()

where Zl_V is the direct image of e under the unique map k = k[V] in _QA .
It follows that if A is homogeneous over g/\ . Aut(le) as well as [A(x[el)]
are canonically provided with vector space structures over k .

A

Remark 2,6(d)., For any object R in _QA , the cofibered (discrete) groupoid

gﬁ over C A is homogeneous,

If A 1is semi~homogeneous, then so is [1_3._] . However, the homogeneity

of A does not imply in general the homogeneity of [Aj . Indeed we have

Proposition 2,7. Iet A Dbe a homogeneous cofibered groupoid over 9/\ . The

following statements are equivalent,

(1) [_ﬁ:] is homogeneous i,e. [_A_(R' X 8)] — [é{R’)] X [_A_(S)] is bijective
R (am)]

for every small extension R' = R .

(ii) For every small prolongation a' »a in A , the map

AutA(R,)(a‘) — AutA(R)(a)
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ig surjective, where R' = P(a') , R = Pla) .

Proof, (i) = (ii) Let R' £ >R bea small extension in g\ and let a' = a
be a f~map in A , Given T € Aut (a) , we consider a'Xa' and a X al
- E(IU a T
where a:r —> a denotes the composite map a' —>a T a ., Since
[AR' x R")] ——=[AR")] x [AR")) is bijective, we conclude the existence
R fa(®)]
of an isomorphism a'Xa'—= a'x a,'r , and u induces, via the projection on
a a

1
the second factor, an isomorphism a' L5 4! which is a lifting of T .

(i1) = (1) Iet af (i=1,2) be objects in f}_(R'I){( 8) which have the

same imege under [A(R'X 8)]1 = [A(R')] x [A(S)) . We then obtain a diagram
R - Taml ™

of solid arrows

a
2
P
1
]
i
a" R'XS
/ ' v ™
al \b 1 ;lb above R' S
2 / 2 \/
\ .
"'r'
&

where T ; al - a2 is the induced isomorphism from T so that the square box on
the lower right corner is commutative. If the condition (ii) is verified, one can

always replace the given isomorphism a. Y. so that the square box on the left

1 2
corner is also commutative. Since ag = ai X bi for i=1, 2 by 2.6{a), we
8y
obtain the isomorphism az 4 ag . This proves that

[AR'x 8)] —> fa@®")] x ][3(8)] is injective, and hence is bijective since A
R A(R)

is homogeneous by hypothesis,

Now let A be a homogeneous cofibered groupoid over 9—/\ , and let
£

R' —> R be a small extension in _C_/\ . We have a canonical map
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T R‘ﬁ R' ——> k[Ker £] given by (ri R ré) — ri(o) + (r:‘L - ré) , and
1>g:R'§<R'-—-> R'gk[l(er £] is an isomorphism, Given any itwo f-maps a; »a (i=1,2)
in 4 , al X a2 is an object over R'X R' and in turn we may consider

a R

T(ass a,) = (F)ula, X a,) which is an object in A(k[Ker £]) . Since
1’ %2 13 % =

1 XF R'g R' ——> R'é k[Ker £] is an isomorphism, we have the isomorphism

a:L X a2 = alX T(al, ae) compatible with the projections on the first factor,
a

The statement 1,5(2) takes a more definite form for a homogeneous groupoid,

Lemma 2,8, Let A be a homogeneous cofibered groupoid over ¢

A , and

a, ——>a (1=1,2) f-mapsin A . Then

(1) There exists p : a;, ?a, in A with a,-p =0 if and only if

there exists an arrow ay 2 T(al, ae) in A .

(2) There exists p : a, =*a, with ayvp =0

1 N such that P(p) = idp,

1
if and only if T(a;, a,) = 0 in [A(k[ker £1)] .

Proof: We prove both at the same time., There exists p : a *a, in A with

1 2
o= _ g " . . .
Gye P o= 0y (such that P(p) 1dR,) there exists h : a;= aléf a, in A
with pr, o h = ida (such that P(h) = diagonal map) ®© there exlsts
1

g :a 2a X 'r(al, ag) in A with pr

1 o g = ld‘a (such that

1

Plg) : R' » R'X k[KRer £ is given by r' = {r', r'(0)) @ there exists an arrow
k

1

Yia” T(al, ag} in A (such that P(y) : R' = k[Xer £ is given by

r' = r'(0)) . However, there exists an arrow Y : a., = T(al, a2} in A such

1
that P(y) : R" » k[Ker f] is factored through R' = k = k[Ker f] if and only

if T(al, ag) =0 .

Proposition 2,9, (a) Let g_—*(‘g—> B —ﬂ—> C Dbe functors of cofibered groupoids

over -Q/\ . Assume that
(i) B is semi-homogeneous and C is homogeneous

(11) 4(xe)) : [BGLeD)] —— [c(lel)] is injective.

Then the composite functor ¢ o ¢ is smooth if and only if ¢ and § are both
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smooth.
(b) Let ¢ : A—>B be a smooth functor of cofibered groupoids over
g/\ . If A is semi-homogeneous and B 1is homogeneous, then ¢ : A= B is

~

smooth (i.e., for any surjective map b' —E pla) in B , there exists

~ ~

o:a' 2a in A anda C,-isomorphism p : @la') =—>b' such that B-p = ¢(a)).

Proof: (a) Assume that the composite functor 1V o ¢ is smooth, If ¢ is smooth,
then so is ¥ by 2.3(b), and therefore it suffices to show that ¢ is smooth. Let
a small prolongation b' £ ¢(a) in B be given., Since the composite functor
© o ¥ 1is smooth, there exists an arrow a' L a in A and a QA-isomorphism

p: ¥ (') —> ¥ (a') with a commutative diagram

¥(p") e > 4 ¢(a')
AN

™,

Y(B) ¥ ela)
¥ ola)

Since B is semi-homogeneous, we can choose a commutative diagram

b R'X R'
/ \ / R \
b’ wla") above R' R'
B /V—(OL) \ /
¢(a) R

where R =P(a) , R' = P(b') = P(a') . Since ( is homogeneous,

Y(p") = (") x Ygla') by 2.6{(a), and it follows from 2,8(2) that
b e(a)

0 =14 a'), 1)) = (F) (") , and hence (F),(b") = O be the hypothesis (ii).
It follows from 1,5(2) that there exists a map Y : b' —> @(a') such that
B = la)y .

(b) Let a surjective map B : b' = ¢(a) in é be given, This means that

we are given a sequence of commutative diagrams
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' BE' t Bl ' '
______ > b3 > bE > bl
Bj 52 Bl
...... S, 4 SN, §) PUS————) 4
7 lay) ¥ elay) '

. ' P . s
in B , where av 5 Bv y Bv are surjective for all v , such that B = li,m BV

To show that ¢ dis smooth, it suffices to prove that a commutative diagram below

of solid arrows in which CLn s Bn s Bn+l s Bl"l are surjective can be completed into a

commutative diagram including dotted arrows,

R 90(_) ______________________ fal
Plagyg) oo B > g(a)
N [ /

STy B -
\\ n+l n
e( ) N ola))
\\ Bn+l 81’1
A
26 ¥ ) @)
la > ©la
n+i (p(an) n

Now A 1is, by hypotheses, semi-homogeneous and OLn : ar'1 x4 an is surjective, and

therefore there exists a commutative diagram

a' R .XR!

. . n-+1. T
/ \I /P‘n \
a a'

in A over R R;x in

n+l\ / n
3 !
“n *n n \'R

w3
+
pd
) I\\
y'b
-

The hypothesis that B 1is homogeneous entails that

ela')
oY) w‘)
ola ) wlal)
o N / o
" (a) "
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is a diagram of a fibre-product in B , and therefore we obtain a unigque map

6 . t - 1 . B -t . . . . , 1
bn+l o(a') in B with an appropriate commutativity. Since Bm-l Bn
are both surjective, so is & and therefore, since ¢ is smooth, there exists
a' -—a—‘> a' in A and a C,-isomorphism ¢{(a' ) 5 B! such that
- A n+l’ ~ n+l

8+ p=¢(a') , We then obtain the commutative diagram

(P(ar,wl) ely'-a’) > ‘P(ar‘l)

NS P

1 1
o(y-a') Pri1 > by ola')

n

> ¢(a )

Corollary 2,10, f{(a) let ¢ : A= B be a smooth functor of cofibered groupoids

over C. . Let £ be a versal formal object of A , and 7 a minimally-versal

formal object of B . If B is homogeneous, then for any map B :m=@(8) in

é ., P(E) ds a formal power-series ring over P(n} through
P(B) : P(m) =+ P{e(8)) = P(B) .

(v) Let A be a homogeneous cofibered groupoid over C, - and let

g€ , n be versal formal objects of A . If M is minimal, Then for any map

a:m=28& in A , P(§) is a formel power-series ring over P(n) through

Pla)y : P{m) » P(8) .

Proof: (a) A map B : N= ¢(§) induces a commutative diagram

B

” Bp(n)

Bpg)
(| a
A

o

Since & , ¢ are smooth, T+B = ¢& is smooth., On the other hand,
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ﬁ(ki 6]) : hP(’ﬂ

by 2,9(a), which means that P(§) is a formal power-series ring over P(1) .

)(kfej) -» [g(kﬂd)] is an isomorphism and therefore ¥ is smooth

(b) follows from (a) by setting A =3B .

Pinally we consider the question of "representability” of a cofibered
groupcid, Let C Dbe a fixed category. Each object R in C defines a functor
hR : C =+ (Ens) given by hR(S) = HomC(R,S) , and in turn we obtain a functor
h: EO - Hom(C, (Ens)) which is fullyjfaithful. A Vcocartegory in ¢ " is a

diagram

By

with sive = identity for 1 = 1,2

052 1

{where th ﬁRO th = (th)Sl ﬁR (hR })) such that

(i) ¢ is associative and is compatible with s, for i= 1,2

e S et Y
are both

identities.

N

If (RO, Rl’ Sl’ s €, ¢) 1is a cocategory in C , then for an object

2)

8 in C , we can define a category h(R R >(S) by setting
O’ 1 - oo

>(S) = Homg(Ro, 5) ,and Flh

ob h( )(s) = Hom (R 3) in

R, R (R

OJ l’ LR ] OJ l! L Y
which the composition rule of arrows is given by ¢ : hR éR hR - hR . Then

h : C = (categories) is a functor and in turn defines a cofibered
(RO: Rl,..o) b
category E(R R ) over C , For instance, any object R in C defines
OJ 1}.-‘

a discrete cocategory %3 = by setting Sl’ 52, €, ¢ 1o

Tsd)

—'(R: R, Sl, 52: €, C)

be all equal to the identity map. A homomorphism (R., R ,...) = (R.', R

o 71 1
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of cocategories in C 1is a pair of maps hR - hH' » hR g hR' in € such that
0 ¢ 1 1

the induced map

" (®,, Rp,...)® *ER, R y(8)

is a functor for every object S in £ . For instance, each cocategory

(RO, Rl""') is provided with a homomorphism € : hy
O 1, LN}

categories, A cogroupoid in C is by definition a cocategory (RO, Rl"“) in

»E(Ro’ R ) of co-

C such that h (8) is a groupoid for every object 8§ in C , In
- {RO: Rlﬁnoc) -

other words, a cogroupoid in C 1is a cocategory {BO, Rl"“) in C such that

E(R R ) is a cofibered category in groupoids over C .,
o) l).'!

In practice, a cocategory or cogroupoid occur in a following fashion:
Let P : F =C be a cofibered category, and let € be a fixed object in F .
Set Ry = P{(§) and let (RO, C} Dbe the category of arrows in C with the source
Ry . Let P: F' 2 (R,, C) be the pull-back of F under the canonical functor
(RO, C)} » ¢ , and choose a cocartesian section §# of E' over (RO, C) such

&
that E”(idﬂ ) = & ., (This simply means that we choose, for each arrow RO 55
0

in C , a cocartesian f-map § - ET(£) ). Define the functor

Homg# : (RO.LLRO, C) - (Ens) given by

# #
X (fl, f2) Horriw)(g (fl), g (fg)) where
3 = the target of £, ( = the target of f2 ). We note that this functor does not

depend on the choice of §# up to (canonical) natural eguivalence. Henceforth,

by abuse of notation, we shall simply write & for ?,# . If this functor is re-
s

presentable by an object XO = (RO L Rl) in (RO Ry £) i.e. if there
3
2

exists RO~map © - §(sl) - %(sg) in F such that the induced map

g - Hom(Rou R, c) (X, X) = Homg(X) is bijective for all X in (ROJ_L R () I

then the object X_. defines a cocategory (R

o Rl,...) in C in a natural way.

o:

Indeed, a triple of arrows
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u
____—)
v
__.ﬁ
RO S
w
in C defines a composition

Horrﬁ(s)(g(v), g(w)) x HomE(S)(g(u), E(v)) —aHomE(S)(@(u): g(w))

and in turn yields the composition rule
(s} (s} » (8)
th éﬁo(s) th th

depending functorially on S . Consequently the functor Homg defines the
cocategory (Ro, Rl,...) in C and in turn defines a cofibered category

h

—-(R ) in 9_ . By definition, ob p_(

= 11l Hom (R., 8)
o Rpsees) s &0
1

(disjoint union for 8 € ob(C) ), and an arrow (RO 5 3 = (RO L s') is a

o Rpoees R

I U
pair S = 8" and R1->S' in C such that u-s; =h.f and u-32=f’ , and

the structural functor P ) 2 C is given by (RO 5 3) >3

FRR R
Now the pair (&, ¢) defines the functor

(8, ¢} + h

by )"E over C by

s R

0 11-..

®, 58 — ()

h
[(RO 5 8) M}—> (RO = 5')] #=——> the composit map E{(f) —%—%> E(hf) E—&)—> g(h)

We note that, for each object 8 in C , the functor

(8,¢)(8) R R )(s) - F(8) is fully-faithful by virtue of the definition
O) 11...

of (RO Il Rl) coming from the representability of the functor Homg . Consequent-

ly the functor ) + h
v (g (}J) ’“(RO:RI: ox e
is a quasi-initial object of F over C i.e,, for every object a in F there

) 2> F is an _C_-equivalence if and only if g
exists a cocartesian arrow § =2 a |, Instead of this functor Homg one may also

consider the functor

Isomg : (ROJ_L RO, ¢) - (Ens)
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. R S A
given by X (fl,fa)i— Isoniis)(g(fl),g(fe)} where S is the target of f

1
( = the target of f2 }. If this functor is representable by an object (RO 3 Rl)
in (ROLL RO, C) , then it defines a cogroupoid (RO’RI"“) in C ‘together
with the functor (§,¢) : h - F , which is, when F is a cofibered
—'(RO,Rl,...) - -

groupoid, a C-equivalence if and only if & is a quasi-initial object of F over

c .

Definition and proposition 2.11. A cogroupoid (R ,Rl,...) in g/\ ig called

smooth if any one of the following equivalent conditions holds:

(i) Rl iz a formal power-geries ring over RO via s

i, : > . ‘
(i1) € b'RQ E(Ro’Rl"") is smooth over C, .

A minimally smooth cogroupoid or a normalized smooth cogroupoid in 2,\ is a smooth

(and s, )

1

cogroupoid <RO’Rl’ cea) in C, such that E(Ro’Rl’ .

>(k[€]) is totally discon~

nected i.e., Sl<k[€]) = 52(k£€1) .

Proof: ¢ gq -’E(R R ) is smooth over _g,\ & given any surjective map

O o 1’-0‘

___.@ﬂ_> (8, ) in E(R R )
O’ l!o..

to 8' together with an isomorphism (S',f")

(s',£") , there exists a lifting f" of f

1
—Q-M-> (s',f') ® given u € by (s)

1

and a lifting f' or sl(u) to 8' , there exists a lifting u' of u to &'

such that sl(u’) =f' , where 8' % S 1is an arbitrary surjective map in

© . -> 3
g_/\ Sl @Rl QRO is smooth over 9-/\ .

Proposition 2,12. Let (RO,Rl,...) be a cogroupoid in 9/\ R

{a) If (R..R,,...) 4is smooth, then h is homogeneous.
0’71 _(RO’R].’ e >

(p) If sl(kfel) = sg(k[e:]) , then the following statements are equivalent

(1) (RO’RZL"") is smooth

(i1) h is homogeneous
(RysRyseee)

(1i1)

Q(R R ) is_semi-homogeneous
O) 13 LR R
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(e) If E(R R ) is semi-homogeneous, then it is equivalent
-_ 0 l; s e —
o -11(8 g ) for some minimally smooth coeroupoid Sy .
O) 1}0..
Proof: (a) Consider a diagram
[l
(8),£,) (8,.1,)
(n,u) (1y0u,)
(s,f)
in E(R R ) where h2 : 82 —> 3 is surjective in g/\ . Sinee
O} l)-‘.
Sl : }_)_R —>QR is smooth by hypothesis, uil u, can be lifted to some
1 0 i

. Since hy, - sg(v) =h « f ,

1 71

v € h.R (82) such that sl(v) = f2
1

£ X s (v) € hR (8. X 8,) 1is defined and we obtain the commutative diagram
1% % o 1§72

(8) X 5,0 Ty X 5,(v))

-1
er/,jgw”’/’//’/ (v )
(8,,£,)

(hl’ul) (hz,uz)

We elaim that the above diagram defines a fibre-product (Sl’fl) x {3 ’f2> in
(8,f)

)y - Indeed, for any object (T, g) in Q( we have

h
(RO’Rl"" RO’Rl"")

Hom((T,g),(Slésg,lese(V)))={(hixhé,lew2)EhT(Slgsg)th (8,%8,) | sy (wy xw)=(n; X)) & »
1 s
5p (W Xip) =t Xep (V) = LlnjXhg,wy owy) € hy(S)X8,) X (8))xhg (Sp)[bywy = B,
1 1

o t — — . —
sp(w) =h) g, 500,) = h) g, sy(w) = £, s,(0y) = 5,(v)} =

t ' -1 -1 1
L(n)xn L ,my,) € hT(slgsg)Xth(sl}xle(sg)§ ul” w, By (v wy)=hy wy s s (n) = by &,
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sg(wl) fl’ s (v Ly )_ gg, s (v L ) f }—>{(h th,w EhT ésg)Xth(Sl)Xth(Sg)}

o _ 1 _ 1 . 1 1 _ —
Up Bp Wy = vy by s sy (wy) = hugs sy )= £y s () = hoes s, (ny) = f2} =

Hom((T, gJ), (8., £,) X Hom({T, g}, (8

Hom((T,g), (8,£))

17 1 e’ f2)) .

(b) It suffices to show (iii) = (i) . Since h is semi-homogeneous

=(R, Rl,...)
= di [ < i ini-
and dlm[h(R R “”>(k[€])] dim hp (el <=, -IE(R Reaiil) admits a mini
1 8] 0’1
mally versal formal object. On the other hand, (RO, 1R ) is a quasi-initial
0

NG
minimal object of since (x[e]) » [p, (x[eD] s
BR R 5en) =N GIE T

bijective, and therefore (Ro, IR } is a minimally versal formal object of

0
E(R Resll) by 1,10(ii), which means that ¢ : hy —> h(R ) is mini-
oL 0 By
mally smooth,
(e) TLet (8., §.) be a minimally versal formal object for h (1.11).
0 0 _(ROJRlJ cen )

For any object & : R. =T in E(

o )(T) , the functor Isom(§,£) from

RO’ 15.-.

C/\/T ®/\T to (sets) which to any R associates the sebs of iscmorvhisms beiwsen

g —

" v 4 . & . C I r —_ R i resent b3
the two images of £ on R : RO > 7 ; T ®/\T R, is represented by
R, ®‘R 5 R (T ﬁAT) . By a passage to 1limit, one get that Isom(E_, EO) is pro-
- 0 /‘\ O

represented by some Sl s and h(R ,R . is eguivalent to E(S ’81“”) .

By (b), S, is minimally smooth,

Definition 2.13, A cofibered groupoid A over QA is called (minimally) pro-

representable if it is C,-equivalent tc h ) for some (normalized)

(R ’Rlln--

cogroupoid (Ry,Ry....) in G, .

~

Proposition 2.4, If (R,, R;,...) 1is a normalized cogroupoid in C, . then

every homomorphism (ao,o‘,l) : (RO,Rl,...) - (Ro,Rl,...) which induces C,-equi-

valence — _}Q( ) is an isomorvhism, In

L 4yt R y
{557y ) (RysRysees) Rys Ryseo.
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particular, for any cofibered groupoid A over gf , & normalized prorepresenta~
hand \

tion, if it exists, is unique up to an isomornhism.

Proof: Consider the commutative diagram

h
-(ono,al)

h >
(ROJRl"‘.) (RO!R]'".‘)
~

by ” oy

] h 0
I
K - x - 1" " . S
where E(*o’a1) is a QA equivalence, Since B(RO’Rl’...>(k_€,) is totally dis
connected, [h J(xlely anma [e(klel)] are both bijections, and hence so is
“(ao:al }

n {klely .
b, tkiel)
G

Consequently, ao : RO - R is a surjective endomorphism and hence is

O

an automorphism, It then follows that « is also an automorphism of R .

1 1

Lemma 2,15, ILet A, B be discrete groupoids over Qﬁ and ¢ : A= DB a mini-

mally smooth functor, If A, B are homogeneous, then ¢ is a QA—equivalence.

Proof: We must show that (S) : A(S) —> B(S) is bijective for all

S g ob(g\) . We note that (8) 1is surjective for all S € ob(Q_A} and bijective
for S = kle] . We argue by induction on the length of & , Let 8! Lo

be a small extension in QA . Since A, B are homogeneous discrete groupoids,
the canonical isomorphism 1 X F : 8' é S! —— S'ﬁ k[Xer £] induces the commu-
tative diagranm
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A(S') ¥ A(S') =T > A(87) % A(KLKer £1)
A(S)

B(8') X B(8") —wrmme o> B(8') X B(k[Ker £}
B{S)

Therefore A(S') , B(S') are principal homogeneous sets over A{S) , B(8) with
the structural group A(K[Ker £1) %> B(k[Ker f]) . Consequently if «(8) is
bijective, then (8') is injective and hence is bijective,

Corollary 2,16, Let A be a homogeneous groupoid over

C, such that_

Auté (K e])(le) is of finite-dimensional, Then for any &% ob{A) , the functor

Isomg : gﬂ%ﬂ -—>(Ens) 1is prorepresentable, where R = P(§) .

Proof: Assume that Isomg is homogeneous, We then have, by 1.11, a minimally

smooth functor : -+ , which i N 1 by 2. i,e,
[ele} unctor @ _k}Rl EP."’{ wnich is a 9-8&% equivalence by 15 i »

(A

Iscmg is prorepresentable, Therefore it suffices to show that Isomg is homo-

geneous, Consider a diagram

in -QB%R where TQ ——>T is surjective. Since A 1is homogeneous,
A

§1(T1) X §i('I‘2) exists in A , and we have a canonical isomorphism
g
£, (1)

a‘gi('rl é 'rg) = §i(Tl) >(<T)§i(tr2) for i = 1,2 ({ef., 2.6(a)). It follows that

Isomg(T. X T,) —> Isom.(T,) X Isomy{(T.) 1is an isomorphisn.
§1qg 72 E 1Isc>ma(‘i‘) sre

Theorem 2,17. Let A be a cofibered groupoid over _(Z/\ . Then it is prorepresen-

table by a (normalized) smooth cogroupoid if and only if
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(1) A is herogeneous

(2) [A(x[<1)7 and TAut(1 )] are both finite-dimensional vector

spaces over k

Proof: Assume that A 1is prorepresentable by a smooth cogroupoid i.e,, A is

) Tor some smooth cogroupoid (RO,Rl,...) in

QA—equlvalent to h = Q(Ro’Ry'"
E/\ . Since h 1is homogeneous by 2.:2(a), and
s
. e o
[h(kle])] = Coker (Hom/\-alg(ﬁl’k[e] —— Hom/\—alg(Ro’k[“")) as well as
2
51
= 1 r s . e {r 1“
Autg(le) Ker(HomA_alg (Rl,k,_e]) > Hom/\—alg (Ro,l Cel))
= Ker (Hom R, ,k<T) -»s—g---> Hom (R.,x[€])) &are both finite-dimen-
Ae-alg 1T Th-alg O )

sional vector spaces over k , we must have the same properties on A . Conver-
sely assume (1) and (2) on A& . Ve claim that A is prorepresentable by a norma-

lized smooth cogroupoid, Since A is homogeneous and [A(x[e])] is a finite-

dimensional vector space over k , A admits a minimally versal formal object g .

Set P(E) = R. and consider the functor 'L‘scrrzg : ER R - {Fns) given by

© oA 0

T > Isomﬁ(T} (%1(T>,§2(T))

where %i('l‘) = %(fi) and fi : RO - T denotes the composit maps

S

1
——— e & —
RO —_ - RO A RO T,
2

PN
This functor is pro-representable by 2,16, i.e, there exists R, £ ob(C, 2. )
! R

and an isomorphism §I(R 2 @‘}2(}{1} such that & : hR - Isomg is an isomorpaism
1 A

1)
over ER &R . Then (RO’Rl“") defines a cogroupoid in g_A and the functor
OA ©
(E,¢) : h
(RO’RI""
formal object of A , the composit functor E(R

) <A isa QA~equivalence. Since & is a minimally versal

3 h \ .g_g‘?g:"}.> A
O;RO;..-> _(Ro’Rl’-..) -

is, by definition, minimally smooth and therefore so is ¢ since (8,¢) is a

g\-equivalence i.e., (RO’Rl"") is a normalized smooth cogroupoid in _Q/\ .
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Corollary 2,18, A functor F : —94\ ——> (Bns) 1s pro-representable if and only

if it is homogeneous and dim F(k{ec]) <o ,

Corollary 2,19. Every smooth cogroupoid in _QA can be normalized up to isomor-

phism,

~

Given a cogroupoid (RO,Rl,...) in C, , we set R1

. , R 7 -
is the ideal in Rl generated by le(r) - se(r)lr € Ro} . Then (Ro,ﬁl,...) de

= Rl/J where J

fines a formal group scheme over RO with respect to the induced composition rule,

Now let A be a cofibered groupoid over C, prorepresented by a normalized smooth

A
g Cm > [S——, o -
cogroupoid (RO’RI"") via (§,¢) . Let gk gR > Cr &R be the em
0 Ca O
beddings corresponding to the surjective maps Ro% RO — RO —>k , and let
Aut, y Aut® be the restriction functors of Isom on C , C, respectively.
5 g R, Tk
In other words, Autg(s) = the automorphism group of &(8) for every S € ob(gR ),
O
and Aut®(8) = the automorphism group of 1y for every S £ ob(gk) , where
ls = the direct image of 1 € A(k) under the map k —» $ . Since Rl prorepresents

the functor Isom on C, o , 1t follows that R prorepresents the functor
g —RO% Ry 1 .
w5 e} s -
Autg on QRO , and k ﬁoRl prorepresents Aut™ on 9_}{ . Though A 1is prore
presented by a smooth cogroupoid (Ro’Rl"") , neither (Ro,ﬁl,...) nor

(k, k goﬁl,...) are in general smooth. Indeed we have

Corollary 2,20. Let A Dbe a homogeneous cogroupoid over g/\ prorepresented by

a _normalized smooth cogroupolid (RO,Rl,...) via (8,0) .

(a} (B.,R ,...) and (%, x ®R ,...} prorepresent the functors Aut, and Aut®
0* 1 Ry 1 g —
respectively.

(b) The following statements are equivalent

(i) the formal group scheme h = is formally smooth over R H
"'(ROQRls s e ) (0]

(i1) for every surjective arrow a' »a in A ,

1Y e .
Au'tp(a,)(a ) > AutP(a)(a) is surjective,

(144) R, prorepresents the functor [A] gver Ch -
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Proof: We have already noted (a), As for (b), (i) ® (ii) is clear whereas

{(i1) # (4ii) follows from 2,7 and 2,15, since g . hR _— [ﬁ] is minimally
(¢]
smooth.

Remark 2,21, ILet A be a cofibered groupoid over 94\ .+ and let -‘9"19}; be the

- . — Co . <
pull-back of p : ﬁ_ > QA under gk > EA . Then it is trivial to see that
if A is prorepresented by (RO,RI,...) via (&,0) , then Mgk is prorepresen-
ted by (k % RO s k % Rl"") via (k ? €, k 4% ¢) where k f g = its direct

image of & under the map R, —> k % RO , k ? ¢ = the image of ¢ under

0
Isomé(Ro)(g(sl}, g(se)) — Isomﬁ(k Q/% Rl)(k ‘% g(sl), k % 5(52)) . If

(R.,R.5...) 1is normalized, then so is (k ® R, ¥k ®R,,...) . and the relative
0771 A D A 1

dimension of R1 over RO is equal to the relative dimension of k ? Rl over
&

k /\RO since Rl is smooth over RO .
Remark 2,22, Let A be prorepresented by smooth cogroupoid (RO’Rl"") and
{Ré, R]’_,...) where we assume that <R0’Rl”“} is normalized., We then obtain a
) + = . t | 1 3
homomorphism (io,ll) : (RO’RTL"") — (BO, Rl"'") . Now RO is a formal
power-series ring over R, by 2,10(b), and the homomorphism (io,il) induces

. 2 H — t T
an isomorphism R} gO(BO,Rl,...) > (RO, Rl,...) .

3, The coherent sheaves 2}1(

One of the nice functors which is usually not pro-representable but
nevertheless admits a Tormal versal object is the deformation functor. To this end
we recall a few basic facts on commutative ring extensions and its obstruction
theory. This section contains nothing new (possibly except in its systematic
approach via Grothendieck cohomology on site), A purpose of this section is to
make this expose as much self-contained, (Indeed we prove here more than we need
later)., The basic facts are stated in theorem 3,12. Throughout rings are meant to

be commutative rings with unit,
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Given a ring R we denote by ER the category of R-algebras. For each

object A in ER we set

Cov(A) = the set of all surjective arrows ¢ : A' = A in ER with target A .
It clearly defines a pretopology and in turn we obtain a site -Q-R . For each object

A 4 5 . .
in 9«1‘1 » we shall denote by Q'MR the category of arrows in QR with target

A . We may and shall provide the category QMR with the topologzy induced from
the forgetful functor : C -» . We note that the catego C has a
Wi hRr*%R gry Sulr

final object (lA : A= A) and an initial object (i, : R=2A) , and admits a

A
fibre-product as well as coproduct., Henceforth we shall denote the object (B = A)
in QA]R s by abuse of notation, simply by B in case when there 1s no possible
confusion, Given an abelian category C , a C-valued sheaf on QQ R
nition, a functor F : E&R = C such that, for any surjective arrow B' 2B in

is, by defi-

Salr »
0 - F(B) » F(B') , F(B' X B')

is exact, The additive presheaves are those which preserve coproduct i.e,,

F‘(Bl ﬁBa) = F(Bl) & F(BQ) . Por example, an A-module M defines the functor
O
DerR(-,M). gﬂ‘ﬁ 2 (A-mod)

given by B 9 DerR(B,M) = R-linear derivations of B with values in M regarded
as B-module via the structural map B - A , and it is clearly an additive sheaf
on Qg |R s where (A-mod) denotes the category of A-modules, A presheaf F on
QA‘R with values in {A-mod) is called "finite type" if F(B) 1is an A-module
of finite type whenever B is an R-algebra of finite type, For example, if A is
noetherian and M 1is an A-module of finite type, then DerR(-,M} is an additive

sheaf of finite type on the site P—AIR .

A few more words on notations and basic facts in homological algebra:

v
%.1{(a) Throughout the rest of this section, we shall denote by Qlﬁ (or QAER )

the category of sheaves (or presheaves) with values in (A-mod), We have the (left
R . ) v ! _
exact) injection funetor iA}R' _CZ IR »C, , and the associated-sheaf {exact)
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v .
: - i
functor GA';R C, IR —CAVIR which is adjoint to the functor iA]R . An object
€ i - -
B € ob(CE lR) induces a continuous functor J : CiE lR Cu lR and in turn a commu

tative diagram

J
iR > Slr
*) j"A!Rl ‘l
v
EZ}R 3V > Sir

where the restriction functor 3 (as well as 3V ) is an exact functor, since

the site —QB iR

with the induced topology. A ring homomorphism S 2 R induces a continuous functor

is nothing but the category of arrows in gAiR having target B ,

B s 9—AIR - -(-:-AIS » and in turn a commutative diagram

~ B ~
Sals > Sl
$43%
() iAlsJ j
v v
Sis > Calr

BV

Note that E is not necessarily an exact funector.

~ v
. -
3.1(b) The right derived functor of the injection funector :{MR. c, IR C, IR

will be denoted by H®

"MR . For each sheaf F on §_A‘R , we set

B (A[R,F) = [H°) 5 (F)](A)

For any B' » B in Cov{(B) , let us define the functor

HO((B' = B),-) : _q;’!R

The right derived functors of H°((B' - B),-) will be denoted by H°((B'-> B),-) .

~ (&-mod) by H°((B'»B),F) = Ker(F(B') , F(B'x, B')) .

v
One knows that the H°{(B' = B),F) are the cohomology groups of the (Cech)
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semi~simplicial module

F(B') =3 F(B'x, B') =3 F(B' x, B' x, )} ...

v
will be denoted by HY »

The right derived functor of HO{R —M 2 Hair

=alr
where

vo 0
(5 )-®1B) = 11 H'({B' » B},F) .
AR {B'B} € Cov(B)

For each presheaf F on QA s We set

iR

i (AIR,F) = [B !R(F)](A) - lim H({a' = ALF)
{a'=41 € cov(a)

for any sheaf F on gAiR » we have the usual spectral sequence
v
HPRH () = 5 9(ARF)

where we note that H (ASR HQ(F)) 0 forall q>0.

In particular
1 (AR,F) = H(AlR,F)

0 » F@r,F) » FRIRF) » T (ARE (7)) > PMARF)  is exact.

3,1(c) If B is an object in , the commutative diagram (¥) in 2.1{a)

Sr
together with the fact that :f as well as jv are exact functors yields the
canonical isomorphism

"' (BIR,7F) = [H !R(F)](B/

On the other hand, a ring homomorphism S = R induces the commutative diagram (¥%)
in 2.1(a), Now B is not necessarily an exact functor. However, B preserves a

fibre-product, and thus we obtain a spectral sequence

EA‘R(RQ'B'F) = 3§Ais(F) i.e., HY(A|R,R¥F) = uP*%(als,F)

TS

~ e v
Since we have the canonical isomorphism 8 = GMRO oiAiS and 8= C‘A_{ROB is an
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exact functor, we have R'BF = B#H°

—A}S(F) . Thus the spectral sequence above can

now be writien as

@R8] () = FlsE)

Lemma 3,2, Given B € Ob(p—AER) , choose a surjective arrow P =B in gBlR ,

where P 1is a polynomial algebra over R ., Then for any F € Ob@;iR) , the

v
natural mep H ({P » BLF) » H'(F) (B) is an isomorphism.

Proof: It suffice to see that the natural map

#({p » B),F) » IF) B) = 1im (8" - BLF)
('8} T Cov(B)

is an isomorphism, which is clear since, for any (B' = B} € Cov(B) , there exists

an arrow {P = B} = {B' » B} ,

Corollary 3.3.
(a) Assume that A is noetherian, If F € ob(gZ!R) is of finite type,

then H'(F) is of finite type for all n .

(b) For any polynomial algebra P over R , we have H (P|R,F) = 0

for all n >0 and for all F € ob(_C;m} .

(¢) Adiagram 0= F' »F = F'» 0 in QX{R is exact if and only if
i

O~»F'(P) 2F(P) » " (P) » 0 is exact for every P € ob(QA;R) which is & poly=-
; —

nomial algebra over R .

Proof:
(a) In view of the spectral sequence
v
#(BIR,5Y®)) = #¥"YB|R,F)

together with the fact that ﬁo(gq(F)) =0 for all q >0 , it suffices to

show that H'(G) is of finite type for all n and for all presheaf G of finite
v [

type. However H'(BIR,G) = H ({P » B},G) , where P is a polynomial algebra over

R and (P B} € Cov(B) , and furthermore H ({P = B1,8) is simply the
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cohomology gotten from the complex

crrerreennn 6P x Py PV E (P PE a(p) .

If B 1is an R-algebra of finite iype, then we may take P %o be of finite type
over R so that Pﬁ cens §P are all R-algebras of finite type., If & is of
finite type, then G(Pﬁ cons éP) are all A-modules of finite type, so that

B'({P » B1,6) is an A-module of finite type since A is noetherian,

(b) Iet P be a polynomial algebra over R , If B - P is any sur-
jective R-algebra map, then it amits a section and hence Hi({B -P},G) = 0 for
all 1 >0 , so that I\!Ii(P!R, G) =0 for all 1 >0 and for all presheaves G
on 9P§R . It follows that the spectral sequence f{p(PiR, _g%ia(s'}) = HM(PIR, F)
degenerates and hence ﬁo(Piﬁ, _H;n(F)) = (PiR, F) for all n ., However

Vi
HO{P§R, HYF)) = 0 for all n >0 whenever F is a sheaf, and hence

H'(PIR, F) = 0 for all n >0 and for all F € ob(¢hz)
(¢) If O=F' =2F->F" >0 is an exact sequence in C, then

“alR ’

0> F'(B) »F(B) »F" (@B »H(B|R, F') » #H' (BIR, F) » ....

is exact, If P € Ob(—C-AlR) is a polynomial algebra over R , then
H (PR, F') = 0 by 3.3(b) and hence
O—=2F' +F2F" 29

is exact. As for the other direction, let P

“’MR be the full subcategory of C

<AlR
in which
Ob(g-AER) = {p¢ ob(gAllR)], P is a polynomial algebra over R} ,

provided with the induced topology, and let p be the inclusion

: ->
“ g TSGR
functor, Since every object in EA1R can be covered by an object in —P—A‘R s 1t

! i
follows from a comparison lemma ( ) that '5 : QXIR d —EZ}R is an equivalence
of categories, Consequently, if O = F'(P) =» P(P) » F"(P) = 0 1is exact for every

P £ Ob(-P%fR) s then 0 —2>PR' 2 $F - PF" » 0 is exact in —P-;{R and hence

O+F' 2 F>F' 20 is exact in Q’ZiR .
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Remark 3.4, Every surjective arrow in P

—AiR admits a section, It follows

immediately that every presheaf on is actually a sheaf i,e.,

Ealr Bir =4 -

Consequently we find that the restriction functor QZ§R 4 EE!R is an equlvalence

H

of categories.

Lemma 3.5, Consider a diagram of R-algebras

|

B' >
surjective

and let S be an R-algebra,

(1) If Tor?(B,S) = 0 , then the canonical map

(B'3C)§s~ (B'Q )%é gs)
¢

is an isomorphism.

(11) Assume that B' is R-flat, If Torf.{(c S) =0 forall 0<i<n

and Tor?(B,S) =0 forall 0<i<n , then Tor, (B ﬁc, §) =0 for all

0<i<n ,

Proof: Iet 02 J-2B' »B =0 be exact,

(i) 1r Tor?(B, S) =0 , then
0~ J%S b B‘gs - Egs =0
is exact so that
0~ Jgs - {B’ﬁs)(ggs)(cgs) > Bs 20
is exact. We thus obtain an exact commutative diagram
7§ s > (B0 ————>C§ s -

| |

o] >J§s >(B'§SEB§S> (cgs) >c§s e ¢

> 0
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and therefore (B'%C)ﬁs - (B'ﬁs)(gés)(c ﬁ 8) is an isomorphism,

(ii1) Since B' is R-flat and ’I‘orlz(B, S) =0 forall 0<1i%n by
hypothesis, we have Tor?{J, 8) =0 for all 0<1i<n . Then the exact sequence
0-=>J~ B‘éc = C =0 together with the hypothesis that Torl:(C, 8) = 0 for all

0<1i<n entails that Tor?(B'éC, S) =0 forall 0<i<n .

Corollary 3.6.
(a) Let A, S be R-algebras, If Tor};(A, S) = 0 , then the canonical

v
map H'(AgS|S, G) = H'(A|R, SG) 1is an isomorphism for any G € ob(c"...sis} vhere

the functor S : -A1R —A%S‘S is given by X |~—->x§s . In particular if S
is R-flat, then the canonical map 38 @) = H(SG) is ap isomorphism for every

G ¢ Ob(‘gAﬁsss) .

(b) Let P=B be a surjective R-algebra map, where P 1is a polynomial

algebra over R . If Tori(B, 8) =0 forall 0<iSn , then

Tor{ (PgPX...5P, §) = 0 forall 0<i<n .

l

Proof:
{a) Given B € ob(?_AiR) , choose {P - B} € Cov(B) where P isa

polynomial algebra over R , If ’I‘or]:(B, 8) = 0 , the natural map

(P, gﬁ\;}:} ’Piﬁﬁ - (PgS) . P%'S/ is an isomorphism for all n oy 3.5(1), and
(Bﬁ“) (Eﬁs)

hence 1 (elr, S6) = u°({p ~ B}, S6) = H°([P§S —»Bgs}, g) = ;1'(1%313, G) .

If § 4is R-flat, then Tor (X, 8) = 0 for every X € ob(_A|R) and hence

ﬁ“(@s 38, G) > H‘(X{R, SG) is an isomorphism for every X € Ob(EAIR) i.e.

vy v, .V
SH'(G) » H'(SG) is an isomorphism,
(m) w...BH'\l_,_\
(b) Set P = Pﬁ vee éP . If m=0 there is nothing to prove

since P is R-flat, Assume that Tor?(P(m"l), 8) =0 forall 0<i<n .

Since P~ B is surjective and P(m} = PéP(m'U

Tor?(P(m), S) =0 forall 0<i<n .,

, it follows from 3,5(ii) that

77



- b7 - VI

Proposition 3.7.

(a) let A, S be R-algebras. If Tor?(A, 8S) =0 forall O0<isn ,

then for any sheaf F on QAgsis ., the canonical map Hl(Aﬁsis, F) = H(A|R, SF)

. . < :
is an isomorphism for all i n , where S EA‘R d Q-AQS[S is given by

X)——-—>}%S .

(b) Let P be a polynomial algebra over R . Then for any additive

sheaf F on gPﬁAiR » the canonical map Hn(P?A}R, ) > Hn(AZR, F) is an iso-

morphism for all n >0 .,

{c) Iet S R=A Dbe ring homomorphisms, Then for any additive sheaf

F on EAI g ke have an exact sequence
0~ R, ) » als, F) » BOmls, B) » B (4[R, B) > H(als, F) > K (R]s, F) -
veeerens 2 HUAR, B) 2 HAlS, F) » H'(R]S, F) 1 (alR, Fi) @ e

where FR is a sheaf on defined by

Salr

FR(X) = Ker (F(X) = F(R))

for all X € Ob('{-:-ﬁiﬁ) via the forgetful functor %gR -+ EA s -

Proof:

(a) Consider the continuous functor

S:¢C

-3
Galr ” Sgsls
where S(X) = )@S . 8ince the functor S sends a polynomial algebras over R to

polynomial algebras over S , S . 9:%15 - 9;‘3 is an exact functor by 3.3(c)

and in turn we obtain the canonical map Su- iS(F) - E;]R@F) , and in turn we

obtain the commutative diagram of spectral sequences:

D" %(s(x)) = HO(gs]s, Eg.gis(m) > BT (xgsls, F)

HP (xR, Eg*;% S(F)

EP2A(X) = HP (xR, ﬁ%iR@F)) 3 HPH(X|R, SF)
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v
We note that Epéq(s(x)) - ¥P(x|r, S0 13(1‘-‘)) is an isomorphism whenever

AP

TorR(X, 8) = 0 by 3.6(a). Assume now that

(5 s » [H

e

X € ob(Cy 1) such that Tor?{}c, S) =0 forall 0 1 n . Tt follows immediate-

]R(SF)](X) is an isomorphism for all gq <n and for all

1y from 3.6(b) that Epéq(s(x)) » Ef{’q(x) is an isomorphism for all q <n
and for all p , provided Tor?(x, S) =0 forall 0<1i sSn , Since

Eg’n(S(X)) -» Eg’n(X) is an isomorphism (since both sides are zero), we get that

Hn(XRS§S, F) = Hn(XlR, EF) is an isomorphism whenever TorI?(X, S} = 0 for all
0<isn i,e., —A@IS(F)](X) - [H IR(NF)](X is an isomorphism for all

i S n whenever ‘I‘or (X, 8) =0 forall 0<1isSn

-

(b) Let P be a polynomial algebra over R and let

. - 1
o EA}R - gAﬁP!R be the continuous functor given by f£(X) = XQP . Let P2 X
be a surjective arrow in Q_A R where P' is a polynomlal algebra over R . Then

P! - is a surjective arrow in C , and P'®P is again a polynomial
—Aﬁpjn

algebra over R , Since P is flat over R , it follows from 3.5(i) that

fi‘(le, 26) = u ({p' » X}, ta) = H ({p'gp » xzP1, G) = ﬁ'(XﬁPiR, G)

v ~ ~
for every G £ ob(C ) . It follows that f : C,_ iy 2 C sends acyclic
el |

~AgP[R = =A|R

ones to acyelic ones., On the other hand, f sends polynomial algebras over R to

PER -’QA;R is an exact functor

by 3.2(c). It follows that H’ (A%Plﬁ, F) - H (AR, ?F) is an isomorphism for every

polynomial algebras over R , and hence T

F € ob{C P{R) . Now for each X € ob(gMR) , we have canonical maps

(FF) (%) = F(RP) » F(X)eF(P)
and hence a canonical map tF - FoP(P) where F(P) denotes a constant sheaf
(and F on the right hand side denotes, strictly speaking, the restriction of F
on EMR } . If P 1is an additive sheaf, then (fF) (X) = F()@P) -+ F(X)eF(P)
is an isomorphism for every X € Ob(p—A’iR) and hence fF 3 RgP(P) is an isomorphism.

Therefore
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HY(A|R, TF) ¥ H(A]R, F&r(P)) = H'(A]R, F)

for all n > 0 since F(P) , being a constant sheaf, is flask, It follows that

Hn(AﬁPﬁR, F) = Hn(A&R, F) is an isomorphism for all n >0 , provided F is an

QAgpiR .

(¢) (communicated from Rinehart) Consider the forgetful functor

additive sheafl on

B : EA‘R -» EAIS . We have a spectral sequence

#

EP*? - 5P(alr, 8 ;_1218(1?}) ey HOTO(AlS, F)

where B# = GA!R°§ R "assoclated-sheaf" funector, Now
i

Goro ¢ Copm » Cyn 4
AlR * R~ zlr '®

let F be an additive sheaf. We claim that 6#

q
EA{S(F) is a constant sheaf for
all q >0 , Indeed, if P 1is a polynomial algebra over R , then P = R@P'

for a polynomial algebra P' over S and hence

[Bfgﬁls(m](m - #l(p]s, F) = B2(8gP'[s, F) » KRS, F)

o . It

is an isomorphism for all q > 0 by 3.7{(b), and surjective for q

constant sheaf

follows from 3,3(c) that the canonical map B#E?\i §(F) = #(r|s, F)
is an isomorphism for all g > 0 , and is surjective for g = 0 , It follows that
EP? _ Hp(AiR, E#Eg‘S(F)) =0 for all p, q >0 , and hence the above spectral

sequence ylelds the exact sequence
(¥) 0 =50 5 gt - 501y 200 5 12 2 592 5 550, 1O

where we note that E*Y o EB#ﬁiIS(F)}(A) S ulmls, F) for all q >0 and
p,0 Drnte 2 ’ v
E = BH”(A|R, BF) . On the other hand, the exact sequence O = Fp BFr > F(R) 2 0O

gives us the exact sequence

(#%) 0 - HO(A]R,FR) » 1a|R,EF) » ©O(A|R,FR)) » Hl(A!R,FR) - H (A[RBF) = 0
]

H(als,F) 1 (R|8,F)

The exact sequences (¥) and (*%) combined gives the desired exact sequence.
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Corollary 3.8,

(a) If A, B are R-algebras such that Tor?(A, B) = 0 for all

0<1i$n , thea for any additive sheaf F € ob(gzﬁam) , the canonical map

H (ABIR, F) > # (AIR, F) @ (B[R, F)

is an isomorphism for all 41 <n

.

(b) Let A be an R-algebra such that Tori(A, A) = O for all 1 >0

-

Ir AgA - A 1is an isomorphism, then for any additive sheaf F € ob(gX!R) s We

nave H (AR, F) =0 for all i .

Proof:

{(a) let F € ob(gng\R) be additive, By 3.7{c), the ring homomorphisms

R=A- A‘§B gives us the exact sequence
(*) >H (A8 A, F,) » H(AG R, F) » - (AlR, 7) »
-"e R ks A A% 3 r LN )

consider now the commutative diagram

H (AgBIA, F,) ~————> H' (4§BIR, F)

# (2R, &F,) —_— > usR, F)

: i >
where the functor A EB‘gR - (—:A%BXA is given by X A%X , and the mep

N ~ | ~
Hi(BiR, AFA) - Hi(B‘,R, F) is induced from the map AF, = F , which is an iso~-
morphism since F 1is additive., Note that the commutativity of the above diagram,

because of its functorial nature, is reduced to the case i =0

Ir Tor-I;‘(A, B) =0 forall 0<1i Sn , then Hi(AﬁBIA, F,) = H (B|R, AF,) is an

isomorphism for all i Sn by 3.7{(a}, and hence the composite map
i | i i -
H (AgBlA, Fy) 2 H (4gB[R, F)-> H (B|R, F)

and {because of the symmetry)
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' (aga[B, 7)) > 1 (B[R, ) > H'(AIR, F)
are isomorphisms for all i $n , This implies that the exact sequence (%)
breaks up to short split-exact sequences
0~ H'(agB|A, F,) - H (AZBIR, F) > H'(A[R, F) 0
for all i £n , and that
H' (AR, F) » B (AR, F) @ H (B[R, F)
is an isomorphism for all {1 €n .,
(b) Since Tor};‘(A,A) -0 forall i >0 , it follows from 3.8(a) that
i (agAlR, F) » H (A[R, F) ® H (A[R, F)

is an isomorphism for all 1 , On the other hand, AﬁA - A is an isomorphism by
hypothesis and hence Hi(AlR, F) » Hi(AgAIR, F) is an isomorphism for all i
This means that the diagonal map H (A|R, F) » H(A|R, F) @ H'(A[R, F) is an iso-

morphism for all 1 1i.e., H (AR, F) = 0 for ali i .

Corocllary 3.9: Let S be a multiplicative subset of an R-algebra A , If

F & cb(g“’_l } ) is additive such that FA is also additive, then the canoniecal
S TAlR

map

H(s'a|R, F) » H(AlR, F)

is an isomorphism for all 1 , where FA € ob _C_M 1 is defined by
ST AlA

F (X) = Ker(F(X) » F{A)) for all X € obfC .

A “slala

Proof: Since F is additive, the ring homomorphisms R = A = gt

A gives us the
exact sequence
ceee +HN(sTIAA, F) » SRR, F) o HALR, B) Ll

On the other hand, since S'lA%S“lA -» s'lA is an isomorphism and FA is additive

by hypothesis, it follows from 3.8(b) that H (57 AlA, F,) =0 forall n , and

hence Hn(S—lA%R, ?) > H'(A{R, F) is an isomorphism for all n .,
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Now let A be an R~-algebra, An A-module M defines an additive sheaf

DerR(u, M) € ob(g:!ﬁ) by X = DerR(X, M) . We now make the following definition:

Definition 3.10: Let A be an R-algebra, For each A-module M we set

D' (A[R, M) = H'(AlR, Der (-, M) .

We want to make an explicit computation of low-dimensional ones i.e.,

Di(A]R, M) for i =1, 2 : Choose a surjective arrow P> A in where P

Slr
is a polynomial algebra over R , and let 0= 1 - P = A 20 be exact, Then

Lemma 3,10:
Dl(AiR, M)} = Coker(DerR(P, M) = HomP(I, M))

DA(A[R, M) = B'(AIR, Hyyp(Derp (-, 1))

Proof: Consider ﬁhe simplicial algebra

" (2) 2 (1) 3 ,(0)
() IR N 2 7
n+1
{n) e
where PA = Pﬁ...ﬁ’? . For each n we have the exact sequence
0 -1 »Pﬁn) +A=0
n+l
where I(n} = E_)E;...XI , and it is easy to see that
(a):

0 = fom, (F™)/u(1), 1) DerR(?én), w) 2erlle M)y per (2, 1) » 0

is exact for a1l n , where I = I/I2 and A stands for the diagonal manp,

We also note the exact sequence
{(b):
0~ HomA(i(”)/A(i), M) - HomA(J_”.(n), wy Hom(d, 10, Hom, (I, M) = 0

The exact sequences (a) and (b) yield the respective exact sequences of simplicial

A-modules. Since {I 20}, {I 2 I} admits sections, we have

({1 > 0}, Hom, (-, M)) = K ({T » I}, Hom (-, 1)) = 0
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for 2all 1 > 0 , and it follows readily that

0 = Dery (A, 1) = Dery (P, M) = Hom, (I, M) = H({p ~ &}, Dery(~, M) =0
is exact

H.i({P -4}, DerR(-, M)) =0 forall 1>1

It follows from 3.1(b) that

D' (A[R, M) = B (A{R, Derg(-, M) = H'({P = A}, Derp(-, )
= Coker(Derp (P, M) = Hom, (I, M))
= Coker(Derp (P, M) = Homy(I, M)) ,

DA(A[R, 1) = H-(A[R, Hyp(Derp(-, 1))

Now choose a free P-module F and a P-linear map F X P such that
v(F) = I ., Associated to P-linear map vy : F » P , there is a Koszul complex,

which is simply denoted, by abuse of notation, by KI .

Lemma 3.11: D2(AlR, M) = Coker(Hl(KI, M) - HomA(Hl(KI), m) .

Proof: We have

D(AIR, M) = H(A[R, Hy p(Dery (=, 1))

i

Ker(Hl(Pg}‘)iR, M) ':»:Hl(Pf\a)IR, M)
‘ 1%y - \ - -
since [EA}QR(DGI’R(_’ M))J(PA) = ["}iiR(DerR( E] M))J(P) =0 -
Let OK=F>I=0 beexact. If we set P[F] to be the symmetric algebra
over P generated by F , then P[F] and P[FJSP{F] are polynomial algebras
over R and we obtain the suwrjective arrows
HFr] ~» Pél) = PXP given by X = (0, v(X))

Prlge(r] » 2P - pmr 381 - (0, Y(X), 0), 18X > (0, 0, V(X))

where X € F , If we set J = Ker(P[F] = P‘(Xl)) and

J' = Ker(P[F]VgPEF] - Pée)) , then
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J={FN (FY) = (K) + (F~FY)
J'= (F81L + 18F) N (FY®1 +188) N (M1 + 1®FY)

(K81 + 18K) + (F-F.81 + 18FF,) + (FOF)

where FY = the ideal generated by (X - y(x)ix € F} . Now m o Péz) - Pﬁl)

i =0,1, 2 can be 1ifted to ﬁi : P{FIGP(F] » H(F] where, for each X €F ,
X% 4 y(X) - X X1 40 X8 » X

1&X » X 18X - X 18X =0

A trivial computation shows that ?‘.‘O - TTl + T,

zero, whereas it sends (FUFY@TL + F8F) onto (F—FY) . Now for any

sends K& + 18K + IXF-FY +0

D€ DerR(P[F]@P[F], M, D(F"Fy‘?sl + F®F) = 0 since I*M =0 , and consequently

D2(A|R, M) = Ker(Dl(Plgl)'lR, M) EDl(péa)iR, M)

¢ 1,.(1) 1
iled e p7(p, " R, M)ieEF ) = o}

COker(DerR(P[FB, M) = HomP[F:,( (F}y 0 (FY)/ (FsFY), M))

Coker(DerP(P[F], M) - HomP[F]((F) n (FY)/(F)'(FY), M)) .

(F)"P[F]-lip—l—P-*o

3

Now 0

(v,) > 2{F] ) psg

o
4

are exact and hence (F) N (FY)/(F)'(FY) = Torf[F](P, Py) = HI(KI) where K, is

the Koszul complex associated to the P-linear map F 3 I(c P) . We thus have

D2(A|R, M) Coker (Hom (F, M) = Hom (H, (K;), M)

Coker (' (K, 1) = Hom, (H'(K), W) .

We can now state all the basic facts needed for our purpose, summarizing

the various results we have already established.
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Theorem 3.12,

(1) If o> M =M~ HM" =0 is an exact sequence of A-modules, then

o » p°(alr, M') » 0°(alR, M) » p°(alr, M") ~ DY(alR, M') =
pl(alr, M~ Dl(alR, W) » ........ » DP(AR, M') >
p?(alr, M) » D*(AlR, M") ~ ...

is exact,

{(2) lLet S "R = A be ring homomorphisms, Then for any A-module M we

have the exact sequence

0-0%a R, ) »0°(a s, M) » %R s, M) »DI(A R, M) -
pr(a s, M) »DIR S, M) > ...ue... 2 DA R, M)

DA S, M) DR S, M) = ....

(3) let A, S be R-algebras such that Tor?(A, 8) =0 forall i> 0 .

Then for any Agﬁ-module M , the canonical map Di(AgsiS, M)} = Di(AzR, M) is an

isomorphism for 211 i , In particular, if A is R-flat we have

pt(ass|s, m) % p*(alr, m)

for all i and for all R-algebras S .

(4) Tet S be a multiplicative subset of A . Then for any S'lA—module

N , the canonical map
pr(s7talR, N) » Di(alR, N)

S al somor sm for 211 1 . Comseguently, for any A-module M we have the

canonical isomorphism

pi(stalr, s7im) 3 s7ipl(alr, m)
for all i .,

(5) If A, B are R-algebras such that Tor?(A, B) = 0 for all

0<41%n , then for any A%B-module M , the canonical map

D' (4g8IR, 1) > D (AR, M) & D' (B[R, M)

is an isomorphism for all i1 =n ., In particular, if Tor?(A, A) = 0 for all
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i>0 and

& : Spec(A) = Spec(A) X Spec(A)
Spec(R)

is an open immersion (for instance A/R etale), then Dl(AkR, M) = 0 for all

i >0 and for all A-modules M .,

(6) Let A De an R-algebra of essentially finite type over R , where

R is noetherian, and let E be a flat A-module, Then we have a canonical iso-

morphism

mgo’ (A|R, M) 3 D'(A[R, HBM)

for all 1 =20 and for all A-modules M ,

(7) If R 1is noetherian and A is an R-algebra of essentially finite

type, then Di(AiR, M) is A-module of finite type for all 1 , provided M is

_an A-moduie of finlte type.

(8) let P be a polynomial algebra over R and let 02 I =+ P=A4-0

be exact, Then D (AlR, M) = Derg (8, M)

pl(alr, W) = Coker (Derp (P, M) - HomA(I/IQ, M)
= the set of isomorphism classes of
R-algebra extensions of A by M,
2
DZ(AlR, M) = Coker(Hl(KI, M) = Hom, (H, (K), M) .

Proof:
(1) If 0=+ M =24~ M 20 is an exact sequence of A-modules, then for
any polynomial algebra P over R , 0O = Der-R(P, M') = DerR(P, M) = DerR(P, M")}» 0

is exact and hence 0 = DerR(-, M') = DerR(-, M) » Der (-, M") 2 0 is an exact

"R
sequence of sheaves by 3.3{c).

(2) Ders(-—, M) 1is an additive sheaf on EMS » and
DerR(B, M) = Ker(Ders(B, M) - Der's(R, M)) for every B € Ob(-quR) . Therefore

our assertion follows from 3,7(c).

(3) Iet S : QAIR;’ QAﬁsls be the functor given by Xt—> XﬁS . Then

gDerS(-, M) = DerR(-, M) and hence our assertion follows from 3,7(a),
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(4) Follows from 3,9, Indeed, F = DerR(-, N} 1is an additive sheaf on

€, ,and F, € ob(g’“_l | ) is also additive since
A

“87Malr A s™a
F‘A(X) = Ker(F(X) =» FP(A)) = Ker(DerR(X, N} = DerR(A, N)) = DerA(X, N) i.e.,

F, = DerA(-, N)

A
{3} 'The first assertion follows from 3.8(a), Now assume that

Torl;(A, A) =0 for all i >0 and that

A s Spec(8) = Spec(&) X Spec(A)
Spec (R)

is an open immersion i,e,, (A%A) 1 - Am is an isomorphism for all maximal
¢ (m) -
ideals m of A , where ¢ : AﬁA = A is the multiplication map, Then the first

assertion combined with 3,12(4) entails that the diagonal map
Lol 1 G NP .
Aﬁ : D (AlR, M)E-’D (alR, M)EG:D (alR, M)E
is an isomorphism for every maximal ideal m of A and hence
A : p(alr, M) » Di(alr, M) ® D (AlR, M)

is an isomorphism, which entails that Di(AiR, M) =0 for all i .,

(6) In view of 3.12(4), we may assume that A 1is an R-algebra of finite

type., Now consider the map

E%)erR(-, M) - DerR(m, E‘i‘M)
Since E 1is A-flat, we have an isomorphism

BfDery (B, M) 4 Dery (B, B§M)

whenever B € Ob(gA}R) is of finite type over R , It follows from 3.3{b) that

~
in EA}R .

i 1,0
D™ (A|R, BfDerp(-, M)) 2 D" (A{R, BRM)
is an isomorphism., On the other hand, the functor EE- : (A-mod) -(A-mod) is exact,

and therefore we have

i .
B (AR, M) = D (AlR, BfDerp (-, M)
and hence our assertion,

{7) follows from 3.3(a),
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(8) In view of 3.10 and 3,11, it suffices to show that
Coker(DerR(P, M) = HomA(I/Ie, M}) = Exalecomm(A|R, M) , where FExalconm(A|R, M)
denotes the set of isomorphism classes of R-algebra extensions of A by M . lLet
0= M-A'+A-0 Dbe an R-algebra extension of A by M , Since P is a poly~-

nomial algebra over R , we obtain a commutative diagram

where I 2 M is uniquely determined by the extensions A' up to DerR(P, M) .
We thus obtain a map

¢ : Exalcorm(A{R, M) = Coker(Der'R(P, M) = HomA(I/Ia, M)) .

Conversely a P-linear map I = M yields an extension by push-out

0 > T > p > A > 0
0 ——> M ———> A —> A ———> O

-5
Two P-linear maps 1 »> M which differ by DerR(P, M) is trivially seen to yield
isomorphic extensions and therefore we obtain a map

¥ g Coker{DerR(P, M) = HomA(I/IQ, M)) = Exaleomm(A|R, M) .

It is straightforward to verify that &, ¥ are inverse process to each other.

Corollary 3.13, (a) R-algebra A is formally smooth over R if and only if

Dl(A!R, M) = 0 for every A-module ¥

(b) Let R be noetherian and A an R-algebra of finite type. Then A

2 N
is a relative compiete-intersection over R if and only if D (AER, M) = 0 for
every A-podule M .

(¢} Iet R be noetherian and A an R-algebra of finite type, Then for

any multiplicative subset 8 in A , we have a canonical isomorphism

pi(s~2alr, s”1m) ¥ sIp' (AR, M) forall 1:=0 .
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(a) Let R be noetherian and A a_local R-a2lgebra of essentially finite

type, We denote by A the m-adic completion of A where m = the maximal ideal of

A , Then for any A-module E of finite type we have a canonical isomorphism

~

D (alR, R%‘ E) 4§ o'(alR, E) .

Proof: {(a) follows immediately from Dl(A1R, M) = Exalcomm(A|R, M) .

{b) Let P be a polynomial algebra over R in a finite number of variab-
les and let 0~ I~ P=2 A0 be exact, Iocalizing if necessary, we may assume
that I is generated by a P-regular sequence which would imply that Hl(KI) = Q
and therefore D-(AR, M) = Coker(Hl(KI, M) » Hom, (H (K), M)) = O . Conversely

assume that DQ{MR, M) = O for every A-module M .

Iet 02 I=P=2A4A+0 be exact where P 1is a polynomial algebra over

R in a finite number of variables, We have

0 = DY(alR, M) = Coker (" (K, 11) = Hom, (8, (K}), 1))

i.e., Hl(KI, My = HomA(H:L(}%}, M) is surjective for all A-module M ., Choose
an exact sequence QO K =2F 1 - (0 where F is a free P-module of finite type.
2 1
= = /\
We note that Hl(KI) K/KO where K, Im{A F » A F) , The fact that

D*(AlR, H (K)) = 0 i.e.,
Hl(K_[, Hl(KI)) -» HomA(Hl(KI), Hl(KI)) is surjective

entails that 0 = K/KO - F/IF - I/I2 - 0 is exact and splits as A-modules and in
particular 1‘,/12 is projective as A-module, Therefore, localizing A Iif necessary,
we may assume that I/IQ is A-free, and that F/IF = ?\I/I2 is an isomorphism,
Then the fact that 0 - K/KO - F/IF - I/:l:"'2 - (0 is exact and splits as A-modules
entails that Hl(KI) = K/Ko =0 , This means that I 1is generated by a P-regular
sequence i.e., A 1s a relative complete intersection over R .

{(¢) follows immediately from 3.12(4) and (6).

(a) PFirstly it follows from 3.12(6) that

D' (4 R, 2@5) 3 ani(AQR, E)

is an isomorphism for all i , and therefore it suffices to show that
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Dl(3§R, E%B) - Dl{AgR, ,A?E) is an isomorphism, Our proof is based on the deserip-
tion of p* in terms of algebra extensions, Let O = K%E 24 =25 2050 e an
R-algebra extension. The fact that KfE is an K-—module of finite type entails
readily that A' is a local R~algebra, complete with respect to r_nf -adic topology
where _ngf = the maximal ideal of A' . Therefore if there is an R-algebra map
¥ : A= A" such that @ o § = id, , then ¥ extends uniquely to ,ﬁ; : X—» At

~

such that ¢ o ¥ = id';\ . This proves that

1 ~ ~ 1 . ~

D™ (AR, A%E) = D7 (A|R, A%E)
is injective, Now let (O = AﬁE - B —-I£—> A = 0 be an R~algebra extension, Firstly
we claim that the topology on E = A@ induced from lms—adic topology on B
coineides with the topology on E as A-module, Indeed, since A is essentially
of finite type over R , one can find a subalgebra B0 of B such that BO
is a local R-algebra of essentially finite type over R and that 90(}30) =A ,
Set EO = EN BO and denote by Bos 0y s I the maximal ideals of B , o s

n+1 N+

A respectively, Then My o= my + E and hence op o= Iy 1 + gn}: for all n .

Since BO is noetherian, there exists an integer r > 0 by Artin-Rees Theorem

such that
jal n+l W n+l A, n+l
mﬂgB _gn‘E-kEﬂ_mo =EnE+noﬂm:
- - + mn+l—r(E nb) mm»l-r;:
T = — 0 -0 —_

for all n 2 r , which proves our assertion about the two topologies on E
In particular E = AfE is complete with respect to the topology induced from

EB-adic topology on B , and hence we obtain the exact commutative diagram

¢ > B > B > A > O
i
{
(I A

0 > B B > A 0

"~
where B stands for %—adic completion of B . This proves that Dl

Dl(AiR, E) - Dl(A%R, E) is surjective and hence we are done,
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Corollary 3.14, Let R be noetherian and A an R-zlgebra of finite type, smooth

everyvhere except at one closed point x € Spec(A) . We then have isomorphisms

p*(alg, a) =p'(a IR, A ) ¥D'(A IR, A) .

Proof: Since A is smooth over R except at x € Spec(4) , Dl(AiR, A) is an

A-module of finite type with its support on the set {x] , and therefore we have

1 1 5
D (A|R, A) = D'(AlR, 4), =D (AJR, A), .

Therefore our assertion follows from 3.13.

Remark 3.15. ILet R be topological ring and A a topological R-algebra. We then
define, for any A-module M ,

1

Dtop

(AlR, E) = 14n D'(A IR, A @ E)
3 s A

where Aa = A/Jd R Ra = R/Ia , and Jd » I, are both open in A, R respectively.
Then A is formally smooth topological R-algebra means that Diop(A‘R’ E) =0 for

every A-module E

Now let X be a scheme over a ring R and E a quasi-coherent X-module,
We then define the sheaves Q;lﬂ(g) = QF(XIR, E) on X via presheaves on X
given by

[D(r(®I(W) = D"(T(U, 0,)[R, T(U, B))

for every affine open set UCX ., If R is noetherian and X is of Tinite
type over R , then the property 3.13(a) shows that QisR(E) can actually be

constructed canonically, as a quasi-coherent X-module.

In case when there is no possible confusion we shall abreviate by setting
Di = DX (0,) . All the statements of 3.13 can now be translated in terms of
=x|r 7 =x|r'=x
these quasi-coherent sheaves Q§1R(§) » which we leave to the readers, We 1ist

below a few properties which is most relevant to our purpose,

Corollary 3.15. Let R be noetherian and X an R-scheme of finite type. Then
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(a) For_ any coherent X-module E, Q;CIR(-E—:) is again a coherent X-module

for a1l i , and furthermore Supp _D_)i(lR(_I;Z_) < XSing for all i > O where

xSing {x € X] X 1is non-smooth over R at the point x € X} .

(b) If X 4is flat over R , then for any R-algebra S , we have the

canonical isomorphism

P—}@s‘,s@-) 3 2§(!R(§)

for all 1 .

(c) If X 1is a relative complete intersection over R , then for every

surjective ring homomorphism S 2 R we have the exaclt sequence

0= -Iﬁqa@ - 2§|S(E> - @qu/xaggx, E) >0

where I = Ker(S - R) , If, furthermore, R 1is local with the residue field %

and X is BR-flat, then we have the exact sequence

1 1 1 .
0~ onm(gxo) - —D-xls(gxo) > D (R]s, k)ﬁp_xo =0

where Xo = xﬁx .

Proof: (a) Follows from 3,12(6) and (8) whereas (b) follows from 3.12(3).
(¢} Sinece X 1is a relative complete-intersection over R , we have

RiIR(E) =0 for all i =2 by 3.12(10) and hence

0~ 2213@3) - qus(_E_) - Pﬁis(@ - QQR(@ - g}lds(g) - géis(g) -0

is exact by 3.12(2), where Q;{S(E) are quasi-coherent sheaves of X defined

by
(o} ®1W) = ' (r]s, E(V))

for every affine open subset U CX , In particular, 912\5@ = 0 since 8 2R

is surjective, and

"D‘;is(g) = HOm—_:X(I/Ie%X, E}

by 3.12(7), and hence the first exact sequence, If X 1s R-flat, we have

93



- 63 - VI

2; ;k(§9'3 D%;R(E) for all 1 and for all quasi-coherent X -module E and in
0! - - -

particular

1
9y ) 3 Dy )

D 1%, %,

from which the second exact sequence follows,

Remark 3,16: The quasi-coherent sheaves Q;IR(E) we have defined should appear
as Eg’i of a spectral sequence relating the local ones and the global ones.,

L. Illusie has obtained such a theory (Lecture Notes in Mathematics 239). His
method is via "homotopical algebra" generalizing the methods of M., Andre and
D, Quillen rather than "cohomological algebra" , It seems that the approach we
have taken here can be globalized via Grothendieck cohomology on the category of

schemes with an appropriate topology generalizing the one on the affine category.

4, PFormal moduli of deformations

One amongst the nice cofibered categories in which the isomorphism classes
of objects are usually not prorepresentable, but nevertheless admit a formal versal
object is the cofibered category of deformations. We now come back to the situations
and notations of paragraph 1. Thus, throughout the section, A is a fixed complete
local noetherian ring with the residue field k , and gﬁ is the category of

artinian local A-algebras with the same residue field k

Let XO be a fixed scheme over the field k . By an {infinitesimal)
deformation of X, , we mean a pair (R, X) where R € ob(gA) and X is a

flat R-scheme together with a commutative dlagram

i
Xo X > X

flat

Spee (k) > Spec(R)
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-
such that the induced morphism XO X xspec ®)

note that, since R is an artinian loecal ring, iX : XO - X is necessarily a

closed immersion which is a homeomorphism on underlying topological spaces, If

Spec(k) is an isomorphism. We

(R, X) , (R', X') are deformations of X. to R, R' respectively, we define an
0
arrow (R', X') = (R, X) to consist of a map R' -2—>R in Cp and a

morphism # : X 2 X' of schemes with a commutative diagram

X L > X!
i b
x .
Io
Spec (k)
W N/
Spec(R) Spec (@) > Spec(R')

We thus obtain the category Lf_xx of (infinitesimal) deformations of X, in which
0
the objects and the arrows are defined as above, The category ILXX is provided
[¢]
with a functor p : ﬁlx -’_QA defined by (R, X) R , Now let (R, X) € ob@_‘lX )
0 0

and a map R -2 S in 9—.{\ be given, We then obtain a commutative diagram

Py
X X Spec(8) > X
Spec(R)
flat flat
Spec(8) > Spec(R)
Spee ()
and @-arrow {@, pl) : (R, X) » (8, X xSpec(R) Spec(S)) is obviously cocartesian

in M . It follows that the category is a cofibered category over C
o X, A

via P : ﬂX -’91\ . We observe the following facts:
0
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4,1{a): Let (J_R, 3) : (R, Xl) - (R, XE) be an arrow in -MX i.e.,
(8}

$ X, * X, is a morphism over R such that X, ®R k- Xl ®R k is an isomorphism,
Since R is artinian and Xi is R-flat, it follows immediately that & 1is an
isomorphism so that (3,R, §) : (R, Xl) -+ (R, XQ) is an isomorphism in E_IX .

[¢]

Consequently, _I_:lx is a cofibered category in groupoids over QA .
0

4,1(p): Suppose that X, 1is affine, say XO = Spec(Ao) . Then for any

object (R, X) € ob(_I_{zX Yy , X is also affine, Consequently, for any R € ob(_(_}A) s
0
the category KLX (R} is canonically equivalent, via the sections, to the category
O

in which an object is a flat algebra A over R together with an R-algebra map

dp ¢ A= AO inducing an isomorphism A ®R k > AO ,and a map & : Al i AE

is an R-algebra map with a commutative diagram

8
‘0{‘1 > Ay
J J
Al j/ A2
By By

4,1(c): Consider the cofibered category y_Lx in groupoids over QA .
o]
By definition, the category My (R) for any R Eob(gA) is canonically equivalent
6]

to the category of formal schemes X ,adic over the formal spectrum Spf(R) , such
that ’Ln =X ®R R/gm'}' is flat over R/r_n.ml for every n 2 0 (or what amounts
to the same, if X, is noetherian, such that L is flat over BSpf(R)) . Con-

”~ ~
sequently, if Xo is noetherian, MX is canonically QA—equivalent to the cate-
O ~
gory of deformations of XO over the objects in gA s in the sense of formal

schemes,

4.1(a): Tet (R, X} € ob(ﬂ.x ) 1.e., we have a commutative diagram
0
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> X

L flat

Speelx) ———m———> épec(RD

such that XO 2> X xSpec (R) Spec(kx) 1is an isomorphism. Now let Uy © X, bea fixed

open subscheme of Xo . Since iX : XO -+ X is a closed immersion which is a

homeomorphism on the underlying topological spaces, we obtain a commutative diagram

iU
X0
Uy e > X[
flat
Spec (k) > Spec(R)

such that Uy - (XIUO) xSpec(R)

(R, inO) is a deformation of U

Spec{k) = X ®R k!Uo is an isomorphism, so that

to R . Furthermore, for any arrow

0
(@, 3) : (R, X) » (R', X') in U (5 @]UO) : (R, x!uo) - (R', x’{UO) is an
0
arrow in }"_10 . Consequently we have the restriction functor " - E’U over
0 0 0

QA . One may also consider a localization as well as a formalization at a point,

Namely let x

be a fixed point in X. ., If (R, X) € <>b(Mx ), then
[¢] 0 =

Spec(gx,xo) is a deformation of Spec(gxo’xo) to R and Spec(p_x’xo) is a de-
formation of Spec(Q, x ) over R , where ” stands for the completion with
O)

respect to the linear topology given by the powers of the maximal ideal, We thus
-> - ~
obtain functors KLX &%pec(p_ ) MSpec(_Q )y -
(¢} Xo,xo XO’XO

Firstly we establish that l\_ix is a homogeneous cofibered category over
[¢]

g -

Lemma 4,2, Consider a diagram

01 e

surjective

in 91\ , and let E, E' be flat modules over R, R' respectively. Then for any

R'-homomorphism E' - E =E ®R R , the fibre-product E Xs E' is flat as

R X R'-module
R
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Proof: Iet O+ IR 2R =0 be exact so that 0> I =R X5 R' = R' >0 is
exact, Since E is R-flat, 021 ®R E->E=E=0 is exact and hence we obtain

the exact sequence

(# o»z@REeExEE"*E’—»o .

5 E' is flat as an S-module if and

only if (E X5 EY) @S R' is flat as an R'-module and ’I‘ori (E X5 E',R) =0 .

Set S =R Xﬁ R ., 8ince I is nilpotent, E X

However, we note that I @R E=1 @S ( X5 E'Y and E' =R’ ®S(E X5 E') and

therefore the exact sequence (¥) can be rewritten as
! 1 t H
o»z@S(ExEE)-’ExEE *R@S(EXEE)*O.

This means that Tor__? (R', E %5 E') =0 and R' ®S (E Xz E') = E' is flat as

R'-module, and therefore E X5 E' is S-flat,

Corollary 4.3. Given a diagram

R, X) [R', X")
(o, &) (o', &)
(R, X
in ﬂx s, the amalgamated sum X“L% X' (in the sense of schemes) is a fiat
]

scheme over R Xﬁ R' , provided ¢ : R= R is surjective, Consequently, Q_ﬁx
0

is a homogeneocus cofibered category in groupoids over 9—1\ .

Proof: For each affine open UO < XO , we have by definition that

1 I =
X5 X 1Jo 2 Spec (T'(U.., X) "I‘(UO,X} T(u., X')) . Consequently, if ¢ : R =R
is surjective, X‘u):{ X' is a flat scheme over R xﬁ R' by 4.2, and the morphism
..U_ i * i - ! -U___ t Y
iX 15'( igr s XO X % X' induces an isomorphism Xo - (X % x") ®S k , where

S=R Xz R' . Therefore (R X R', X'L% X') € ob(_I_@X ) and we obviously have
8]

that (R X5 R', XJ‘% X') = (R, X) ) (R', X') 4in the category -I-\-IX , which
(6}

*R,%
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means that g@x is homogeneous over C TR
0

Lemma 4.4, For any scheme XO over Xk , Wwe have a canonical exact sequence

o - H1<x,g§;0> > [ (deD] - H°(x,g§(o>

where Qi are as defined in paragraph 3.
0

Proof: (Special case) Assume that X, 1is affine and let T(X., QX ) = AO .
(0]

Then as it was noted in 4.1(b), the category My (k[€]) 1is canonically equivalent
(8}

to the category E , where

ob(E) : object in E is a flat algebra A over k[e]

together with a k[e¢] -algebra map 3 s ¢ A7 A, inducing the isomorphism
k ®k[€] 'jA : k ®k[e] A m—— AO . Alternatively, an object in E is a k-algebra

€ AJA

A  together with an exact sequence 0 - AO AO - 0 in which
€(AO)2 =0 as an ideal in A
F(E) : An arrow A, ? A, in E with respect to flrst description of

the object in E is a k[el-algebra map & : A, %A, such that J, =J, ° 2.

2 1 A
Therefore, an arrow Al - A2 in E with respect to the alternative description
of objects in E 1is a k-algebra map % . Al g A2 yielding a commutative diagram
JIa
0 >A —Ssa L > >0
0 1 0
¢
Jp
2
o] > AO > A2 > AO > O .

It follows that [M, (k[e])] is canonically isomorphic, via T(X,, -) , to
¢}
the set of isomorphism classes of k-algebra extensions of AO by AO . In other

words, we have a canonical bijection [y_xx (x[e)] =~ HO(X , Dk via T(X., =),
0

B

which is trivially seen to respect the vector space structures on both sides,
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{General case) For each affine open Uo c Xo , we get a canonical map

[MX (x[e])] - HO(U s pl ) defined as the composite map

=X, 0* B,

[P}X (el » [EU (Le])] =— 2, Q;“( } and hence we obtain a canonical map
0 [o] 0

[—M»)C (x[e])] - HO(XO, g}l( ) . Its kernel is the set of isomorphism classes of
[¢] 0

locally-trivial deformations of X. to k[e}] , i.e., the set of isomorphism

(0]
classes of deformations of Xo to k[e] , locally (on X ) isomorphic to
O
Xy 8 x[e] . Since QXO = Der (gxo, QXO) = Aut(X, & k[e]{xo) = the sheaf of

germs of automorphisms of XO ®k ke inducing the identity on the subscheme
XO » 1t 1s canonically isomorphic to Hl (XO, _D?{ } , so that we obtain the desired
0

exact sequence,

Theorem 4,5, Let X, be a scheme of finite type over k £ elther
. ing
(1) X, 1is proper over k or (11) X, 1is affine but Xg = {x € XO‘XO

is non-smooth over k at the point x } is a finite set. Then

(a) My admits a formal versal object (called a formal versal deformation of XO )
O

over QA . If (R, 1) 1is a formal versal deformation of XO » then for any
(s, y) € ob(;l_/_lx ) , there is a map (¢, ®) : (R,X) = (8,4) in g@x such that the
0 0

diagram below 1s cartesian

y : > 1
8pf(S) > Spf(R) .
Spf ()

Furthermore a formal versal deformation (R,X) of Xo

[__MX ] if and only if, for every surjective map R' ®R jin EA and a deformation
0

prorepresents the functor

(R', X') of XO to R' , the homomorphism

AutR,(X']XO) = Autp (X' g.alxo),

is surjective,

(b) If XO is proper over k , then BX-X is smoothly pseudo-representable
0
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over -QA .

Proof: (a) Since ﬂx is a homogeneous cofibered category in groupoids over
0
Cp by 4,3, it suffices to see that [M(k[e])] 1is a finite-dimensional vector

space over k by 1.11 and 2.9(b).

Now consider the exact sequence

* o -+ B, 9§O> G ORI H(x,, 9}1(0) .

If Xo is proper over k , then Hl(X » 9; ) and HQ(X R 2; } are both finite
0

0
dimensional since Qi are ccherent for all 1 2 0 by 2,13{(a). Now assume that
o}
XO is affine such that Xging is a finite set, Since 2; is a coherent sheaf
0

on X, such that Supp g)l( cxg:Lng by 2.13(a), we find that HO(X., g)lc ) is a
0 0

finite-dimensional vector space over k , whereas Hl(X R 9; } = 0 since XO
[}

is affine. Therefore, in either case, it follows from the exact sequence (¥) that
[&X (k£€3)3 is a finite dimensional vector space over k . The second statement
0

of (a) follows from 2,7,

(b) If X. 1is proper, Aut (X.® k[el]x.) = (X, D0 ) is a finite
0 o % 0 o Bx.

dimensional vector space and hence our statement follows from 2,13,

Remark 4,6(a): Let X0 be affine, Then a formal versal deformation of X,

exists if and only if Q} has its support on a finite number of points, However

%5

this does not imply that non-smooth points of XO are all isoclated, There are

affine schemes XO over k having a non-isolated non-smooth point but supp Qi

is a finite set,

Remark 4,6(b): Henceforth a deformation of X, is meant by an object in M, .
¢}
In case when there is a possible confusion, an object in MX will be referred as
0
an infinitesimal deformation of XO .

Remark 4.6(c): Let XO be a scheme over k . We have fixed a complete local

noetherian ring A with the residue field k , and considered the deformations
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of Xo over the category —C~A . (In practice one usually takes A =X or W(k)

if Xk is a perfect field of positive characteristic). Now _C’k CQ&\ is a fully

faithful imbedding, and that _ILIX lg«k is simply the category of deformations of
0]

Xo over S where S € ob(_(}k) . Therefore if (R, L) is a formal versal deforma-

tion of XO over QA s, then (k ®A R, k ®A X) is a formal versal deformation of
XO over gk . It follows, for example, that dimgA X]'Xo =dim k ®A R does not

depend on the choice of A bubt depends only on XO .

One can generalize the above theorem in many ways. Let us for instance
consider a pair YO - XO where xo is a scheme of finite type over k and YO
a fixed closed subscheme of XO . For each R € ob(QA) , a deformation of

(X, ¥.) to R is meant to be a commutative diagram
[ M ]

YO > Y
N /
% > X flat
flat
Spec (k) S Spec(R)
such that (XO, YO) - (X xSpec(R) Spec(k), Y XSpeo(R) Spec(k)) is an isomorphism.

Defining a morphism (R'; X', Y') =» (R; X, Y) of deformations of (Xo, Yo) to
be the obvious ones, we obtain the cofibered category ’Mxo’yo in groupolds over
QA . (This is a process often used in rigidification of automorphisms in moduli
problems of deformations.) One sees immediately, by the same argument as in 4.3

based on 4.2, that _I‘QX v is a homogeneous cofibered category in groupoids over
0’70

Sy -

Lemma 4.7. 0= HO(YO, Hom, (I/1°, _QYO)) ¢ [MXO"YO(k[e])] - Eg_gto(k[e])]

——_gfo

is exact, where I is the ideal sheaf of —O-X defining Y, i.e.
0
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-y
0 ;_-’_(_)_XO")QYO-’O is exact,

Proof: Iet B be the full subcategory of MX v (x[e]) whose objects are of the
0’70

form (x[e]; X X Spec(k[el), ¥Y) . We then have

Spec (k)

[B] = Ker ([g_lx v (x[eD)] - [ﬂxo(k[e])] ) . The category B 1is the groupoid of
0’"0

to k[e] "inside X, X

deformations of Y 0 " Spec(k)

0 Spec(kfe]) ", i.e., an object

in B is a commutative diagram

Y x > Xy Xspee (k) Spec(xlel)
flat
Spec{xle])
such that Spec(k) X i, = , and an arrow (Y., )= (Y., 1, ) is a
spec (k[ )Y iYo 1 in A

[ e)-morphism & : Y, Y, (necessarily an isomorphism) such that

Spec(k) X & = idY and i‘Y o % = i, . Alternatively, an object in B is a
Spec(x[e]) 0 2 1
pair (Y, ,jY) » where Y is a deformation of Y, to ¥[e] and Iy 1 Y2 X,

3
is a morphism over k such that the composite morphism YO =Y X > XO is

-» Y2 such that

ism & :
iYO » and an arrow (Yl’ le) - (Y2, ,jY2) is a morphism Y.

$ = i and J,, ° & =] « Therefore the association
5fer dYO Y, Y,

1

0 > T > 0 > > 0
T X %,
—_—
(Y’ jY) b j/ jY
€
0 > > > Q. —> 0
% g %,
gives rise to an isomorphism
[B] s 2 0 2, 0, )
B > Homy (I, Oy ) = HomOY (I/1°, oy ) = H (¥, Hom, (I/I7, Oy .
—XO 0 s 0 —-YO [¢]
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Remark 4,8, Por a more general formula implying the above lemma, see SGA3D ITII 4.4,
One may also note the following fact, One can define for any S-scheme X and a
quasi-coherent X-module E a quasi-coherent X-module _D_;‘S(;E“) forall i20 ,
generalizing the case when S is affine., As usual we simply write

i i
QX‘S(QX) = *D-X;S . We then have
o] ! 2 0 1
H (YO’ ___HOmYO(_I_/_]; ’ QYO)) =H (YO) QYOIX)

where 0210, =20, 20 is exact,
= X T

Theorem 4,9, Let Xo be k-scheme of finite iype and Y. a closed subscheme of

0

Xo . Assume that either (i) XO is proper over k or (ii) Xo is affine and

smooth over k outside a finite number of points and Y, 1is proper over k . We

o

then have

(a) Q_IX v admits a formal versal deformation over C, , and it pro-
0’ 70

represents the functor EPLLX v 1 if and only if, for every surjective map
0’ "0

and a deformation (R'; X', ¥') ,

t s
R' 2R in C,

Autpy (X', Y'){Xy) = Autp (X' § R, Y', @ R)|X,)

is surjective,

(b) If furthermore HO(X., DO 0
AL furthermore 0 % |x

i o X EX §k> is finite dimensional,
Rxolx(gyo) °

then I__JX v is smoothly pseudo-representable.
0’ "0

Proof: It is obviocus from 4,4 and 4.6 together with 1,11, 2.7, and 2,13,

We now consider the passage to localization and completion in the deformation
theory of schemes, Firstly on a notation: Let XO be a k~scheme of finite

type, Giverni a fixed point xo € Xo , we have natural functors

M, =M =i -
-—‘XO —Spec(Q_X x ) ——E.%pec(_(_)_X . )
0’ 0 0* 70
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and in turn we obtain the functors

oL 0
—D—]XO -D-%pec(gx < ) 1\—,)Spec(g x y
0’ %o %0* %o
As it was remarked in 4.1(e), r_«;x is canonically equivalent to the category
]
in which an object is a pair (R, X) where R € ob(g/\) and X is a flat R-adic
formal scheme together with a fixed isomorphism 'LOHXO . Henceforth we shall

write, when there is no possible confusion, the images of (R, X} under

ﬁX ” E‘Spec (9-}(

)
O )

) and _Iv@x "E}Spec(g ) by (R, I(x )) and (R, I(x
0° XO (6] XO, xo ] O

- - X v+l
respectively, Therefore if 1 lém Iv where IV Ispf(R)Spec(R/_rE ) then

X

= 1im Spec (0. )

(XO) é I'v’ *o
Loy = 1im Spec(§ ).

(XO> v I'v’ *o

Theorem 4,10, Let XO be an affine scheme of finite type over k

(a) If XO is locally a complete-intersection, then MX is smooth
o}

over _C_A .

{p) Assume that, for a fixed closed point x &y » Xy - {x} 1is smooth

over k , Then

7~

Q-X,x

-P;IXO -H—I"Spec(g_x X) 2 —M-Spec(
’ (0]

0

)

are both minimally smooth functors. In particular, if (R, X) is a formal versal

deformation of XO ., then (R, X(X)) and (R, 1(2)) are formal versal deforma-
tions of Spec(0 ) and Spec(a\ ) respectively.
S =X ., x' == X ., X
[8] 0
Proof: 1In this proof we go back to the notations of the cochomology of commutative

algebras defined in the paragraph 3. We set X, = Spec(A

0 O)
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(a) It suffices to show that P : [yx_x 1= €, is smooth.
0

Let (R, Spec(A)) be a deformation of Spec(AO) to R , where R € ob(_(_ly\) .
Given a small extension R' 2 R in S, {i,e., 0=k =>R' 2R ~»0 is exact),

we must show that (R, Spec(A)) can be lifted to R' . The exact sequence of
nt with coefficient AO applied to the ring homomorphisms R' » R =< A gives us

the exact seguence

cee » DHAIR, 8)) > DM(AIR', A)) = D'RIR', k) PA, > DO(AIR, &) - ...

Since R' 2 R is a small extension, Dl R’ !R, k) 1is l-dimensional vector space
over k generated by the element (denoted by R} represented by the extension
02k->R'"2R=0 , On the other hand, A is R-flat and hence

D' (AR, &) = D(A lk,A)) for all i >0 and in particular p2(alR, Ay) = 0
by 3.12(11) since AO is locally a complete-~intersection. Consequently we get

the exact sequence
-»D'(a lx, 4) »D'(A|R', A) » D'(RIR', k) ®A_-0
o' Yo >0 L % 0

This means that there exists an R'-algebra extension of A by AO » denoted by
A" , such that [A']»[R'J®1 under the map D'(A]R', Ay = prRIR', X) 84,
which means that the deformation (R, Spec(A)) can be lifted to a deformation
(R', spec(a’)) .

(v) By 3.1% we have the isomorphisms

) NS
DM (A lk, Ay = DN((A), Tk, (ag)) =M ({a)) 1k, Tag),

0'x )

pec(é; ) X)(k[:@])] .

i.e., [I;g(o(ktem = [“—“Spec(gx x)(k[e])] = (Mg
0’ 0

It suffices to show, by 2.7{(a), that

o}

[ﬂX 1- ‘-3‘@5};9@(0 )3 = EgSpec((/}\ )
O -—XO, X -Xo,

are both smooth functors, ILet (R, Spec(A)) be a deformation of Xy = Spec(AO) .

X

and let 02k *R' 2R 20 be a small extension in ¢

C\ - As above, the ring

homomorphisms R' » R = A gives us the exact commutative diagram
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1op i 1aln B nlinlnt 2
= D (Ayik,Ay) > DT (AIR',A)) B D (RIR',10BA, + DA lK,80) » ...

! | l I~

» DM (Al (ag)) = DHAR', (a) ) = DMRIR',10B(A ), = D7 (A |k, (&

T

p.
> DN ((Ag), [k, (Rg),) > DM ALIR', (a) ) = DM RIR',10B(A,), = DP((A)) 1k, () ).

o)x .o

where the indicated isomorphism comes from the fact that AO is smooth over k

except at one closed point x so that
i i : i
D (Aglk, (A).) = D' (Ajlk, &) = D (Ajlk, A))
for all 1 > 0 ., Now suppose that we are given an arrow

t s
{(R', Spec(B)) = (R, Spec(Ax)) in [%pec((/-\o) )] . It means that we are given

a class [B] € Dl(Ax}R’, (A,),) such that p ([8)) = [R'] . Then a trivial

diagram chasing shows that there exists [A'] € Dl(A!R', A such that

O)
p{[a']) = [R'] and A' =B 1.,e., {(R', Spec(A')) is a deformation of Spec(4 )
X (0]

t t
to R' such that Spec(A’) = Spec(B) . This proves that MX Mspec (0, X}
: o2
is smooth, The smoothness of the funclor Spec((Ao)X) —Spec((Ao)x)

comes from the similar diagram together with the fact that

DA ) = DHA) fh (A1) = D
o/xi™ Vo/x! T o/xi " x) =P ((AO)X‘R’ )

)
0 (AO’X

for all i >0 since x 1is an only possible non-smooth point,

Theorem 4,11, Let X, bea {separated) k-scheme of finite type, smooth outside

ing s
a finite closed set X(S) = {x,.000x ) of Xy .« Let O,...,Ug be affine

i ing _
open neighbourhoods of XyseeesX, such that Uoﬂ X(S) = {xi} . It

H2(X s DO } = 0 , then the natural functor My o H Xewe X M is smooth.
0’ =X - =1 " _—
(o} U
0 0
Proof': We can complete Ul, oo ,Ug into an affine open covering of XO by

choosing US™,...,Uy such that USN XS =6 for all j >r . Now let
R' R Dbe a small extension in C, , and 1et (R', U‘l),...,(R' U'") be
deformations of Ué,...,Ug to R' such tmat U'l %,R = XiUé ,1%3i sy , for
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some deformation (R, X) of XO to R , We must show that there exists a defor-
mation (R', X'} of XO to R' such that X' %,R = X and X'}Ué = U'i for

1 &1isr , Since Ug for j >r is smooth over k , XiU‘é can be lifted, by
4.9(a), to a deformation (R', U'j) i.e., there exist deformations (R', U"j)

of Ug to R' such that U'Y B8R - X]Ug for all j >r . Since, for any pair

ié3 , U(i) n Ug is affine and smooth over k , we obtain an isomorphlsm

. o1 J g dd J
LR fUéﬂUO-’U iUOﬂUO

such that Tij g, R = iXmU(l) n Ug , and in turn defines a cochomology class in

2 0 i~ -1 . 0
H (XO QXO) given by Uoﬂ Uy N Ug - Tij'rjk'rik . Since HE(X , 2X0> =0 by

hypothesis, the obstruction for glueing these to obtain a global deformation

vanishes, and hence we get a deformation (R', X') of X, to R' such that

x! g.R = X and X'iUg =~y'Y | This completes our proof.

Remark 4.12, The previous proof assumes XO to be separated, which is unnecessary.

In fact, for a fixed deformation (R, X) of XO and deformations (R', U'Y) of

Ué , the deformations (R', V') of open set V of X to R' compatible with

the deformation (R', U'Y) already given, form a "gerbe" (in Giraud's terminology)

whose structure sheaf is 1_)_?{
18]

section of this "gerbe" (di.e., a global deformation (R', X') of X compatible

. Hence the obstruction to the existence of a

with the given datum (R', U"j)) is in HQ(XO, 9.?( } which is zerc by assumption.
8]

Corollary 4,13, Let Xo be a k-scheme of finite type, smooth outside a finite

ing _ 2 0,
subset Xg = {xl,...,xr} of X, such that H (XO, QXO) =0 , Then

(a) 15(0 -”—%pec@ X )X"‘ X MSpec@ % ) is smooth,
i ! >y

%5

r
. 0
In particular, dim My =din H (X, Dy )+ I almMg o~ )
4] (0] c=1 -Xo,xo

{v) If furthermore XO is locally a complete-intersection, then EX
0

is smooth.
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Proof:
(a) The first statement follows from 4,10 and 4,9(b), Now let (R, X)

and (Rl, Il),...,(Rr,, I'r) be formal versal deformations of X, and

Spee(_QX ,...,Spec(gX X ) respectively, We then obtain a commutative diagram
0’ r

)
0%

B ST

!

e Rl ] ~ -
MXO “Spec(0y o ) Xoaew XMoo (o )
0’71 "XO’XI*

Since the composite functor

-y . ”~ A
bp 2 My _’Nﬂpec(_o_ y Xeee X EISpec(_o_ )
0 )(O,x1 Xo,xr

is smooth whereas

2 N > A X eses X M N
ElRJ. R.w R R -}Spec(gx sX ) *-Spee(gx »X )
0*"1 0’ r
is minimally smooth, it follows from 2,7(a) that

hy by “ ~ is smooth i.e,, R 1is a formal power-series ring over
1 R .. % R,

Rl % e % Rr- . Since

—Spec

R C Sl TR L0 22 RPN C L)
0’71 0’

is exact by 4.4 i,e.,

(R, Ke]) = Homy . (R} & ... § R, K[eD)

0
0~ B (X, Dy ) Hom, o

is exact, it follows that R is a formal power-series ring over R, %...8R

T
in d-variables where 4 = dimkHl(X R I_)_g )y .
0
Therefore
dim M, =dimk QR =4d + dim k @ (R e ®R)
/LXO % % 1 % ? T

d+atn(k §R) B ... @ (kG R)

r r
Z i e = 1 M
d+i___ld1m‘%Ri_d+i§1dim£Is

pec (0. )
XO’Xi
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(b) follows from 4,10 and 4,9(a).

4,14, We close this paragraph with an explicit construction of a formal versal

deformation in a simple situvation, In fact, if XO is affine and is a complete-

intersection, it is trivial to write down explicitely. Thus let

Ao = k[xl;-oo:xnj/(fl:ou-,fr) S/J

where S = k[xl,...,xn] , J = (fl,,..,f ) ,and f,...,f, 1is an S-regular

r

sequence, We then obtain the exact seqguence
- Der, (S, A.) = Hom, (3/3°, A) » D (A |k, A) » 0
e k7 0 AO e} 0™ 70

We note that J/J2 is Ao—free module of rank r generated by

fl(mod 32),...,fv{mod JE) , since fl,...,f is an S-regular sequence. We now

r
assume that Dl(AOQK, AO) is a finite-dimensional vector space over k , say A
has isolated non-smooth points only, Iet d = dimle(AO{k, AO) and choose

p, : 3/ 52 > A, (3 =1, 2,...,d) which form a k-basis of D' (A,]k, Ay) . Now
is

r —
choose ij € Ahxl,...,xn] such that pj(fi) = Pji (mod my + J) where m

-

the maximal ideal of A , We then consider

R = A{[tlx cse ’tdlj

w
1t

Rlxp,ee0sx 1/(G)50000G,)

a
where G, =F, - ¥ t,P,. and F, is a polynomial with coefficients in A
J J 4e3 11 J
gotten from fj by 1lifting the coefficients from k to A , Since
R[xl,...,xn] is R-flat and Gy,...,G, modulo m, (which becomes fl""’fr)
is a regular sequence in k % R[xl,...,xn] , it follows that B is R-flat, and

k % B = A, , Furthermore,

o

HomA-alg(R’ k[el) = Dl(Aoik, Ay) = [gspec(Ao)(k[e})l

is bijective by our construction of B . Therefore, if we set
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Spr(B) = 1ym Spec(R/m’* @ B)
v

N
-
then (R, Spf(B)) is an object in MSpec(AO) and the functor ER Ms C(AO)

induced by (R, Spf(B)) 4is smooth by 1.6, since R is a formal power-series

ring over A . In other words, (R, Spf(B)) is a formal versal object of
MSpec(l-\o) y

We note, by 4,10(b), that if we set

B = RI[X,....x 11/ (65000060

then (R, Spf(B)) is a formal versal deformation of Spec(AO) where

ho = MK, X Vet

Remark 4.15, Let XO be a k-scheme of finite type with isolated non-smooth points
only, and let (R, 1) be a formal versal deformation of XO . The above construc-
tion shows that if XO is affine and locally a complete-intersection, then X

is a formalization of an R-scheme of finite type. This fact can easily be genera-

lized to the case when X, 1is not necessarily affine but HQ(XO, g; ) =0 .,
0

Remark 4.16. The global theory of the relative cotangent complex (the latter
theory being reduced to the truncated complex of length 1 , which is sufficient
however for many purposes of deformation theory) allows to generalize and simpli-
fy certain results, such as 4,10. Namely let S be a scheme, SO cs8' 8 two
subschemes of S8 defined by ideals J— I such that JI =0 , X' a scheme

. XS0
flat over S s Lo=1L the relative cotangent complex of XO over So »
which is an element of the derived category D(XO, QX) . We consider the category
P of all flat schemes X over S which extend X'/S' , i.e, together with an
S'~isomorphism X g 8' = X' ., Then

(a) For an object X' of F , the group of automorphisms is canonically

isomorphic to Exto(Xo; L.,IX J  {where IX is the inverse image of I , viewed
0 0

as a module on S, , on XO)
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(b) The set of isomorphism classes of objects of F is empty or a

torsor (= a principal homogeneous space) under the group Extl(xo; L.,I, Yo
(8]

(¢) One can define a canonical element ¢ € Ext2(X0; L.,T

) whose
XO

vanishing is necessary and sufficient for ¥ to be non empty.

In order to study the Exti(XO; L.,I , it is often convenient to

)
X0
write

Ext’ (X ;L.,Ty ) = H(X., RHom(L.,T, )) .

] (6]
and to notice that the complex RHom(L.,IX } has as cohomology sheaves the
(0]
sheaves Qi (IX ) introduced in §3, For 1 = 0, 1, 2, these sheaves may be

S ¢]
viewed respectively as the sheaf of automorphisms of any object X of P

(understood: automorphisms inducing the identity on X') , the sheaf of indeter~
minacy of isomorphism classes of loecal solutions to the flat deformation problem,
and the sheaf of obstructions to the existence of local solutions, On the other
hand, the standart spectral sequence gives us
¥* DP,Q P a
Ext*(X, L.,IXO) « Ep’C = H(X,, p_XO(IXO)) s

which yields the well-known isomorphism

~ 10 0 ~ 0 1 1
Aut(x/X') = H(X,,D; (I, )) = H (X.,Hom( sI. ) = Hom( LI )
[ . 0 ——-on/so %y —Xo/85" %,

and the exact sequence in low degrees

0 - 1 (x,,00 ) - Extt - 8O(x 0t ) - 2 (x,00 ) - Bxt?
9] —XO O’ 07=X
(¢} 0
This shows in particular that if H2(XO,2§ ) = 0 , and if there exists any local
0

flat deformation X of X'/S' , then there exists a flat global deformation which
corresponds to given local deformations, More precisely and generally, for a given
local deformations {i.e. 2 section of the ‘'sheaf of isomorphism classes of local
flat deformations” ), the argument 4,10 shows that the obstruction to finding a

global flat deformation compatible with these is in H?(X 5 Qg } , hence such
0

a global flat deformation exists if HE(XO, 22 ) = 0 : this is essentially 4.10.
0
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On the other hand, the spectral sequence shows that the Ext2 is zero whenever

we have the relations

() B, 05 =0, H(X, D) =0 , B, Dy) =0 .

0’ =X =X 0” —X

0 0 0
The first relation is always satisfied if XO is a relative complete intersection
over SO {as then 2§ =0 for any module M on XO ), the second is satisfied
0
provided the support of Qi is discrete, as is the case if XO is smooth over
0

SO except on a discrete subset of XO over SO . When the previous three rela-

tiens (¥) are all satisfied, then by (c) above, F is non empty, which generalizes

h.12(p).

More geometrically, and without using the global theory of the relative

cotangentcomplex {but only the globalizing of the functors 2;
0

), one can get

a simple geometric interpretation of the three successive obstructions to defor-

ming flatly X' to X , lying in the three left hand terms of (¥). Namely by

the local theory, the first obstruction ey in HO(X R Q; ) can be defined as .
(0]

the obstruction to finding local solutions, when this obstruction vanishes, the

sheaf F of isomorphism classes of local solutions of the problem is {by the

local theory) in a canonical way a torsor under Q; , and the second obstruction
[¢]

02 » lying in Hl(X » Q} } , is *he obstruction to finding a section of this

X
(6}
torsor, i.e, of finding a "coherent system of isomorphism classes of local

solutions"” ; if this second obstruction also vanishes, then, choosing arbitrarily

a section of F , one gets, as noted above, an obstructlon 03 in HZ(XO, 2; )
0

to finding a global solution corresponding to the given system of {isomorphism

classes of) local solutions. Using the fact that the section of F is determined

up to adding a section of Dk , we get a map d : HO(X R DL ) - HE(X ’ 0 o,
—XO —XO 0 —XO
and a solution to the deformation problem exists if and only if ¢, =0 , ¢, =0,

1

and c3 is zero as an element of Coker d (each ¢ being defined when the pre-

i
0] 2 g. 1
vious ones are zero). Of course, the groups H (Xy, Dy ) , H (X, Dy ) and
&) 8]
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1,1 2,0

HZ(X R DO }J/Im & are just the initizl terms EO’2 s E27 , and E3 of
0 *XO 2 2

the spectral sequence above, d being the differential (up to sign ?)

. 501 4 52,0

d2 2 2 *

5. Formal Jacobian subschemes

Let XO be a scheme of finite type over a field k , and let (R, X)
be a formal versal deformation of XO . Then L is not an ordinary scheme over R
but an R-adic formal scheme. The purpose of this section is to clarify "the

non-smooth locus of X over R ",

We fistly recall the definition of Fitting ideals associated to a module
of finite type: ILet A be a commutative ring and E an A-module of finite type.
Choose a presentation

K=F2E"C0
where P 1is locally-~free of constant rank n , We define

P

Ia

(E) = In("AP x @ UAP F# - ) for p=0, 1, 2, ...

The ideals Ii{E) thus defined does not depend on the choice of a presentation
and therefore are invariants of A-module E , called the Fitting ideals of

A-module E . The following properties readily follow from the definition.

5.1. (a) Por any ring homomorphism A - B , the canonical map

B % A/:{i(E) = B/IE(B & E)

is an isomorphism for all P ., In particular we have

p -1 -1.p
I (87°E) = 8" T3 (E)
sia A

for any multiplicative subset S 1in A .
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(b) We have IO(E) CIN(E) cI2(E) € ... , and, for each point
A A A
x € Spec(a) , Ii(E)X = Ax for all p =2 dimK(X)E(x) , where E{(x) = nu{x) f E .
(c) x € Spec(A) - Supp A/IE(E) if and only if, for any (or for some)
presentation

K»FE=2Q

where F ~ A" B Kx contains A?c-p which is isomorphic to a direct summand of

Fx , In particular, we have that
Supp A/Ig{E) =Supp E .
()
r -~ p . 79
I,(E 9Ey) = p+§=r I, (8)) ~ T, (Ey)

(e) If A is a noetherian adic ring, then

A/Ii(E) = 1im A/IE (&)
v v

where l\::t;i.\;ml-\V and EvnE%AV .

In view of the property 5.1(a), our definition of Fitting ideals is readily
globalized, Thus let X be any scheme, and E a quasi-coherent X-module of
finite presentation. We then obtain a sequence of quasi-ccherent ideal sheaves

li(@_) for p 2z 0 defined by

T, E) ¥Ry, o ) TW E)
==

for every affine open subset U CX .,

Now let X 2 Y be a morphism of schemes, The relative Kihler-differentials
QX‘Y(“ f&gY) is a quasi-coherent X-module, If the morphism X =Y is of essential-
ly finite presentation, then —Q—X{Y is a quasi-coherent X-module of finite presen-

tation, and in turn we may consider the ideal sheaves Ip(ﬁ ) ..
=Xy

Definition 5.2, Let X - Y be a morphism of essentially finite presentation,

Por each integer p 2 0 , we define J§(X{Y) to be the closed subscheme of X
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defined by the ideal sheaf _];)IQ(X]Y) = £§(QX[Y) , called the Jacobian subschemes

of X over Y ., For each point x € X , we set X, = Spec(gx x) .

Theorem 5.3, Let X 2 Y Dbe a morphism of essentially finite presentation, Then

(1) For any base change Y&« Y' , the canonical map

J}IZ: (x'|y") = J§(XlY) 3 Y' is an isomorphism for all p where X' =X S)a‘( Yo,

(2) For_each polnt x € X , we have the canonical isomorphism

b Pyt
Jxx(xxt,y) 3 oY), .

() xY) Saxly) DEx]Y) D..., and x § RH(X}Y) for anl

(4)y x i JE(X[Y) if and only if there exists an open neighbourhood U

of x which admits a closed immersion into a Y-scheme U' sueh that U' is

smooth over ¥ at x' and dim_, U’

= Yoy i under
£(x) p where X is the image of x

u=u

(5) ;;’(1 TR %, 1¥) = mir ﬂf_l_f(’l(xl \Y)-ﬂ;;?cg (%, )

™, . X i
where i }S_ ¥ X2 g Xi is the projection.

Proof: (3) follows from 5,1(b) whereas (1) follows from 5,1(a) together with the
N . o 5 Loy Xyt ; -
fact that P QX,Y EX’ [yt isan isomorphism where P : X ¥ ¥' »X is the pro

Jection, (2) also follows from 5,1(a) since Q’QX v is an iso-

I 0.
“X,X gx ”“XgY "

morphism (5) follows from 5,1(d) and the isomorphism
- 3
. & i nxl X
19-'x1 v EQ-XQIY D ¥ xly

(4) Assume the existence of a diagram

U
fl
Y

<,.....__i_...__.. gt



where U' is smooth over Y at x' = 1(x) and dim 'Uf(x) =D

dimn(x'}QU’ (x') =p and 1 QU - C is exact, so that

. Then

dimu(x)gUiY(X) S p which implies that x ¢ Jg(U]Y) by 5.3(3). Since

JS(U{Y} = Ji(X§Y}iU , this means that x § Ji(X}Y} . Now assume conversely that
x § Rl .
The question being local, we may assume that X, ¥ are both affine, say

X = Spec(B) , ¥ = Spec(A) ., Choose a presentation over A
C2J2pP>B=gQ

2
where P = A[xl,...,xn] . Then J/J 4 B % Q - nBiA “4 0 1is exact and

PlA

B ? QP%A is B-free of rank n , and therefore
1% _ n=p = #* Bt
IB(QB‘A) = Im("A J/JQ g (B % ﬁPnP!A) - B) . Therefore, X ¢ JX(XIY) ® there

exists fl,...,f

pp In J such that [det( )](x} £ 0 for some choice of n-p

variables among Xys xe,...,xn there exists l’ fz""’fn—p in J such that

SPGC(P/{fl,...,fn_p)) - Spec(A) 1is smooth at x' where x' is the image of x
under Spec(B) = Spec(P/(fy,...,f ) . Thus it suffices to take

n-p
1 ©
U’ o= Spec(P/(fl,...,fn_p}) .

The following is a generalization of the usual Jacobian criteria for

relative situation.

Theorem 5.4, Let X i;Y be a morphism of essentially finite presentation., Assume

that there exists a fixed integer n 2 O with either conditions:

(1) £ 4is flat and dimxxf(x) =n for every point x € X ,

(2) £ is a relative complete-intersection with virtual dimension n

{SGA6 VIIT 1.9).

Then x ¢ J;(XKY) 1f and only if f is smooth at x .

Proof: We have, by 5.3(4) that x ¢ J;(XIY) if and only if there exists a

diagram
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such that f' is smooth at x' and dimx’U'f(x) =n , where 1 is a closed
immersion and x' = i(x) . Thus it suffices to show that either conditions (1) or
(2) entails the isomorphism of i at the point x , Set A = gf,f(x) R

B' = OU' x[ s B = OU % and let
3 k4

0~>I~B 2B~0
be exact, We must show that I = 0 , Assume (1). Since B is A-flat,
0= I/ml - B'/mB' - B/mB -0

is exact where m is the maximal ideal of A ., By hypothesis,

o 1 ] | B 1 t
dimef(x) = dimx. F(x) S° that dim B'/mB' = dim B/mB . However B'/mB' 1isa
regular local ring and therefore it entails that I/_qI =0 so that I =0 . Now

assume (2), and consider the exact sequence

/128 B g By 2B, 20

Since X is a relative complete-intersection over Y and U' 2 Y is smooth at
x , it follows that 4 : I/l"2 -8B %, QB' ia is injective at x and I/I2 and
B g, QB. l p are both free at x ., Therefore by the definition of virtual dimension

of relative complete-intersection we must have that

)I/I2(X)

n = dimn(x)nB' lA(x') - dimn(x)l/la(x) =1n - dimn(x

i.e., I/12=0 ie., I=0 .,

Definition 5.5, Let X 5 Y be a morphism of essentially finite presentation,

In case when there exists a fixed integer n with the property (1) _or (2) in 5.4,
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we set L (X[¥) = L(x[¥) and 5,(x|v) = S(x[v) .

We can extend this notion to formal schemes in an obvious manner,

Thus let X be a noetherian formal scheme and E a coherent Lemodule.

Then we can define the ideal sheaf ;_i(g) by setting
P P
.I_x(E)(U) = II(U)(E-(U))
for every affine open UC X , If Y= 1;‘;11 Xv , then E = 1jm _E_iq where
v v

E,=E g Oy and it follows from the fact that X is noetherian that
=L v

P ST
IyE) = 1im I, (E)
v v

Now let 8 ©be a noetherian formal scheme and X an S-adic formal scheme
of essentially finite type. let —I—I be the ideal sheaf defining the c¢losed immer-

sion A : X~ Ié X {= the fibre-product in the category of formal schemes) i.e.,
0PIy 70 17870

is exact, We define -QI'§S = Zx/li . Since YL is an S-adic formal scheme of

essentially finite type, it follows that X = l%,m Xv where Kv = 1§ Sv » and

o
hence QI\S l%_r.n Q_lesv is a coherent Y~module. We note that for any formal

S-scheme S' of finite type, we have a canonical isomorphism
Q et = Ou { .
Ly s'[s =5 & xS

Definition 5.6. Let S Jbe a noetherian formal scheme and X an S-adic formal

scheme of essentially finite type. We define the ideal sheaf 2%(1\8) by

Bils) = oy )

and we set Ji(lls) the formal closed subscheme of X defined by ;‘;(Iis) .

Since Q = 1im we have
X|s = nxnisn
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15(X|s) = :%_m z§n(xnxsn)
aF(xls) = 1r;1,m Jin(xnlsn) .

I'(x) is an S-adic formal scheme of essentially finite type and we have

a commutative diagram

iLg) > X

Tg)

*x)

We note that if x 1is an isolated point of X , then i(x) R 1(2) are both

isomorphisms to the connected component of X containing the point x .

In particular, if \Ilg = {xl,...,xm} is a finite discrete space, then

we have a canonical identification L= _u_ “L( ) (disjoint uwnion).
15 ism 4

Corcllary 5,7. let S be a noetherian formal scheme, and XL an S-adic formal

scheme of essentially finite type., We then have

(1) J%X|S) commutes with base chanze i.e., Jo.(X'18') = J2(Xs) ¥ s
X X X 8

where I='L§S’ .

{2) The connected components of J%(“.C{S) is in bijective correspondence

with that of J}iz (Xoiso) . For each point x € }J)EZ (Xoiso)‘g we have a canonical
0 0

isomorphism J%(Iis)(x} ’-:'in (I(X}is) . In particular if
(=)

’J}Izo(xo‘so)l = {Xllcnosxm}

is discrete, then

Balsy - 1L 2 @ s
X l 1538 'L(Xi) (Xi)l

(d8isjoint union).
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(3) Let S be an ordinary noetherian scheme and X an S-scheme of

essentially finite type. Given a closed subscheme SO €S , let S be the formal

completion of S along S

o *
If we set

~

X=X § S = the formal completion of X along X, =X § SO » then

0

~(xX]8) = JR(x[s) ¥ 5 = the formal completion of Jp(x]s) alons 5 (Xl .
X 0

(4) If there exists a fixed integer n 2 O with the property 5.4(1) or

(2) for X, "~ Sv for all v , then x §J§(I{S) if and only if X is formally

smooth over S at x

Proof: (1) follows from 91, Is" ﬁgs, %S 9118 whereas (2) follows from
0 % ~qQ )
L g}ﬁls X Is
(3) R(xls) - SELIN (xgs, 1) = 14m F(x|s)gs, = J§(X\8)§§ .
X v §Sv v

{4) Since X is an S-adic formal scheme, X~ S is formally smooth at
x® X, 2§, is formally smooth at x for all v & x ¢ J?{ (Xy|Sy) for all v
)
@ x ¢ 1im Jg‘c (x,ls) = J’?:(I,IS) .
M v
Remark 5.8. Let L be an S-adic formal scheme of essentially finite type., Given

PAN
a point x € X we also consider the S-adic formal scheme X = 1im Spec{0. ).
(5\() v '_XVJX

We thus have the natural morphisms X5, » 1 - L ., Now /O\ is in general
x) (%) “XysX
not essentially finite type over S(y) where y = the image of x under X -85S .

For simplicity, let us set AV = QXV,X » Rv = _%V’y . Now the natural map
9} - M ind: i i /f;\ »/O\

) iR 2y \R induces an isomorphism A lR ) lR , and therefore

v ity v vity vy

v
VAN N
1im Q 3 1im where /N stands for the separable completion of a
& AR, AR

module with respect to the topology induced from the ring, Therefore if we define
N A N
0 = lim s then QI

is a coherent %, ..-module, Thus if
Loyls =& O,,x'% @) (%)
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we set Jl.i (X 2 ﬁS) to be the formal closed subscheme of X 2 defined by the
@ @ ®)

P
ideal sheaf II(Q)(I(Q) ls) = 1§ , then we have

@ 1)
@) K ls

J‘;(x)(x(x) 15) gy & Jl;(ﬁ)(:cmls) .

We note that if X 1s an isolated point of JY(X|S) , then

P
b

(X ‘S) -2 (X IS} 1is an isomorphism,

To consider the "image" of J%(I]S) under the morphism Igs , one
may simply take the formal subscheme of S defined by the ideal sheaves
Ker(gS -» Q_I/I%(Iis)) . However, it is more convenient for our purpose to use the

Fitting ideal again.

Definition 5.9. Let S be a noetherian formal scheme and f : X =3 an S-adic

formal scheme of essentially finite type. Assume that JI.;(I{S) is proper over S ,

so that 40 is a coherent O,-module. We then define the ideal sheaf
= CRs) =5
X

1g(xls) of og Iy

12(X]s) = 12(£, 0 )
15 =5 ﬁ"J%(Ils)

and set J§(I|S) to be the closed formal subscheme of S defined by the ideal

sheaf };};(I‘S) . In case when there exists a fixed integer n having the pro-

perty (1) or (2) in 5.% for X, *8, forall v , Wweset

]

Ixs) = Ixls) . aglxls) = Rxls)
I (Xs) = guls) , g (Xls) = Jg(xls)

Corollary 5.10. Iet 8 be a noetherian formal scheme and X Ls an S-adic

formal scheme, essentially of finite type such that J%(Ils) is proper over 8 .,

Then

(1) log(X|s)| = the image of [9§(X|8)| under £ :X-s .
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(2) Jg(I]S) commute with base change i.e., Joi(X'|s') = Jg(lis) ¥s' .

(3) 1 J (X‘S) J_l. u(i) (disjoint union), then
1S i n

P i 0
;S(Ils) = 115 i ;s(fﬁgy(i)) . In particular if

1J§O(XOISO)§ = baeenx

is discrete, then

o) = T oyl =TT B0 )l

1= ism 12 ism

(4) Let S Ye an ordinary noetherian scheme and X an S-scheme of

essentially finite type, Given a closed gubscheme SO =S , let S be the formal

= the formal completion of X

w>

completion of S along S

0 . If we set X=X§

i

along X, =X & S, » then JE(X[S) = Jg(xls) ¥ S = the formal completion of
S

Jg(xls) _along % (X,l8)) .

0 o}

Proof: Supp £40 = ng(X!S)! by 5.1(c), and hence (1) follows, (2) and (4)
- aB(x]s)

are clear from 5,1(a), and (3) follows from 5.1(d), and the isomorphism
~ D p
JI { (Q)IS) = a3 (}kx}¥s) for an isolated point x in JI(IlS) .
®) (=)

Remark 5,11, Our definition of Jacobian ideal, adopted from the classical one
over base field, commutes with base change and gives a smoothness criteria under
a mild condition of 5.4, However one can define, probably in many different ways,
a canonical subscheme which gives the non-smooth locus in a general setting. We

shall outline one here: Given an A-algebra B , define I (\ Ann D (BIA E)

BlA T
where E runs through all B-modules of finite type. This ideal IBEA commutes
with localizations by 3.13(c), and therefore, given a morphism X —£~C>Y N

we obtain the ideal sheaf inY . If f is a morphism of essentially finite
type, then f is smooth at x if and only if x ¢ Supp QXKQX‘Y by 3.13{a).

This notion is in an obvious way carried over to adic formal schemes of essentially
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finite type and thus it is equally suitable for deformation theory,

6, Non-degenerate quadratic singularities

The objective in this section is to investigate the deformations of a
k-scheme having non-degenerate quadratic singularities only. In view of 4,13, it

becomes purely a local problem in an appropriate situation,

We go back to the notations of §4, Thus A is a fixed complete noetherian
local ring with the residue field k , and QA stands for the category of local

artinian A-algebras with the same residue field k

Let X be a k-scheme of finite type, and let X Dbe a closed point of

X . We recall that the point x is said to be a non-degenerate quadratic singu-

larity rational over k if 0,  —Xk [fxl,...,xn]]/(f) with

(af/axl,...,af/axn) = (xl,...,xn) . One can always assume f to be a quadratic

form, Indeed we have

Lemma 6,1, Iet f € k[Lxl,...,xnn < I (30/8x ...,/ /3 ) = M {= (xl,...,xn)),

then one can find xl',...,xn' with X, = xi' (mod h?) such that

f = q(xl’,...,xn’) where q 1is a quadratic form,

Proof: We do this by a successive approximation, Write [ = f2 + h.,, where £

3 2
is a quadratic form and h3 €w . Since (af/axl,...,af/axn) = M , there exists
Cl(l),...,€n{1) in M such that T ei(l) Bf/axi = by (mod Mh) . If we set

Xi(l) = Xi - €i(l) s then f(xl(l),...,xn(l>) =

4
f(xl,...,xn) - €1(1) af/Bxi 4 e = fg(xl,...,xn) (mod M) 1i,e.,

1) 4

1
f(xl( ,...,xn( )} = f2(xl""’xn} +Ty with hy €M . Now

(af/axl(l),...,af/axn(l)) = (Bf/axl,...,Bf/axn) = M and therefore we can choose
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61(2),...,€n(2) in M3 such that I 61(2) 3f/axu(l) =hy {mod M5) . Then
f(xl(l) - €1<2)""’Xn(1) - en(a)) = f(xl(l),..,,xn(l)) - €i(2>af/axi(l)+ eoe
= fQ(xl"“’xn) (mod MS) . Continuing this process we can find

e, 1), ¢, @, ¢ 0)

1

sees (1 =1,2,...,n) with ei(v) € MV+1 such that if we set

xi(v> =% - (ei(:L> Foaua ei(v)) then f(xl<v),...,xn(v)) = fz(xl,...,xn)

i

= fz(xlsnao:xn) i.e., f(xl:-oo:xn) = f2(xl+€1""’xn+€n) .

v+3 , ) _
(mod M) . Thus if we set € = 3 € then f(xl-el,...,xn—en) =

Lemma 6.2, Let AO be a local k-algebra, essentially of finite type such that

Ry % Kllxy % JV(0)

P

where f 1s a non-degenerate quadratic form, and let (R, X) be a formal versal

deformation of XO = Spec(AO) . Then

(1) JI('L\R) - JR(I\R) - Spec(A) are both isomorphisms,

(2) JR(IlR) is a principal ideal in R generated by a free formal
generator of R over A 1i.e. IR(XIR) = (t) and R = A[[t]] .

(3) X - Spec(A) is formally smooth,

Proof: We set X = Spf{A) . By 4.10(b), (R, Spf(A)) is a formal versal defor-
mation of XO = Spec(Ao) where AO = %%Q A ®R Rv .

R b _
Now Ay =x[[x,,...,x 1/(f) and (3f /@) 500,00/ ) = (xy50000x ) in

it

kEEXl,...,Xn]j . It follows readily that [M. (k[e])] =k and, by 4,14, we get
X

0

R = NIt)] and A =R[Ix,..x JV(F - t)

where F 1is a quadratic polynomial in A[xl,...,xn'j ( CRE[xl,...,xnﬂ )
obtained from f by lifting the coefficients to L . Now

0 » a S0

”~ o~ ~
, P [ -
Ad_xl &, .., %)Ad}:n %ER 0
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is exact where df : A = Adxl ©.,,. & Ad.xn iz given by

1~ (af/all)dxl + oeee F (3f/axn)dxn , and therefore
I@(AlR) = (aF/3x ,...,aF/an) = (xl,...,xn) , and hence

A/Iﬁ(AiR} = A/(Xl:---;xn) = RE[X].’”"xn]l/(xl""’xn’F - t) =A

i,e.,, the canonical map A= A/I'A(A ‘R) is an isomorphism., It follows that
A= A/IA(A‘R) is an isomorphism, and consequently A - R/IR(MR) is also an
isomorphism, This proves {1) and (2). On the other hand, (3) follows from
A= - ~ 1 - ~

A= RLx e nx TV - 1) = Nltxg,en0x JV/F - £) = Mlx,ex 1] as

A-algebras.

Corollary 6.3. Let X, ke a k-scheme of finite type, and let x in X, be a

non-degenerate quadratic singularity rational over k

(1) Zet (R, 1), (R, ¥) be any two deformations of X, where

0

“ 2 ~ .
R € ob(gA) . Assume that % = k= , Then 1(2) = U(g) as R-adic formal schemeg if
and only if IR(I(X) R) = IR(I,}(X) r)

(2) Let R E€ ob(gA) be a regular local ring, and let (R, L) Dbe a

deformation of XO . Then OI

x is a regular local ring if and only if
¢4

2 ., . . . . .
IR(I(X) }R) Q:_rr_xR i.e., if and only if IR(I(X) lR) is a regular divisor in

Spf(R) .

Proof: let (RO, Z) be a formal versal deformation of Spec(gX x) . Since x
o’
in XO is a non-degenerate guadratic singularity rational over k , we may

assume that Ry = N[t]] anda z = Spf(RO[[xl,...,xn]}/(F - %)) as in 6.2,
(1) (R, l(g)) s (R, 1;}(2)) are deformations of Spec(_gxo’x) , and there-
fore they are induced from (Ro, Z) by continuous local f~algebra maps
©, ¥ RO - R respectively, i.e., if we set a = ¢©{t) , b = §(t) , then
1(2} =8pf (RIIX, ..., X JV/(R - a))
Y ~ r "
®) = sprRLLX ..., X JV(F - b))

add . = |
as R-adic formal schemes, Assume that IR(I(X) lR) = IR(‘J(X) iR) i.e.,
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(a) = (®) in R , Then a = ab for some unit u in R . Since 1-:=k2 and R

2
is complete, we can write u = V2 for some unit v in R , i,e., a=v b ,

Then (F - b) = (V2F -a) , so that X, = in establishes an R-algebra isomor-

phism R[[Xl,...,Xnﬂ/(F - a) o R[E){l,...,xn]]/(F - b) since F is a qua-
dratic form, The other direction is trivial.

(2) There exists a continuous local A-algebra map ¢ : Ry = N[l =R
such that 1&} = Spf(R[[Xl,...,Xn]]/(F - @(t))) . We note that
Tp(T IR) = (Xg)IR) = (o(+)) , and tmat RCLX,....X JV/(F - (v)) = Oy
is regular if and only if Q-I,x is regular, Now R is regular and hence
R[[Xl:...,xn]] is also a regular local ring. Thus if we set M +to be the maximal
ideal of R[{Xl,...,Xn]:} , then R{EXl,...,Xn]}/(F - ¢(t)) 1is regular if and
only if P - ¢(t) is not in I‘/l2 , i.e, if and only if o(t) ¢9R2 , i.e., if
and only if IR(I'(X) [1:3) 4:232 .

Theorem 6.4, ILet X, be a k-scheme of finite type with isolated non-smooth

points only, and let (R, 1) be a formal versal deformation of XO . Denote by

{zl,...,zm} the set of non-smooth points in XO . Assume that HE(X y 2)(2 ) =0
0

and all zi's are non-degenerate quadratic singularity rational over k ., Then

(1) R is formally smooth over A i,e,, R is a formal power-series

ring over A
(2) JI(I,‘R) = .J._I_ Iy (I’(z )lR) (disjoint union), and
154 Sm (zi) i

JI( )(1(2_>‘R) o JR(I(zi)‘R) is an isomorphism;
z; i

(3) I.R('L(Z )IR) is a principal ideal and in turn so is
i

IR(I{R) = 1;];]; ) IR(X(Zi)]R) . Furthermore if we set IR(I(Zi)]R) = (t;) , then

tl ""’tm can be extended to a gystem of free formal generators of R over A

(ag formal power-series ring over A ).

{4 X - Spec(A} is smooth, i.e, J.L(x‘f\) =¢.
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(5) If XO is a complete irreducible curve, then dim MX =38 -3 +a
- 0
1 . O ¢]
where g = dimk H (XO, Q_XO) and a = dim_H X, _D_XO) .

Proof: (1) follows from (2) and (3): The first statement of (2) follows from

5.7(2). Now let (R,, Y.) be a formal versal deformation of Spec(0, ).
i i XO’Zi
Since (R, I’(g )) is a deformation of Spec (QX z ), there exists a continuous
i 0’71

local A-algebra maps <pi = Ri <+ R with a cartesian diagram

XL >
(2,) 1

Spr(R) > Spf(Ri)
Spf (¢, )

Therefore we have

J (% R) = J X R) =g, (4 IR} X Spf(R)
I(zi) {Zi)l ’ I‘(ﬁi) (21)‘ Yy 1 1Ry Spf(R, ) ?
JR(’L(Zi)iR) = JR(I(Ei)lR) = JRi(LJi =) spr)gni) Spf(R) .

Since Ty (lgi |Ri) = Jp (lgi IRi) is an isomorphism by 6,2(1), we have that the
“i i

canonical morphism J (X R) »J_(X R) is an isomorphism, Now
X (z.) R*(z,)
(z,) Vi 1

IRi(‘éi ‘Ri) = (ui) = (ui) with R, = A[[ui]] by 6.2(2), and therefore

Ta (X)) = Tp(hp )R = (2

n
where %, = ¢, (u,) , and therefore (XRr) = . 1 I,(X Ry = (I t,) .
1= %y Tr L% 15 g Rz o

Now gs__xxo d ;&0‘ (21) X ves X i&o’(gm) is smooth by and therefore

Rl ®A ‘e ®A Rm *+R is formally smooth by 4.13, which implies that tl,...,tm is

extended to a system of free formal generators of R over A .
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o5
(%) The projection morphism 1(21) ui XSpf(Ri) Spf(R) = ui is formally

Spf (¢, )
smooth since Spf(R) —_— Spf(Ri) is formally smooth. On the other hand,

k}i - Spec(A) 1is formally smooth by 6.2(3) and therefore I(g y Spec(h) is

i
formally smooth. Consequently X - Spec(A) is formally smooth since {zl "“’Zm}
is the set of non-smooth points of XO .

(5) Since R is formally smooth over A and

o-»ui(x, ) »m xle)l-w(x, Di) =0
0 B, -NS(O 2,

is exact by 4.4 and 4,11, we have

it

dim MX
0

dim k ® R = dim_ H (X, DO ) + dim HO(X., DL )
X Bx 0’ Bk

i

0O
dim, i (X, _I?_XO) +mo.
Then it suffices to show that

aim (X, D0 ) +m=3g - 3 + dim HE(X., DO )
k 2 % 2,

i.e., x(gg ) =3-3g +m
o

where we set ¥(E) = dimk HO(XO, E) - dim}_ Hl(X » E) for any coherent Xo-module

E . Since l@_g ) does not change when one replaces the base field k by its
0

algebraic closure, we may assume that k 1is algebraically closed, Set A = QX . ?
O’

where 2 1is a non-smooth point of XO , and let A' Dbe its normalization.

By hypothesis, we have A = x[[x,y1V(f) where f is a non-degenerate quadratic
form, Since k is algebraically closed, we may assume that £ =xy , i.e.,

A= x[ix,y1V/(xy) . From this we conclude immediately that 4(A'/A) =1 and
Derk(A, pg_A) = Derk(A, A) . Iet C be the conductor of A in A' . Since A

is a complete-intersection we must have that 4(4/C) = 4(A'/A) =1 so0 that

C=m, .We thus obtain that A' = {a' €K| a'my ©m;} where K is the fraction
field of A . We now claim that Derk(A, A) CDerk(A’, A') as A-modules contained

in Der,{(K, K) . Indeed, let X € Derk(A, A) . Then for any a' € A' and
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x € m, we have xa' € m, so that X(xa') € m, and a'X(x) € m, since
Derk(A, QA) = Derk(A, A) . Consequently X{xa') = a'X(x) + xX(a') entails that
xX(a') € m, for all x € m, , and therefore X(a') € A" , Purthermore, the

exact sequence

o = Derk(A, A) = Derk(A', A') = A'/EAA' - 0
entails the exact sequence

0o - Derk(A, A) -’Derk(A’, A') > At/C =0

Therefore if we set Xé to be the normalization of XO , then

0 «9;%2 - 2;’ -» QX'/C -0
0 0 0

is exact, Since J(.O

L(QX./C) = 2&(QX./9X } = 2m , whereas xjg;,) = 3 ~ 3{g-m) by Riemann-Roch
(0] 0 0 0

is locally a complete-intersection, we have

theorem, Consequently

x(gio> - x(g%)) - 4Qyr/6) = 3 - Slgm) - 2w =3 - s v m
0

This completes our proof,
Remark 6.5, In the formula 6.4{5), the number a = HO(XO, Q§ )} can be easily
(0]

computed in terms of Riemann~Roch theorem, Thus

o] if g =2
8 = 1 if g=1

Finally we add a remark on characteristic 2, If the characteristic of the
base field k is 2 , there is no non-degenerate quadratic form on n variables
if n is odd, In other words there does not exist a non-degenerate quadratic
singularity of even dimension if char k = 2 ., In this case one may consider a

guadratic form of maximum non-degeneracy:
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Definition 6,6, Iet X be a k-scheme of finite type. A closed point z € X is

called an ordinary guadratic singularity rational over k if the following holds:

X
a 1is a non-~degenerate quadratic singularity rational over k .,

(1) If either char k # 2 or char k=2 and dim O, is odd, then

(11) If char kX = 2 and dim Oy , Ais even, then
3

k®op = KXy X, weus X5 V() with
£ o= Xg + X1X2 + X3X2* +oeas F X2n—1X2n

where k is the algebraic closure of k

Lemma 6.7. Let k be a field of characteristic 2 and set

AO =x[{x,, X’l’ e ,inﬂ/(f) where

2
=Xy XX + X+ vee + X5 1% s

and let (R, X) be a formal versal deformation of XO = Spec(AO) . Then

R = N[t, t1]3 s where t, t, are free formal generators of R over A , such

1
that IR('I,‘R) = (t2) , and X 2 8pec(A) is formally smooth,

Proof: We set X = Spf(A) . Since

of 9
(f’ %}E‘“ 3 eee gx"f'\— ) = (XQ: X—], e 3 in) »
0 2n )

1t follows that D'(Ajlk, A)) = KX V(XZ) and therefore [M (k[e])] is
o

2-dimensional vector space over k . Furthermore, it follows from 4,14 that

R = AL, t,]] ana A =RI[X,, X, ... X, JV(®)

where F =f + tl + tX . Now the exact sequence

0
0-a-F o pax ©... @ax. -0, =0
0ttt 2n AR
where
aF = 1 = Z %%—dx.+dxo N
0% isen 1t
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entails that

2
IA(AIR) (t, X5 Xps eans x2n) = (XO +t t Xy e xgn)

it

so that

AT AIR) 2 8/08 + b, 6 xps s x,) = NIt XIVOE - 1)

Since A[[tl, XOJJ/(Xg - %) ®R/(t) ®R/(t) as R-modules, it follows that

IR(A\R) = (tz) , which proves our first assertion. On the other hand,
2
~ 3
A=At b, x5 Xys wes xp JV(XD + XX, + oo + Xy (X o+ 2K+ 1)

= AL, Xy XpaeensXy, 1]
and therefore A is formally smooth over A .

The above statement 6.7 yields a similar result as 6,4, proof of which we

leave to the readers.

Corollary 6.8. ILet Xb be a k-scheme of finite type with isolated non-smooth

2
points only such that H (X., Qg ) =0 , and let (R, X) be a formal versal
0
deformation of XO . Denote by {zl, a3 zm} the set of non-smooth points in
XO , and assume that char k¥ = 2 , dim XO is even, and all zi's are ordinary

guadratic singularities., Then

(1) R is formally smooth over A

(2) IR(l(z )ER) is a principal ideal and in turn so is
' i
2
;R(IIR) = J1gsnm IR(x(zi)lH) . Furthermore, IR(I(zi)‘R) = (ti) and

tl’ cer tm can be extended to a system of free formal generators of R over

A,

(3) X~ Spec{l) is formally smooth

(4) If k is algebraically closed and X, isa complete irreducible

curve, then dim ﬂx =3 -3 +a where g = dimkﬁl(xo, Oy ) and
O [}
. O O
a = dlmkH (XO’ QXO)

.
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SGA 7

EXPOSE VIl

BIEXTENSIONS DE FAISCEAUX DE GROUPES

par A. Grothendieck

0. Introduction

La notion de biextension a &té introduite par D. MUMFORD (6], dans
le contexte des groupes formels, pour exprimer de fagon commode les relations
entre les groupes formels associés 3 un schéma abélien et le schéma abélien
dual., Dans le présent exposé, nous faisons une étude systématique de cette
notion dans le contexte général des faisceaux en groupes sur un site donné,
et montrons notamment que cette notion s'insére de fagpn remarquablement
simple dans le formalisme cohomologique classique des é et RHom (3.6.4 et
3.6.5). Dans l'exposé sulvant, nous expliciterons les cas particuliers les
plus intéressants, et notamment le cas des biextensions de schémas en groupes
par le groupe multiplicatif gm (en travaillant avec des sites tels que le
site zariskien, ou le site fpqc, ou quelque site intermédiaire) ; on verra
en particulier que si A et B sont deux schémas agbéliens sur un schéma S,
les biextensions de (4A,B) par Qm ont une interprétation remarquable comme
étant, essentiellement, les clmsiques correspondances divisorielles sur 4,3 .,
Ainsi se trouve explicité de fagon fort commode la siénification cohomolo-
gique de la notion de correspondance divisorielle (implicite déja dans le
théor2me de dualité de Tate des variétés gbéliennes sur des corps p-adiques),
Cette interprétation des correspondances divisorielles est également commode

pour "suivre" le destin d'unme telle correspondance, quand on fait "dégénérer”
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A et B (supposés définis sur le corps des fractions d'un anneau de valuation
discr2te) 2 1'aide de la théorie de Néron : les résultats de VIII nous
montreront qu'on trouve par exemple une biextension du couple des compo-
santes neutres des moddles de Néron, d'ol une biextension des fibres spécia-
les connexes des modéles de Néron, jouant le rdle d'une spécialisation de

la correspondance divisorieile de départ, Ces résultats seront utilisés

dans IX, en conjonction avec le théor2me de monodromie (I 3) , pour prouver
certains résultats sur les modeles de Néron des variétés abéliennes (le
plus important étant le "théordme de réduction semi-stable" pour le modele
de Néron).

Dans tout ce qui suit, on travaille (sauf mention expresse du
contraire) dans un U-topos fixé, noté T, i.e. (SGA & IV) T est une catégorie
équivalente 2 1la catégorie des faisceaux sur un U-site convenable {(qu'on
peut prendre, si om veut, égal 2 T , muni de sa topologie canonique), On
identifiera souvent, dans la terminologie, les objets de T avec les faisceaux
(d'ensembles) sur T. Les Groupes, extensions de Groupes etc, dont il s'agira

seront tous relatifs 4 ce topos T.

1. Compléments sur les extensions de Groupes

1.1. Soient P et G deux Groupes de T, et

(1.1.1) 1'—>G;EL9P-—%1

une extension de P par G ; donc E est un Groupe, j : E —> P est un épimor-
phisme de Groupes, et i induit un isomorphisme de G avec Ker j. Nous allons
réinterpréter la donnée d'une telle extension en termes différents, qui nous

seront commodes dans la définition et 1'étude des biextensions.
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1.1.2. Tout d'gbord, 1l'homomorphisme i permet de faire opérer G de deux

fagons sur E, a gauche et & droite, en posant

g¥Xe' = 1(g)xi(g")
pour g,g' € G(8), x € E(S) (S un objet quelconque de T). Si on considére E
grace & j comme un objet "au-dessus de P" i.e, comme un objet du topos induit
E/P » alors il revient au méme de dire que le groupe induit GP = GXP par G
dans I/P opére sur E 4 gauche et 2 droite, De plus, il est bien connu que
1fune et 1'autre opération fait de E un torseur {2 gauche resp. & droite)
sur P, de groupe GP , et que l'on obtient méme, plus précisément, un
bitorseur sous (GP,GP). Rappelons [2] que cela signifie que E est un torseur
a droite Ed par l'action droite de GP , et que 1'action gauche induit un
isomorphisme de GP avec le Groupe des automorphismes de Ed (= faisceau en
groupes des automorphismes de E qui commutent 2 1'action droite de GP sur E).
Cette condition est équivalente 3 la condition symétrique, savoir que l'action
gauche de GP sur E fait de E un torseur & gauche Es’ et que l'action droite

induit un isomorphisme du Groupe opposé GPo de G, avec le Groupe des auto-

P

morphismes de Es‘

1,1.2.1, Lorsque T est le "topos ponctuel” i,e. est la catégorie des ensem-
bles (équivalente 2 la catégorie des faisceaux sur 1l'espace topologique
ponctuel), donc que P et G sont des groupes ordinaires, alors la donnée
d'un bitorseur E sous (GP’GP) équivaut manifestement & la donnée, pour
tout p € P, d'un bitorseur Ep sous (G,G) (savoir la fibre de E en p). Une
interprétation analogue peut-&tre donnée dans le cas général, par la remar-
que que la donnée d'un bitorseur E sous (GP’GP) équivaut & la donnée, pour

tout "point” p € P(S) (S un objet quelconque de T), d'un bitorseur Ep sous
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le couple de Groupes (GS’GS) sur S, de fagon que la formation de Ep soit
"compatible avec les changements de base pour tout morphisme S§' -—> S " ;
i.e. si p' : §' —> P est le morphisme composé, on suppose donné de plus

un isomorphisme de bitorseurs de Pp’ avec l'image inverse de Pp par S' —=> 8§,
- ces lsomorphismes étant soumis & la condition habituelle de transitivité
pour le cas d'un composé de deux morphismes S" —> S' —> §, Quand on expli-
cite cet énoncé en langage canonique (SGA 1 VI ), il se réduit 2 la tau-
tologie suivante : la donnée d'un bitorseur sous le couple de Groupes (GP’GP)
sur P équivaut 2 une section cartésienne, sur la catégorie I/P , de 1a caté-
gorie fibrée des bitorseurs de groupe (GS,GS) sur une base variable § € ob I/P ;
plus précisément encore, le foncteur "valeur en P" induit une équivslence

de la catégorie des sections cartésiennes en question, avec la catégorie

des bitorseurs sous (GP’GP)' Cet énoncé résulte bien entendu trivialement

du fait que P est objet final de la catégorie base I/P de notre catégorie
fibrée ; donc pour toute catégorie fibrée sur Z/P le foncteur "valeur en S"
est une équivalence entre la catégorie des sections cartésiennes de ladite
catégorie fibrée, et la catégorie fibre en P, Néanmoins, malgré la nature
tautologique, cette interprétation nous sera utile pour exprimer certaines
compatibilités dans un langage proche du cas "ensembliste", en utilisant

des points 2 valeurs dans un objet S au lieu des points ordinaires.

1.1,3. La structure de bitorseur 1.1.2 sous (GP,GP) sur E, en termes de
la structure d'extension (1.1.1), n'utilisait qu'une partie de la structure
multiplicative de E, savoir la multiplication de couples de "points" dont
1'un au moins provient d'un point de G (via i). Nous allons maintenant

interpréter la structure multiplicative de E comme une structure supplémen-
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taire sur le bitorseur envisagé. Pour ceci, considérons d'abord deux sec-
tions p, p' de P, d'olt, avec les notations de 1.1.2,1 , deux bitorseurs
Ep , Ep' sous (G,G), savoir les images inverses dans E desdites sections
p,p' : e —> P (NB e désigne 1'objet final de T). Il est trivial alors

que la multiplication de E induit un morphisme d'objets de T

: ——s P
¢ B xRy pp!

qui satisfait, en termes des structures gauches et droites des trois bitor-
seurs en jeu (et en prenant comme d'habitude des points 3 valeurs dans un

objet S € ob T arbitraire)

plgx,x') = g olx,x') , olx,x'g") = olx,x")g'
(1.1.3.0
plxg,x') = plx,gx")
(g,g' € G(8), x € Pp(S), x' € Pp,(S)). La troisidme de ces relations s'in-

terpréte, en termes du produit fibré contracté [ 2]

G
P xP
P

¥ H

p

en disant que le morphisme ® se factorise en
G

©
P xP, —> P xp, —BBs p | .
PP P p PP

ol 1a premi2re fl2che est le morphisme canonique de passage au quotient,

D'autre part, les deux premi2res relations signifient que le morphisme

(1.1.3.1) ®© , : P xP Ppp'
qu'on vient d'obtenir est un homomorphisme de bitorseurs, compte tenu de

la structure de bitorseur sur le premier membre pour laquelle les opérations
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gauches (resp, droites) de G proviennent des opérations gauches (resp,
droites) de G sur le premier facteur Pp (resp. sur le deuxitme facteur Pp')'
Notons que (comme tout homomorphisme de bitorseurs sous un couple de Groupes
donné) 1'homomorphisme qb’p, est nécessairement un isomorphisme.

La définition de 1'isomorphisme précédent (1.1.3.1) s'étend
aussitbt au cas ol p,p', au lieu d'8tre des sections de P, sont des points
de P & valeurs dans un objet quelconque 5 de T : il suffit d'appliquer ce

qui précéde au topos induit I/ et & l'extension de Groupes sur 5 déduite

S
de (1.1.1) par changement de base . On constate alors que la formation des
isomorphismes q%,p' précédents est "compatible avec tout changement de base'
§' —> S (i.e. correspond 2 un homomorphisme de sections cartésiennes de

la catégorie fibrée qu'on pense sur la catégorie I/PXP des doubles fléches
p,p' : S =3 P de but P). La donnée du systeme des @ p satisfaisant cette
condition revient encore, bien entendu, 2 la donnée de q%’P, dans le cas
"universel™, correspondant au cas ol S=PXP et olt p,p' sont respectivement
les deux projections 129 (i=1,2) de PXP dans P. Il s'interpréte alors comme

):

un isomorphisme de bitorseurs sous (GPXP’GPXP

(1.1.3.2) ©® : prT(E) prg(E) -Z R(E)

T ¢ PXP ~—> P
est le morphisme d'objets de T définissant la structure multiplicative du
Groupe P, C'est cependant sous la forme des domnnées (1,1.3.1) que les pro-
priétés de compatibilité qui vont suivre s'énoncent le plus commodément,

en évitant le recours 3 des diagrammes moins proches de 1'intuition,
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1.1.4, En écrivant les relations (1.1.3.0), qui nous ont permis d'exprimer
la loi de composition donnée sur E en termes d'isomorphismes de bitorseurs
(1.1.3.1), on a utilisé 1'associativité de cette loi de composition seu-
lement dans le cas du produit de trois "points'" de E dont un au moins pro-
vient d'un point de G, Si on veut exprimer 1'associativité complate en
termes des qb,p' , Oon est amené A écrire, pour trois points p,p',p" de P

(& valeurs dans un objet S de T), que le diagramme suivant est commutatif :

Epvapn
Pp,pr/id %ppt,p"
(1.1.4.1) EE B . Epp'p“
PP'D

LBag p,p'p"

Dans ce diagramme, nous avons écrit le produit contracté de bitorseurs sans
G,

signes x , étant entendu que la multiplication contractéede deux bitorseurs

Q.R se fait en utilisant (pour le passage au gquotient dans QXR) 1'epération

du groupe structural G 3 droite sur Q et & gauche sur R. On sait par ailleurs

que cette opération de produit contracté estassociative 2 un isomorphisme caronique
prés {2], et nous faisons 1'identification (EE JE, -~ E (E_ ,E ), en
PP P P P P
écrivant simplement les deux membres comme EpEp'Ep"' Les conventions évi-~
dentes de cette nature seront utilisées dans la suite de cet exposé, sans

8tre expressément signalées 3 chaque fois,

1.1.4.2. De méme que la donnée des isomorphismes mp P! (1.1.3.1) se ram2ne
3

au cas "universel" S=PxP, p=pr1,p' = pr, envisagé dans (1,1.3,2), de méme

2
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pour la vérification des conditions d'associativité (1.1.4.1), on peut
encore se bormer au cas "universel ol S=PXPxP, p=pr1,p’=pr2,p"=pr3 . Nous
laissons au lecteur le soin d'écrire le diagramme en question avec les

notations de son choix.

1.1.5. Réciproquement, les Groupes P et G de T é&tent supposés donnés, sup-
posons donné de plus un bitorseur
(1.1.5.1) j 1t E—>P

sous (GP,GP) (NB les deux actions de G_ sur E, ou ce qui revient au méme,

P
de G sur P, sont sous-entendues dans les notations), et d'autre part un

systéme d'isomorphismes de bitorseurs sur une base S variable

(1.1.5.2) : EE , > E ,p' € P(S)),
“p,p! pp' pp' P

compatibles avec changement de base S' —> S ; en d'autres termes, un iso-
morphisme de bitorseurs (1,1.3.2). Supposons que les diagrammes correspon-

dants (1.1.4.1) sont commutatifs. Je dis qu'il existe sur E une unique

structure d'extension de P par G, telle que les données précédentes se

déduisent de cette structure par les constructions de 1,1,2 et 1.1.3,

Notons d'abord que lorsqu'on prend dans {1.1.5.2) pour p,p' la

section unité 1 de P, on trouve un isomorphisme

G

(1.1.5.3) o E = E x B R

d'oli, en prenant le produit contracté (2 gauche, disons) des deux membres

avec le bitorseur inverse E. L de E; [2], un isomorphisme canonique

1

(1.1.5.4) E, -~ bitorseur unité G
1 s d

( = G opérant sur lui-méme par translations gauche et droite) compte tenu
P 8 s
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de 1'isomorphisme canonique

E. ,E, -~ bitorseur unité G
1 1 s

d
de loc.cit (valable pour tout bitorseur). Il revient au méme de dire qu'on

a une section 1E de E1 donc de E :

(1.1.5.5) IE € T(El) = Hom(e,El) < T(E)

(savoir 1'image par (1.1.5.4) de la section marquée de sGd)’ satisfaisant

la relation
g-lg = 1.8 (g € 6(s)) ,
et par construction cette section est caractérisée par la condition

(1.1.5.6) @1,1(12’15) =l .
D'autre part, la donnée d'un morphisme de torseurs ¢ (1.1.3.2) équivaut

manifestement 3 la donnée d'un morphisme

(1.1.5.7) Mg i BXE—>E , noté aussi (x,y) 3> xy

satisfaisant les conditions
(1.1.5.8) itxy) = 303y (x,y € E(8))

{i.e. j est compatible avec les structures multiplicatives ﬂt resp, T sur E

resp, P), et les trois relations (1.1.3.0) (en commengant de préférence par

la derni2re de celles-ci), Enfin, on définit un morphisme d'objetsde T

i: G—>E

par la formule

(1.1.5.9) i(g) = g.lp = 1.8
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(1'identité des deux derniers membres dans cette formule ayant déja été
noté avec la construction de 1E). Ceci posé, je dis que la loi de multi=-

plication ﬂE sur E fait de E un Groupe, admettant lE comme section unité,

que j : E~> P et i : G ~>E sont des homomorphismes de Groupes qui font

du Groupe E une extemsion de P par G.

En effet, 1'associativité de la loi de composition de E n'est
autre que la commutativité des diagrammes (1.1.4.1), La construction de ﬂt
via les isomorphismes ¢b’p, {(1.1.3.1) montre d'autre part que pour tout
x € E(S), les translations 2 gauche et 2 droite par x dans E{S) sont in-
jectives. Comme 1E E = lE par (1.1.5.6), on en conclut aussitdt que lE
est une unité bilatére de E. Nous laissons au lecteur la vérification de

l'existence d'un inverse d'un x € E(S) sur p € P(S), utilisant un isomor-

phisme canonique déduit de ¢$ P-l
3

(1.1.5.10) P = ().
° P

Donc E est bien un Groupe. On a déja signalé que j est compatible avec les
lois de composition {1.1,5.8), et il en est de méme de i, car on aura,

pour g,g' € G(S) :
i 1) = ' - 1 s .
i(g)i(g") (g.lE)(g .1E) (g.lE.g ) 1 (dernizre relation
d .1.3, = . gt ) = o 1 = 1
e (1.1.3.00) g IE g' (car IE est unité) g.(lE.g ) = g.(g .1E)

(1.1.5.9) = (gg‘).lE = i(gg'). .

Comme j est la projection structurale d'un torseur, c'est un épimorphisme
d'objets de T, il reste 3 voir que 1 induit un isomorphisme de G avec
Ker j = El’ ce qui est clair par la définition (1.1.5.9) et la construc-

tion de IE .
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1.1.6, HNous admettrons que les raisonnements précédents prouvent que
pour un topos fixé T, les constructions précédentes fournissent une &qui~

valence entre la catégorie des extensions de Groupes de T (1.1.1) (od P

et G comme E sont supposés variables), et la catégorie des systdmes

(P,6,E,), o P et G sont des Groupes de T, E un bitorseur sous (GP’GP)

sur P, enfin ¢ un_isomorphisme de bitorseurs (1.1.3.2) (ou si on préfére,

un systéme d'isomorphismes de bitorseurs (1,1.3.1) compatibles aux changee

ments de base), satisfaisant la condition d'associativité exprimée par la

commutativité du diagramme (1.1.4.2) (ou si on préfére, des diagrammes

(1.1.4.1)).
Nous laissons au lecteur le soin de faire l'explicitation évidente,
en termes du dictionnaire précédent, de la notion d'image inverse (resp.

directe) d'une extension (1.1.1) par un morphisme de Groupes

P* —> P (resp. ¢ —>G' ) ,
ou par ces deux opérations simultanément, Nous lui laissons également le
soin d'expliciter une compatibilité de 1'équivalence de catégories précé-

dente avec le foncteur image inverse f¥% par un morphisme de topos
f: T > T H

pour ceci, il y a lieu d'utiliser la donnée ¢p sous la forme (1.1.3.2) (de
préférence aux Oy pt de (1.1.3.1)), qui définit alors une donnée corres-
3

pondante £%(¢p) sur le topos T!.

1.2, Cas commutatif, Dans toute la suite & partir de 1.4, nous ne nous
intéresserons qu'aux extensions commutatives de Groupes. Nous supposerons

donc P et G commutatifs, et nous proposons ici d'expliciter, en termes
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de la description (P,G,E,m) d'une extension en termes de bitorseurs, le
fait que E est un Groupe commutatif, Une premidre condition évidemment
nécessaire (et qui exprime en fait celle que i(G) soit un sous-Groupe
central de E) est que les bitorseurs Ep {(p € P(8)) soient des torseurs
ordinaires, i.e. que les opérations gauches et droites de G sur Pp coin-
cident, 1l revient évidemment au méme de dire que E sur P est un torseur
ordinaire sous GP . (11 sera donc inutile dorénavant de parler de bitor-
seurs, et on ne regardera plus que des torseurs ordinaires,) Cette condi-
tion préliminaire étant supposée remplie, la condition de commutativité

de E s'exprime alors par la commutativité des diagrammes suivants (ol

p,p' € P(S8)) :

P
E E ' __RLE_Q E '
P P PP
(1.2.1) sym id
Py
E 'E _._Lbb E '
PP PP 3

ol la premiére fl2che verticale est 1l'isomorphisme canonique de commuta-
tivité (défini grace au fait que G est maintenant commutatif ; on a de
plus pp' = p'p puisque P est commutatif), Cette condition est &videmment
équivalente & la condition correspondante dans la situation universelle

S=PxP, p=pr1,p’ = Pr,, que nous nous dispensons de réécrire ici.

1.3. Relations avec les torseurs rigidifiés ou birigidifiés

1.3.1.0. Soient P un objet de T muni d'une section eps G un Groupe de T,

E un torseur sous Gy . On appelle rigidification de E (relativement 2 la

section donnée ep de P) une trivialisation du torseur El = e?(E) sous G,
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i.e, une section de ce torseur. La terminologie adoptée est inspirée par

le cas ol G est commutatif et ol l'on a
(1.3.1.1) Hom_  (P,G) == (e) ,
pt

oli le premier membre désigne 1'ensemble des morphismes transformant ep
en la section unité e, de G, ~relation qui équivaut au fait que 1'homomor-
phisme naturel I'(G) —> Hom(P,G), associant A une section g de G le mor-

phisme constant P —> G de valeur g, est un isomorphisme :
(1.3.1.2) (6} -=>» Hom(P,G) .

On voit en effet immédiatement que les relations équivalentes précédentes
équivalent encore & dire que tout automorphisme du torseur E quil respecte
la rigidification donnée est 1fautomorphisme identique (puisque les auto-
morphismes en question correspondent précisément aux éléments du premier
membre de (1,3.1.1)) ; en particulier, moyennant la condition (1,3,1,1),

est "rigide",

la catégorie des torseurs sous G, rigidifiés relativement 2 e

P P

1.3.2. Soit de plus Q un objet de T muni d’'une section eQ , et désignons

Comme e, définit une section e

Q Q PxQ/P

de PXQ sur P, on peut considérer sur E les rigidifications a relativement

maintenant par E un torseur sous Cpy

a cette section (en se plagant dans le topos induit I/P)’ qui s'explicitent

commne les sections du torseur induit par E sur Pxe,. Echangeant le r8le de

Q

P et Q, on peut considérer les rigidifications B sur E relatives a la

section ePXQ/Q de PXQ sur @ définie par epe Deux telles rigidifications

partielles sont dites compatibles si les sections & et § coincident sur

ereQ , 1.e, définissent une méme section du torseur E sous G, image

1,1
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inverse de E par la section (eP,eO) de PxQ. On appelle aussi birigidifi-
cation du torseur E velagtivement au couple de sections (eP,eQ), un couple
de deux rigidifications partielles compatibles, Si G est commutatif, on
voit tout de suite que pour que le torseur E admette une birigidification
(@,B), il faut et il suffit qu'il admette des rigidifications partielles
o et B, et on peut trouver alors ume birigidification dans laquelle a

(ou B) est choisie & 1'avance ; en effet, il suffit alors de corriger B
par le morphisme Q —3> G composé Q —> e L—> G, od la deuxidme flache A
est définie par la propriété que BeQ = (aep)x. Toujours dans le cas com-~
mutatif, notons que si E,E' sont deux torseurs birigidifiés sous GPXQ’ il
revient au méme de dire qu'ils sont isomorphes comme G, .~-torceurs tout

PXQ

court, ou comme GPXQ - torseurs birigidifiés ; en d'autres termes, s'il

existe un isomorphisme u : E —> E' de G__ .-torscurs, on peut trouver un

PXQ

isomorphisme v : E ~> E' de G, __-torseurs qui respecte les birigidifica-

PxQ
tions. En effet, regardant 1'écart de u pour les birigidifications données,

on trouve des morphismes f:P —» G et g : Q —> G tels que feP=ge soit

Q’
a € G(e) ; il existe alors un morphisme PxQ —> G dout les composés avec

: . . — -1
pxq/p € Cpxq/q Soient respectivement f et g (savoir hip,q) = £(p)glada ),

et on peut preundre v = uh ,

1.3.3. La terminologie de 1,3.1 s'étend aussitdt au cas od on a un bitor~
seur E sous (GP’GP)’ étant entendu qu'une rigidification du bitorseur E
doit &tre un isomorphisme de eP(E) avec le bitorseur trivial sGd , 1l.e.

est défini par une section e_ de eP(E) qui est centrale, i,e. qui satisfait

E
a2 la condition g-ep = ep.g {g € G{8). On étend de méme la terminologie des
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birigidifications au cas des bitorseurs.

1.3.4. Revenons au cas ol on se donne deux Groupes P et G et choisissons
la section unité e, pour définir des rigidifications de bitorseurs sur P,

et des birigidifications de bitorseurs sur PXP, On a des foncteurs naturels
(1.3.4.1) EXX(P; G) > BITORSRIG(P,G) —>> BITGRSBIRIG(P,P;6)

ol les trois expressions écrites désignent respectivement la catégorie des
extensions de Groupes de P par G, la catégorie des bitorseurs sous (GP,GP)
rigidifiés pour eps et la catégorie des bitorseurs sous (GPXP’GPXP) biri-~

gidifiés pour (eP,eP). On définit le foncteur i en associant 2 l'extension
E de P par G le bitorseur correspondant sur P (1.1.6), rigidifié par la

section unité de E. On définit le foncteur & par la formule
= s(py-t o swrpy-t
(1.3.4.2) 5(E) = ﬁ*(E)prl(E) prz(E) ,

ot T : PXP —> P est la loi de composition de P, Py et pr, sont les deux

projections. On a une birigidification canonique sur 6(E), En effet, la

restriction de &6(E) A PXep est canoniquement isomorphe 2

id;(E)id;(E)_le*(E)-l, od e = pr,inj, est le morphisme constant P —> P

2

de valeur e de sorte que grace a la rigidification donnée de E, on a

P 3
un isomorphisme e¥*(E) -~ bitorseur trivial, d'oll un isomorphisme de la

restriction de 5(E) 2 Pxep avec le bitorseur trivial. On définit de fagon

symétrique une rigidification partielle relativement 2 e XP, et on vérifie

P

trivialement que ces deux rigidifications partielles sont compatibles.
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1.3.4.3., On observera que le composé 51 des foncteurs & et i de (1.3.4.1)
est canoniquement isomorphe au foncteur trivial, i.,e. au foncteur constant
de valeur la bitorseur birigidifié trivial sur PxP, En effet, pour toute
extension E de P par G, 1'isomorphisme @ de (1.1.3.2) définit &videmment

une trivialisation de §i(E) compatible avec sa birigidification canonique,

Proposgition 1.3.5. Soient P et Q deux Groupes de T .

a) Supposons que tout morphisme de faisceaux d'ensembles de

PXP dans G qui est trivial sur PXxXe, et sur ePXP soit trivial., Alors le

P

foncteur 1 de (1.3.4.1) est pleinement fid2le, En particulier, sur un

bitorseur E sous (GP’GP)’ biridifié relativement 2 ep i.e. muni d'une

section centrale e de E. = e?(E), il y a_au plus une structure d'exten-

E 1

sion de P pgr G, compatible avec sa structure de bitorseur et admettant

eE comme section unité,

b) Supposons de plus que tout morphisme de faisceaux d'ensembles

de PXPXP dans G qui est trivial sur les produits partiels PXPXeP , PXerP

et e XPXP soit trivial. Scit E un torseur sous G

P Pour qu'il existe sur

P °

E une structure d'extension de P par G compatible avec sa structure de

bi i i ; -
itorseur, il faut et il suffit que le bitorseur sous (GPxP’GPxP) sous
jacent & 8(E) = T'I"“(‘:E:)pri"(E)-'11)1:"2*(171)_1 soit trivial, Lorsqu'il en est ainsi,

pour toute section centrale ep de E1=e§(E), i.e. toute rigidification de

E relativement 2 eP, il existe une structure d'extension unique sur E,

compatible avec sa structure de bitorseur et admettant ep comme section

unité, i.e. E , considéré comme bitorseur rigidifié relativement 3 eps £St

dans 1'image essentielle de i . D'autre part, il existe une et une seule

trivialisation du bitorseur birigidifié S(E).
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En termes du diagramme (1.3.4.1), on peut donc dire que 1'image
essentielle du foncteur pleinement fidele i est "le noyau" du foncteur &,
ou encore, de fagon imagée, que le diagramme (1.3.4.1) est une "suite
exacte de catégories ponctuées", - et mdme de catégories a structures
de pseudo-groupes (dans la terminologie introduite dans 2.5.1 ci-dessous).

Démontrons 1.3.5, a) Soient E,E' deux extensions de P par G,

f : E—> E' un morphisme des bitorseurs rigidifiés sous-jacents, montrons
que f est un morphisme d'extensions, ou ce qui revient manifestement au
méme, un morphisme de Groupes. Il faut prouver que l'on a f(xy) = f(x)f(y),
or (désignant par j' : E' —> P le morphisme structural du torseur E' sur P)
on aura j'f(xy) = j'(£(x)£(y)), car les deux membres sont respectivement
égaux 2 j(f(xy)) et a j(£f(x)f(y)), qui sont égaux puisque j est multipli-

catif, On a donc

fxy) = u(i(x), 3y E)E(y)

u: PXp ——> ¢
est un morphisme bien déterminé. Faisant x=1 puis y=1 dans la relcetion pré-

cédente, on trouve que l'on a {compte tenu de £(1)=1)

u(p,1) = u(l,p) =1 ,
i,e, u est trivial sur PXeP et sur ePXP, d'ol il résulte par hypothése
que u est trivial, donc f(xy) = f(x)f(y), cqfd.
b) La nécessité de la condition envisagée sur E pour qu'il
admette une structure d'extension compatible avec sa structure de bitor-

seur étant triviale (1.3.4.3), il reste & prouver sa suffisance pour

prouver la premi2re assertion de b). Or, utilisant une trivialisation ¢
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de 8(E), on en déduit par image inverse par la section unité de PXP une
trivialisation de El = eP(E) (comparer 1.5.1), i.e, une rigidification de

E relativement 2 ey - Supposons~la fixée. Une trivialisation donnée o de
8(E) n'est pas nécessairement compatible avec cette birigidification ;

ces restrictions 2 PXeP et & erP s'expriment, en termes des rigidifications

partielles naturelles de 5(£), par des morphismes centraux

£:P—>G,g: P—>GC |

ayant mémesrestrictions 3 la section unité de P : £(1) = g(1) = a €T G .

Alors le morphisme central
h:PXP—>G , hip,q = f(p)g(q)a—1

a comme restrictionsa PXeP et erP les morphismes f et g. Par suite, corri-
geant tp par h (i,e. le remplagant par @(p,q)h(p,q)-l), on trouve une tri-
vialisation de 8(E) compatible avec sa birigidification. On notera d'ailleurs
qu'une telle trivialisation est déterminée modulo un morphisme central

PXP =2 G qui est trivial sur PXeP et sur ePXP, donc qui est trivial, donc
cette (p est unique, ce qui est la dernidre assertion de 1.3.5 b). La démons~
tration sera terminée si nous prouvons que cette ¢p, considérée comme un
isomorphisme de la forme (1.1.3.2), satisfait 3 la condition d'associa-
tivité (1.1,4,1), compte tenu que l'on sait déja par le choix de ¢ que e
est une unité bilatére pour la loi de composition définie par ¢ . Or, les

deux composés dans (1.1.4.1) sont des isomorphismes de bitorseurs sous

(GPXPXP R GPX?XP)’ donc différent par un morphisme central

u : PXPxp —» G .

grace & la formule

(xy)z = uljx,jy,jz) x(yz) .
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Faisant dans cette formule successivement yez=l, puis z=x=1l, puis x=y=l,
et utilisant le fait que 1 est unité bilatére pour la loi de composition
envisagée, on trouve que u est trivial sur les trois morceaux PXePXeP R

ePXPXeP s ePXePXP, ce qui implique par hypothése qu'il est trivial, donc

que (xy)z = x(yz)}, ce qui achdve la démonstration.

Corollaire 1.3.6, Supposons que tout morphisme de faisceaux d'ensembles

PXG —> G qui est trivial sur PXeG et sur erG soit_trivial. Alors, si G

est commutatif, G est central dans toute extension de Groupes de P par G.

Si P est également commutatif, et si 1'hypothése de 1,3.5 a) est vérifiée,

alors toute extension de Groupes E de P par G est commutative,

Pour la premi2re assertion, i1 faut prouver que l'opération de P
sur G définie par l'extension G est triviale, Or cette opération s'exprime
par un morphisme u : PXG —> G, tel que les restrictions 2 PXeG et a erG
du morphisme correspondant (p,g) —> u(p,g)g~1 sont évidemment triviales,
donc ce dernier morphisme est trivial i.e. on a ulp,g) = g, ce quion
voulait établir. Notons maintenant que si E est une extension de P par G,
alors le Groupe opposé Eo 34 E, qui est une extension de p° par Go, a comme
structure de bitorseur sous-jacente i(E®) celle déduite du bitorseur i(E)
en y échangeant les opérations gaucheset droites, Lorsque E est une exten-
sion centrale, on a donc i(E)=i(E®), et si de plus P est commutatif i.e,

o
P=P", on trouve par 1'assertion d'unicité 1.3.5 a) que E<E* i.e. que E

est commutiatif, Cela établit le corollaire.
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1.3.7. Un cas particulier intéressant ou toutes les hypoth®ses envisagées

dans 1,3.5 et 1,3.6 sont satisfaites est celui ol on a
(1.3.7.1) Hom (P,G) = e (faisceau final) ,
—pt

olt le premier membre désigne le faisceau des morphismes de faisceaux d'en-
sembles ponctués de P dans G. Cette condition s'écrit encore, indépendam-

ment des sections marquées, sous la forme (analogue 2 (1.3.1,2))
(1.3.7.2) G = Hom (P,G) ,
~——ens

oli le deuxi®me membre désigne le faisceau des morphismes pour les faisceaux
d'ensembles sous-jacents 3 P et G. Ces conditions signifient aussi que

pour tout objet Q de T, 1l'application ur—> uepr,

(1.3.7.3) Homens(Q,G) = Homens(PxQ,G)

est hijective, On voit que cette propriété de P (pour G fixé) est stable
par produits cartésiens, donc en particulier qu'elle implique la méme
propriété pour les produits cartésiens PXP, PXPXP etc, Il est immédiat

dés lors qu'elle implique les hypoth2ses faites dans 1.3.5 et dans 1.3.6 ;
de plus, elle implique que les catégories qui interviennent dans (1.3.4.1)
sont toutes rigides, i.e. que tout automorphisme d'un objet d'une de ces
catégories est 1'identité. De plus, comme la condition(1.3.7.D1) sur P,G
est stable par tout changement de base S —> e, il s'ensuit aussitdt par
descente, du résultat d'unicité 1.3.5 a), que pour qu'un bitorseur rigi-
difié E sur P corresponde bien 2 une extension de P par G, il suffit qu'il
en soit ainsi localement sur e, ce qui {en vertu de 1,3.5 b)) s'exprime

aussi par la nullité de la section

8(E) € T Rlny(Gp, )
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définie par 6(E), ol

h: PXP —> e

est le morphisme structural,

1.3.8, Soit p : P> S un morphisme de schémas, tel que p soit cohérent

(i.e. quasi-compact et quasi-géparé) et plat, et tel qu'on ait

(1.3.8.1) Pu(0y) <= o .

Utilisant le fait que (grice 2 la cohérence de p) la formation de p*(gP)
commute & tout changement de base plat, on constate aussitdt que les
conditions envisagées sur le schéma relatif P/S sont stables par produits
cartésiens, et sont vérifiées en particulier pour les puissances cartésien~
nes PxP, PxPxP, ... Elles sont également stables par tout changement de
base plat,

Si maintenant G est un schéma affine sur §, il résulte aussitdt
de (1.3.8.1) que la relation (1.3,7.2) est vérifiée, puisque l'on a
HomS(P,G) = Homalg(é,p*(QP)) :z-Homalg(é,QS), si A est 1'Algdbre quasi-
cohérente sur S telle que G = Spec(A). D'aprés ce qu'on vient de dire,

12 méme conclusion s'applique aux produits PXP, PXPXP, et de méme, si
G est plat sur S, la méme conclusion s'applique au schéma relatif PG sur
G vis-a-vis du schéma relatif GG sur G.

Lorsque P et G sont des schémas en groupes sur S, et qu'on
travaille avec une topologie sur (Sch)/S moins fine que la topologie
canonique, ce qui permet d'identifier P et G & des faisceaux sur le site
précédent, on voit que tout morphisme de P, PXP, PXPXP .,. dans G, com-

patible avec les sections margquées, est trivial ; de méme si G est plat,
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tout S-morphisme PXG =2 G compatible avec les sections marquées est tri-
vial, comme on voit en l'interprétant comme un G-morphisme de PG dans GG B
Cela montre donc que l'on est sous les conditions d'application de 1,3.5,

et également de 1,3,6 lorsque G est plat. De plus, les trois catégories

intervenant dans (1.3.4.1) sont rigides.

1.3.8.2. Le cas le plus intéressant ol la condition (1.3.8.1) est vérifiée,
et reste vérifiée aprés toute extension de la base, est celui ol P est

un schéma gbélien sur S ; on est donc méme sous les conditions de 1.3.7.
Dans ce cas, les conclusions de 3.5 et de 3.6 sont donc valables pour tout
Groupe G affine sur S, C'est le cas initialement envisagé par J.P, SERRE,
dont les développements précédents sont visiblement inspirés., Un cas
intéressant ot (1.3.8.1) est vérifié sans l'étre universellement est celui
olt P est le modeéle de géron‘d‘un schéma abélien sur le corps des fractions

d'un anneau de valuation discrite de spectre S.

1.4, Extensions d'un Groupe commutatif libre

Soit I un objet de T, et prenons
(1.4.1) p=Z[1] ,
le Z-Module libre engendré par 1 (SGA 4 IV 11 ), A toute extension E de P
par un Z-Module donné G (NB il ne sera plus par la suite question que
d'extensions commutatives de groupes), associons le torseur correspondant

sous GP’ puis sa restriction 3 I par le morphisme canonique

1 —» P = z{1] .
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On trouve ainsi un foncteur canonique
(1.4.2) EXT(P,G) —> TORS(I,GI) .

Je dis que ce foncteur est une équivalence de catégories. Il revient

évidemment au méme de dire que pour tout G, les applications
(1.4.3) Homg (P,6) —> H(1,6)) = 6(D)

1 1
(1.4.4) Extz(P,G) e (I,GI)

sont des isomorphismes. En fait, plus généralement, lorsque A est un
Anneau (pas nécessairement commutatif) de T et P = A[I] le A-Module libre
engendré par I, on trouve des isomorphismes canoniques fonctoriels en

le A-Module variable G

(1.4,5) Exti(A[I], G) > Hi(I,GI)

3

qui pour A=Z et i=0,1 cofncident avec (1.4.3) et (1.4.4). Pour définir
les isomorphismes (1.4.5), on se rappelle que le premier membre est le
foncteur dérivé du foncteur G —> HomA(A[I],G), qui par définition de
Al1] est isomorphe au foncteur G+ G(I) = HO(I,GI). Comme G > G,
transforme Modules injectifs en Modules injectifs de I/I (sGa 4 Vv ),
on en déduit la conclusion voulue. On laisse au lecteur le soin de véri-
fier la compatibilité amnoncée avec les homomorphismes (1.4.3) et (1.4.4).
On notera que le foncteur 1.4,2 est compatible aux images inverses

par un morphisme de topos
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2. La notion de biextension de faisceaux agbéliens

2.0. Dans toute la suite du présent numéro, P,Q,G désignent des Groupes
commutatifs du topos T . Nous aurons a utiliser fréquemment le diagramme

cartésien

(z.0.1)
e S Q

et les Groupes Gp (resp. G, resp. GPXQ) sur P (resp. Q, resp. PxQ) images

Q

inverses du Groupe G sur e, On identifiera G indifféremment 2 1'image

PXQ

inverse (GP)PXQ de G, par pr; ou (GQ)PXQ de GQ par pr, .

les structures de Groupes de P,Q,PxQ n'interviennent pas. Nous n'aurons

Dans ces notations,

d'ailleurs partiquement jamais 2 utiliser la structure de groupe produit
sur PXQ. Par contre, il nous sera utile de considérer sur PXQ la structure

de P-Groupe image inverse de celle de Q sur e,

(2.0.2) PQ=0Q

et de méme la structure de Q-Groupe image inverse de celle de P sur e,

(2.0.3) PxQ =P

Q .
Ainsi, sur P on aura 2 considérer les deux Groupes GP et QP , et sur Q
les deux Groupes G, et P, . 9i E est un torseur sur PxQ de Groupe G

Q Q PxQ ’

il peut étre envisagé indifféremment comme un torseur sur QP de groupe

GPXQ = (GP)QP » Ou comme un torseur sur PQ

a donc un sens de considérer sur E une structure d'extension {(commutative)

de groupe GPXQ=(GQ)P . Cela

de QP par GP compatible avec sa structure de torseur, ou (symétriquement)
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une structure d'extension de P, par G, compatible avec sa structure de

Q Q

torseur. De plus, 1.6, appliqué aux topos induits T/ resp., T!Q’ nous

P

fournit une fagon commode d'expliciter de telles structures, Utilisant

les isomorphismes canonigues T = {(1,.) et T

/PXQ /2’ /PxQ /exa - (T7¢? rexq

on trouve les descriptions suivantes. Une structure d'extension de QP par

Gp sur le torseur E équivaut 2 la donnée, pour tout objet 5 de T et des

éléments p,p' € P(S), q € Q(S), d'un isomorphisme de torseurs sous Gg

~

(2.0.4) : E E
“,p"3q Psq4 p',q

"eptia

satisfaisant aux conditions qu'on va rappeler ; comme d'habitude (cf£. 1.1.2.1),
pour tout point (p,q) € (PxQ}(S) = P(S)xQ(S), on désigne par Ep,q le torseur
sous Gy image inverse du torseur E sous GPXQ par {p,q) : 8 —> PXQ, Les

conditions a imposer aux données (2.0.4) sont la fonctorialité en S

(i.e, la compatibilité aux images inverses par des morphismes §' —> §
dans T), l'associativité qui s'exprime par la commutativité des diagrammes

de la forme (1,1.4.1)

E 1 E "
d PP sq P »q
Al
c"p’y %pp',0";q
E E Epp’p",q

E
psqd p'sq p"sq

1dA
Ppt,p"sq %p,p'p"sq
E
p

E
-9 p'p",q

(2.0.5)

(ol p,p',p" € P(S8), q € Q(S)), enfin la commutativité qui s'exprime par

la commutativité des diagrammes de la forme (1.2.1)

157



- 26 - VII

E E . __.2.:..?__;3_9 '
Ps9 P 9 PP 594
(2.0.6) sym id
E, E —-R PS5 g ,
P 5,9 P,q P'P:q
(ot p,p' € P(S), q € Q(S)). On explicite de méme une structure d'extension

de PQ par GQ

(2.0.7) ¥

sur E 2 1'aide d'isomorphismes de torseurs sous GS

~ E_,
PP 59

. od E E '
P; 4.9 P:49 P9
pour p € P(S) et q,q' € Q(S), les | étant fonctoriels en §, et satisfai-
sant les conditions d'associativité et de commutativité symétriques de

(2.0.5) et (2.0.8), s'exprimant par la commutativité des diagrammes

E IE "
Psqq' p,q .
Aid / s;qq',q"
wp;q,q. P;949',9q
(2.0.8) E E E E
P9 P>q' p,q" Psqq’q"”
idn
1"p;q',q" T E wp;q;q‘q"
Psq Psq'q"”
{p € P(8), q,9',q" € Q(8)),
oL
E E , NS T PL: WSO .
P.q P.9q P> 99
(2.0.9) sym id
Yoo
E_ E E
P9 P,9q Ps49'9q

(p € P(3), q,q' € Q(s)).
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Définition 2.1, Soient P,Q,G des Groupes abéliens de T, E un torseur sous

¥ 1 s PR
GPXQ’ muni de plus d'une structure d'extension de QP par GP défini par

des isomorphismes (2.0.4) (fonctoriels en §, soumis aux conditions @'ex-

primaut par la commutativité des diagrammes (2.0.5) et (2.0.6)), et d'une

structure d'extension de PQ par GQ’ défini par des isomorphismes (2.0.7)

(fonctoriels en S, soumis aux conditions exprimées par la commutativité

des diagrammes (2.0.8) et (2.0.9)). On dit que les deux structures pré-

cédentes sont compatibles si pour tout objet S de T et pour

p,p' € P(8), q,q9" € Q(8), on a commutativité dans le diagramme

E E
‘i’ ¥ P:99° P 494
P;q:9'AP'iq,q"
%,p'sqq
E E E E
Psa P9 P9 p',q’
(2.1.1) L E .,
E E, E _E., pp'sqq
Ps9 P4 Psq" P'yq
‘;‘ ¥ . H
CPp,p';thPp’pn;q' PP 54,9

E E
pp'.q Pp',q’

ol la fléche verticale est déduite de 1‘'{somorphisme de symétrie

Ep,q'Ep',q — Ep',qu,q' . On_appelle biextension de (P,Q) par G un

torseur E sous i 4! ! i
GPXQ > muni d'une structure d'extension de QP par GP et

,» ces deux structures étant

d'une structure d'extension de GQ par P

Q

compatibles au sens précédent.
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2.1.1. On peut dire encore qu'une structure de biextension sur le

GPxQutorseur E est définie par deux lois de composition non partout défi-

niesq(x,y) et Y(x,y) sur E, la premidre &étant définie lorsque
przj(x) = przj(y), la deuxidme lorsque prlj(x) = prlj(y) (ot j : E —=> PXQ
est le morphisme structural du torseur). Les axiomes, en plus des associa-

tivités du type
(2.1.1.1) wlgx,y) = olx,gy) = golx,y) (x,y € E(8), g € G(8))

et des relations analogues en §, s'exprimant alors par 1'associativité
et la commutativité de ces lois de compositions partielles, et par la

relation
(2.1.1.2) oly(x,y),0(z,8)) = Yleplx,z),p(y,t))

pour X,y,zZ,t respectivement dans E q(S),Ep
3

’l!s'
q'(S)’Ep*,q(S) Ep q {s)

2 3

2.2, Sections unité, Il y a lieu de considérer la section unité de E,

considéré comme extension de QP par GP N

(2.2.1) € T(E/P) = HomP(P,E) s

Cp/p

et de fagon symétrique la section unité de E, considéré comme extension

de P, par G

G Q’

(2.2.2) € T(E/Q) = Hom (Q,E) .

®E/Q Q

En particulier, le torseur E au-dessus de PXQ {de Groupe GPXQ) est canoni-

quement triviaglisé au-dessus de IPxQ par eE/P’ et gu-dessus de P X lQ par

eg/q De plus, ces trivialisations cofncident au~dessus de la section

unité IPXIQ de PXQ, et définissent donc une méme section
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(2.2.3) ex € (g} ,

qu'on appelera par abus de langage la section unité (ou section neutre)

de E, Pour prouver 1'égalité annoncée des deux sections e,e’ de E déduites

respectivement de eE/P

respectivement comme les sections unités dans 1'image inverse E1 1 dans
P’°Q

E de la section unité de PxQ, pour les deux lois de compositions © et §.

et eEfQ , on note qu'elles sont caractérisées

Appliquant alors (2.1.1.2) pour les sections e,e',e',e de E1 1 °n trouve
s
que des deux membres sont égaux respectivement 2 e et e', d'ol eme' comme

annoncé, On en conclut de plus que les deux lois de composition ¢ et ¥

sur E1 1 sont identiques. En effet, il est immédiat qu'ellescorrespondent
b
2 la loi de Groupe de G par transport de structure, & 1'aide des morphismes

g > g.e et gt+> g.e' respectivement, donc ellessont identiques puisque e=e',

Notons également que 1l'extension E de QP par GP sur la base P

donne, par restriction au-dessus de la section 1P de P, une structure
d'extension de Q par G sur l'image inverse de IPXQ dans G. On constate

aussitdt que 1'homomorphisme e est un homomorphisme multiplicatif pour

E/Q
cette structure d'extension, qui est donc canoniquement scindée. De fagon
symétrique, l'extension de P par G obtenue par restriction de l'extension
E de P, par G
Qp

scindée par e

sur Q au~dessus de la section 1, de Q, est canoniquement

Q Q

E/P °
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2.3. Morphismes de biextensions, Soient E une biextension de (P,Q) par G,

et de méme E' une biextension de (P',Q') par G', ol P',Q',G' sout encore
P

des Groupes commutatifs de T. On appelle morphisme de biextensions de E

dang E' un systéme (u,v,w,f), ol

(2.3.1) u:p —>» P' | viQ—> Q' , wiG—> G’

sont des morphismes de Groupes, et ol

(2.3.2) f: E—>E'
est un morphisme des faisceaux d'ensembles sous-jacents a E,E', detelle
fagon que f solt 3 la fois un homomorphisme d’extensions de Groupes sur P

resp. P' associé aux homomorphismes de Groupes relatifs

uxvo:oQ ~—>~Q§, s uXw i G —> Gé, »

et un homomorphisme d'extensions de Groupes sur Q resp. Q' associé aux

homomorphismes de Groupes relatifs

uxXv o PQ — Pé, s v Xw: GQ — G&, .
On notera d'ailleurs que u,v,w sont connus par la seule connaissance de f,
car & partir de f on récupdre u X v par passage au quotient, donc aussi
u et v par restriction & P X lqresp,lP X Q, et on récupdre w par restric-
tion de f 2 G.eE . Aussi il n'y a pas d'inconvénient 2 identifier le
morphisme (u,v,w,f) 2 f,

Moyennant la précaution habituelle de rajouter aux morphismes

leur source et leur but (génuflexion canonique), on voit donc que les

biextensions du topos T sont les objets d'une catégorie dont les objets

et les morphismes sont ceux définis en 2.1 et 2,3, et ol la composition
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des morphismes est définie de fagon évidente. De plus, par

(p,Q,G,E) —> (P,Q,G) on obtient un foncteur canonique
(2.3.3) BIEXT(T) —> CRAB(T)XGRAB(I)XCRAB(T) ,

olt BIEXT(T) désigne la catégorie des biextensions sur T, et GRAB(T) celle
des Groupes abéliens sur T. Il y a lieu d'ailleurs de décomposer le fonc-

teur canonique précédent en deux, savoir E +—> (P,Q) :

(2.3.4) BIEXT(I) —> GRAB(T) x GRAB(T) ,

et E k> G ¢

(2.3.5) BIEXT(I) —> GRAB(T) .

2.4, La catégorie BIEXT(P,Q,G) pour P,Q,G variables. Je dis que le foncteur

canonique (2.3.4) en fibrant, et le foncteur canonique(2.3,5) est cofibrant. La

premidre assertion signifie donc notamment que pour une biextension E de

(P,Q) par G, et pour des morphismes de Groupes abéliens

u: P —>»P,v:Q —>Q,
on peut trouver une biextension E' de (P',Q') par G, et un morphisme de
biextensions

f:E'" ~—> E

compatible avee u,v,id qui jouisse de la propriété universelle habituelle

G 3
pour les morphismes de biextensions dans E compatibles avec u,v,idG . La
seconde assertion s'explicite de méme, et signifie notamment que pour une

biextension E de (P,G) par G, et un morphisme de Groupes abéliens

wi g > Gt R
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il existe une biextension E' de (P,Q) par C', et un morphisme de biexten-
sions

g: E—>E'
et w, qui jouisse de la propriété universelle

compatible avec id_, id

PQ

habituelle pour les morphismes de biextensions de E compatiules avec

idPEid et w. Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les deux

Q
constructions dont nous affirmons ici 1'existence, constructions qui se
font aisément en paraphrasant simplement les constructions analogues bien

connues dans le cas des extensions de Groupes ordinaires.

Ainsi, désignant, pour trois Croupes abéliens P,Q,G de T, par

(2.4.1) BIEXT{P, Q; G)
la catégorie des biextensions de (P,Q) par @, définie comme la catégorie-
fibre de(2.3.3) en (P,Q,G) (donc en y prenant comme morphismes les mor-

phismes de biextensions qui sont compatibles avec les morphismes identiques

de P,Q,G), on voit que cette catégorie "dépend de facon covariante de G,

et de facon contravariante de P,Q", De plus, pour les variances précédentes,

la catégorie BIEXT(P,Q;C) dépend additivement de chacun des trois arguments

P,Q,G. Explicitons la signification précise de cette assertion, pour 1'ar-
gument G par exemple :
a) BIEXT(P,Q;0) est équivalent 2 la catégorie ponctuelle, et

b) pour deux Groupes abéliens G,G' de T, le foncteur

(2.4.2) BIEXT(P, G; GXG') —> BIEXT(P,Q;G) x BIEXT(P,Q;G')
déduit des deux projections G X G' —> G et GXG' —3 G' est une &quivalence
de catégories. Dans le langage de (4], on dit aussi que pour P,Q fixés,

la catégorie des biextensions de (P,Q) par des Groupes G variables est,
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via le foncteur E > G induit par (2.3.5), une catégorie cofibrée additive

sur la catégorie GRAB(T).

Remarque 2.4.3. Avec la terminologie de loc.cit., la catégorie cofibrée
précédente est d'ailleurs non seulement additive, mais méme "exacte 2
gauche" [4, 2.2). Nous ne vérifierons pas ici cette propriété, que nous
retrouverons plus bas (3.5) comme conséquence de faits plus précis. Signa-
lons seulement que la théorie générale de loc, cit. nous permettrait alors
d'expliciter la structure de cette catégorie cofibrée en termes d'un com-
plexe de chaines L. dans CRAB(T) (ne dépendant que de P et de Q), 2 équi-
valence de catégories fibrées prés. Nous trouverons également plus bas une
construction directe de ce complexe L. comme étant le complexe P% Q

(produit tensoriel pris dans une catégorie dérivée)..

2.5. Structure de la catégorie BIEXT(P,Q;G) Les considérations générales

formelles de [4, n® 1] permettent de tirer quelques conséquences utiles
du fait que les catégories BIEXT(P,Q;6) dépendent additivement de G.
2.5.1. Tout d'abord, pour ¢ fixé, la catégorie BIEXT(P,Q;G)’ est munie
d'une structure de composition, permettant A deux biextensions E,E' de

(P,Q ) par G de faire correspondre fonctoriellement une biextension produit,

notée E.E'. On peut considérer que cette construction ne fait que para-
phraser la construction bien connue du produit de deux extensions d'un

Groupe commutatif par un autre ; on notera de plus qu'elle est bien com-
patible avec cette derni2re notion, quand on interpréte E et E', soient

comme des extensions de Groupes de QP par G,, soit comme des extensions

PI
En particulier, EE' est, en tant que torseur

de Groupes de P, par G

Q Q
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sous G le produit des torseurs sous G définis par E et E'. La for-

PxQ’ PxQ

mation de E.E' est de plus associative et commutative 2 isomorphismes

canoniques prés, et laloi de composition envisagée dans BIEXT(P,Q;G) admet

un "objet neutre bilat2re", appelée la biextension triviale de (P,Q) par ©.

Celle-ci peut &tre construite (loc. cit.) comme la biextension déduite de
1'unique biextension (3 isomorphisme prés) E de (P,Q) par le Groupe nulQ, gra-
ce 2 1'homororphisme 0 —> G. On vérifie aussitdt sur cette description
que la biextension triviale E peut &tre aussi décrite comme le torseur
trivial
E = PXQxG s

ses deux structures de Groupes sur P resp sur Q étant déduites des struc-
tures de (roupes produits de QXG resp. de PXG par changement de base
P—> e resp. Q —> e.

Enfin, pour toute biextension E de (P,Q) par G, on peut définir

la biextension inverse, notée E"1 , munie d'un isomorphisme de EE-1 avec

la biextension triviale, ce qui détermine E_l a isomorphisme unique prés,
et permet de définir la dépendance fonctorielle par rapport 2 E.

En somme, la catégorie BIEXT(P,Q;G) apparait comme 1'analogue
d'un objet-groupe de la catégorie (Cat) des catégories, 2 cela prés que les
associativités, commutativités, relations d'unité et d'inverses ne sont
valables que modulo des isomorphismes donnés prés. On pourra dire que

cette catégorie est un pseudo-groupe {de la 2-catégorie (Cat)).
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2,5,2, Pour P, Q, G fixés, il résulte des propriétés précédentes les faits
suivants, Pour toute biextension E de (P,Q) par G, le monotde des endomor-
phismes de E est canoniquement isomorphe au monoide des endomorphismes de
la biextension triviale ], en associant 2 tout endomorphisme u de celle-ci
1'endomorphisme u.idE de 1,E = E , D'autre part, le monotde des endomor-

phismes de 1 est un groupe commutatif, que nous noterons

(2.5.2.1) Biext®(P,Q;0)
sa loi de composition est aussi donnéepar (u,v) > u.v € End(1l.1) == End(1).

Enfin, la loi de composition E,E' —> EE' définit dans 1'ensemble

(2.5.2.2) Biext!(P,Q;0)
des classes d'isomorphismesde biextensions de (P,Q) par G une loi de groupe

commutatif, 1'inverse de la classe de E étant celle du bitorseur inverse E-l.
2.5.3., Lorsqu'on se donne un homomorphisme de Groupes G — G', le foncteur
correspondant

(2.5.3.1) BIEXXP,Q;G) -—> BIEXNP,Q;G')
est compatible avec les lois E.E' et E.1 envisagées dans 2.5.1, 2 des
isomorphismes canoniques pr2s, Il s'ensuit en particulier que les deux

applications évidentes
(2.5.3.2) Biext'(P,Q;6) —> Biextl(P,Q;G')  (i=0,1)

sont des homomorphismes de groupes. De plus, si E est une biextension de

(P,Q) par G, et E' la biextension correspondante de (P,Q) par G', 1'homomor-

phisme naturel

(2,5.3.3) Hom(E,E) = Aut(E) —> Hom(E',E') = Aut(E')

n'est autre que (2.5.3.2) pour i = 0,
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2.5.4, On peut d'ailleurs expliciter aisément le groupe Biexto(P,Q;G).
En effet, si E est une biextension de (P,Q) par G, les automorphismes u

de E sont d'abord des automorphismes du torseur sous & sous~jacent 3 E,

PXxQ

et & ce titre est donnés par les morphismes

UO:PXQ"%G )
par la formule

u(x) = uo(j(x))x .

Ceci posé, pour que u soit compatible avec la premi2re (resp, la seconde)
structure d'extension sur E, on voit tout de suite qu'il faut et il suffit
que u_ soit additif par rapport au second (resp. par rapport au premier)

argument, Donc¢ pour gque u sSoit un automorphisme de la structure de biexten-

sion de E, i1 faut et il suffit que ug soit bilinéaire, I1 en résulte donc

une bijection canonique

(2.5.4.1) Biext®(P,Q;G) <= Hom(FGQ,C) .
On vérifie facilement que celle-ci est indépendante de E, qu'elle respecte
les structures de groupes, et qu'elle est fonctorielle en ¢ (pour la loi
fonctorielle du premier membre explicité dans (2.5.3,2)),

Nous déterminerons plus bas le groupe Biextl(P,Q;G), et trou-
verons qu'il est canoniquement, et fonctoriellement en G, isomorphe 2

1
Extl(P ®Q, G).

2.6. Nous avons dans 2,5 fait varier uniquement G, en gardant P et Q fixes,
Il convient maintenant de dire quelques mots concernant la variation de P,Q.
Le fait essentiel, dont les autres découleront formellement,est que la
variance contravariante de BIEXT(P,Q;G) en P,Q commute 2 sa variance cova-

riante en G, de sorte que les catégories envisagées peuvent &tre considérées
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compe les catégories fibres d'une catégorie cofibrée

(2.6.1) BIEXT'(T) —> GRAB(T)°xGRAB(T)®x GRAB(T) ,

oll les exposants ° indiquent les catégories opposées, (le foncteur struc-
tural envisagé étant E +—> (P,Q,G)). A ce titre, la catégorie cofibrée
envisagée est additive en chacun de ces trois arguments, ou encore, comme
nous dirons, elle est tri-additive, En paraphrasant des arguments standards
que nous nous dispensons de reproduire ici, on en conclut gue la structure
de composition E,E' sur la catépgorie fibre BIEXT(P,P';G) peut se décrire
indifféremment en utilisant la structure additive de 1'un quelconque des
trois arguments (i,e, les trois structures de pseudogroupe obtenues sont

canoniquement isomorphes). 11 en résulte 3 son tour que les groupes abéliens

(2.6.2) Biext (P,Q:6) , i=0,1
peuvent &tre regardées comme deux foncteurs tri-linéaires en les arguments
P,Q,G dans GRAB(T)®, GRAB(T)® et GRAB(T), ou si on préfere comme des

foncteurs trilinéaires en P,Q,G variables dans GRAB(T), contravariants

en P,Q, covariants en G, a4 valeurs dans la catégorie GRAB des groupes
abéliens. On vérifie de plus que pour cette variance ainsi précisée,
1'isomorphisme (2,5.4,1) est fonctoriel en P,Q et G, et non seulement en G.
Il en sera d'ailleurs de meme plus bas pour la détermination de Biextl

en termes d'un Extl .

2.7.Biextension symétrique d'une biextension donnée., Si E est une biextensaion

de (P,Q) par G, il y a lieu de définir la biextension symétrique ’E de E,

qui est une biextension de (Q,P) par G. Le faisceau d'ensembles sous-jacent
s

2 'E est celui sous~jacent 3 E, les opérations de G sur E et sur Sg sont

les mémes, le morphisme structural Sg —> PXQ est le composé du morphisme

structural E —% PXQ avec la symétrie PXQ ——> QxP, enfin les structures

169



- 38 - VII

d'extensions gauches et droites de SE sont respectivement les structures

s
d'extension droite et gauche de E, Il est évident que l'opération E 4> 'E
est un automorphisme de la catégorie BIEXT(TI) des biextensions, et en fait

un gutomorphisme involutif :

*C°e) = &
Tout énoncé concernant des bitorseurs E, ..., permet de déduire un énoncé
symétrique, en appliquant 1'énoncé donné 2a sE, «... On pourra 1'appeler
1*énoncé déduit "en échangeant la gauche et la droite", Bien entendu,
on se contentera en général d'expliciter un seul des deux énoncés symé-
triques, en choisissant entre sa gauche et sa droite, en suivant par exem-

ple ses préférences politiques,

2.8, (Changement de topos. Localisation. Supposons donné un morphisme de

topos

£ T —>T
Alors le foncteur "image inverse" f* transforme une biextension de (P,Q)
par G en une biextension £XE) de (£#(P),f*(Q)) par £#(G), comme chaque
fois qu'on a une espice de structure qui peut s'expliciter "en termes
de limites projectives finies et de limites inductives quelconques", Pour
montrer la compatibilité des deux structures d'extensions sur £%(E)
déduites de celles de E, on exprimera cette compatibilité par la commu~
tativité du diagramme (2,1.1) dans le cas "universel", i.e., pour
S=PXPXQxQ, p,p',q,q' étant les quatre projections de § sur ces quatre
facteurs, Comme de juste, on obtiendra par E F—> £%(E) un foncteur cano-
nique

£% : BIEXT(T) —> BIEXT(I'} .
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Nous utiliserons par la suite sans autre mention que toutes les constructions
que nous pourrons &tre amenés 3 effectuer au moyen de biextensions sont com~
patibles aux images inverses par morphismes de topos, Il en est en particu-
lier ainsi des opérations de produit EE' et de passage 2 l'inverse E-l,
considérées dans 2.5.

On pourra prendre en particulier pour T' un topos induit T/S‘ s

et pour f le morphisme canonique (dit "de localisation" (SGA 4 IV 5))

£=1 el

st ' 2/st

On appelle alors £¥(E) la biextension induite par E sur 8', et on la notera

aussi, comme d'habitude, E{S' ou E . Comme 1'opération de restriction

S!
posséde évidemment les propriétés habituelles de transitivité, on en con-

clut que les catégories BIEXT(T pour un objet variable S de T, forment

/s

les fibres d'une catégorie fibrée sur T (8GA 1 VI 8)., En fait, on vérifie

trivialement que cette catégorie est méme un champ sur T au sens de Giraud
[2], i.e. que "les morphismes et les objets des fibres de cette catégorie
fibrée peuvent se recoller", Par exemple, pour se donner une biextension

a isomorphisme canonique prés sur $, 11 suffit de se donner une famille
couvrante (i.e, épimorphique) 5 -3 §, pour tout i € I une biextension

E, sur §, (i,e. dans E/S }, pour tout couple (i,3) un isomorphisme de EiS
i ]
avec EjS , ces isomorphismes &tant soumis 3 la condition de cocycles habi-

i

tuelle, On appelera champ des biextensions sur T le champ qu'on vient de

définir, Le foncteur (2,3,3), donc aussi les foncteurs déduits (2.3.4) et

(2,3.5), lorsqu'on y remplace T par 2/ avec § variable, correspondent a

S
des morphismes de champs sur T. De méme les opérations E.E' et E-l {2.5.1)
dans les catégories BIEX?(PS,QS;GS) pour S variable, P,Q,G étant des Groupes

commutatifs donnés sur T,
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2,9, Relations avec les torseurs birigidifiés

Avec la terminologie de 1,3.2, nous avons vu dans 2,2 que pour
toute biextension E de (P,Q) par G, la structure de torseur sous$ GPXQ
sous-jacente 32 E est canoniquement birigidifiée relativement au couple des

sections unités de P et de Q, On trouve ainsi un foncteur canonique

(2.9.1) BIEXT(P,Q;G) L TORSBIRIG(P,Q;G)
olt le deuxi2me membre désigne la catégorie des torseurs birigidifiés sur
PxQ (sousGPXQ).

Utilisant les sections unités de P et de @, on trouve, pour tout
produit de n objets isomorphes & P ou Q, un morphisme canonique inji du
i.eme facteur dans ledit produit, Si on se donne un morphisme de ce pro-

duit dans G, on pourra ainsi parler de la restriction de ce morphisme au

i.tme facteur. Ceci posé, nous considérons les produits

PxQ

PxQxQ, PXQxQxQ
(2.9.2)

PXPXQ, PXPXPXQ

PXPXQXQ 3

Proposition 2.9.3, Supposons que tout morphisme d'un des produits (2.9.2)

dans G qui est trivial sur chacun des facteurs de ce produit (plongés dans

ledit prace aux sections unité comme on vient de 1'expliquer) soit trivial,

Alors :

a) Le foncteur canonique (2.9.1) est pleinement fidele, et les

deux membres de 2.9.1 sont des catégories rigides, En particulier, siE

est un torseur sous GPXQ birigidifié pour (eP,eQ), il existe sur E au plus

une structure de biextension compatible avec sa structure de torseur biri-

gidifié,
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b) Pour qu'il existe une telle structure de biextension sur E,

i} faut et il suffit qu'il existe sur E une structure d'extension. de QP

par GP compatible avec sa structure de torseur sous GP’ et qu'il existe

compatible avec sa structure

sur E une structure d'extension de PQ par G

Q

de torseur sous GQ (cf. 1,3.5 b)), Il existe dans ce cas sur E une unique

structure d'extension de QP par GP compatible avec les structures de torseur

sous GP et la rigidification donnée sur Pxe et une unique structure d'ex-

Q:

tension de PQ par GQ compatible avec la structure de torseur sous GQ et la

rigidification donnée sur erQ, et ces deux structures d'extension sont
compatibles (2.1),

Démonstration, a) Si E est un torseur birigidifié sur PxQ, le groupe de

ses automorphismes s'identifie au groupe des morphismes PxQ —3 G qui

sont triviaux sur les deux facteurs partiels, donc d'aprés 1'hypothése

appliqué au produit PxQ, c'est 1'automorphisme identique, Cela prouve

1'assertion de rigidité, Pour montrer que si E,E' sont des biextensions

de (P,Q) par G, tout morphisme de bitorseurs birigidifiés £ : E —> E'

est un morphisme de biextensions, il suffit d'appliquer 1.3.5 a) aux

deux structures d'extension définies par E,E' sur P resp. sur Q (ce qui

amdne 3 utiliser 1'hypoth2se pour les deux produits PxQxQ et PxPxQ de (2.9.2)).
b) La nécessité de la condition énoncée sur le torseur birigi-

difié E pour qu'il provienne d'une biextension étant claire, prouvons la

suffisance, Il résulte d'abord de 1.3.5 b) que la condition énoncée im~

plique l'existence de structures d'extensions uniques de QP par GP et

de P_ par G

Q P’
cations, (On utilise 1'hypothese pour les produits PXQxQxQ et PXPXPXQ

compatibles avec la structure de torseur et les rigidifi~
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dans (2.9.2)). Il reste a prouver que ces deux structures d'extension sont
compatibles, i.e. qu'on a commutativité dans le diagramme (2.1.1). Or
les deux composés de ce diagramme sont des isomorphismes de torseurs sur

PxPxQxQ, donc ils différent par un morphisme

u : PXPXQxQ —> G .
Utilisant le fait que les trivialisations partielles de E sont des sections
unitéspour les Ibis ¢ et | respectivement, on en conclut facilement que u
est trivial sur chacun de ces quatre facteurs, donc par l'hypothése appli-
quée au produit PxPxQxQ de (2,9.2), qu'il est trivial, ce qui achdve la

démonstration.

Corollaire 2.9.4. Soient P, Q, G des Groupes commutatifs satisfaisant les

relations
(2.9.4.1) Hom (P,6) =e , Hom {Q,6) = e
—pt —pt

(cf. 1.3.7). Alors les conditions préliminaires de 2.9.2 sont satisfaites,

donc les conclusions a) et b) de cette proposition sont valables, De plus,

si E est un torseur sous G birigidifié pour (eP,eQ), pour qu'il admette

PxQ

une structure de biextension de (P,Q) par G compatible avec ses structures

données, il faut et il suffit que les deux morphismes de faisceaux d'en-

sembles ponctués qu'il définit,

(2.9.4.2) Q—>rlpuc) , P> qu*mQ)

(p,q les morphismes structuraux P —> e et Q —> e), soient des morphismes

de Groupes.

La premiére assertion de 2,9.4 a été vue dans 1.3.7. Pour la

deuxiéme, la nécessité de la condition envisagée &tant claire, prouvons
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la suffisance, en appliquant 2.9.2 b) et 1.3.5 b). Notons que la multi-
plicativité du premier morphisme de (2,9,4,2) signifie que le torseur
rigidifié E sous GP satisfait & la condition de 1.3.5 b) localement sur P,
Nous avons déja signalé dans 1.3.7 que cela implique que cette condition
est vraie globalement sur P, donc que sur E existe une structure d'exten~-

sion de Q? par G, compatible avec sa structure de torseur rigidifié sous

P

G,. On procdde de meme pour voir que sur E existe une structure d'exten-

P’
sion de PQ par GQ compatible avec sa structure de torseur rigidifié sous

GQ‘ La conclusion résulte donc de 2,9.2 b).

Exemple 2,9.5, Scient S un schéma, P et Q deux schémas abéliens sur 5, et
G=§ms le schéma en groupes multiplicatif sur S, On a signalé dans 1.3.8
qu'alors les conditions (2.9.4.1) sont vérifiées, D'autre part, la donnée
d'un torseur birigidifi& E sur PxQ revient alors & la donnée d'un Module
inversible birigidifié sur PXQ. Rappelons qu'on appelle correspondance

divisorielle sur P,Q la classe 2 isomorphisme pres d'un tel Module in-

versible birigidifié (cf. par exemple [1]). Travaillant avec la topolo-

gie fppf, les morphismes (2,9.4.2) sont ici les morphismes

(2.9.5.1) Q —> Pic, o s P> Pic, s

définis par la correspondance divisorielle, et il est bien connu par le
"théoréme du carré" (loc, cit.) que ces morphismes sout nécessairement
compatibles avec les structures de Groupes, Donc 2.9.4 nous apprend que

est équivalente 3 la

la catégorie des biextensions de (P,Q) par G=Gm s

catégorie des Modules inversibles birigidifiés sur PxQ, et que c'est donc

une catégorie rigide dont 1l'ensemble des classes i isomorphisme pras

s'identifie 2 1'ensemble des correspondances divisorielles sur (P,Q).
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Cette identification respecte d'ailleurs, manifestement, les lois de groupes

naturelles sur ces deux ensembles (la premi2re étant définie dans (2,5.2.2)).

Remarque 2,9,6, On peut vérifier facilement que 1'additivité du premier
morphisme (2,9,4,2) équivaut 2 dire que le deuxilme morphisme (2,9.4.2)
se factorise par le sous~faisceau Extl(Q,G) (noter qu'en vertu de 1,3,5,

le morphisme canonique
1 1
Ext (Q,G) —> R q*(GQ)

est injectif), De méme 1'additivicé du deuxilme morphisme (2,9.4.2) signi-
fie que le premier morphisme se factorise par Extl(P,G). De plus, on

obtient de cette fagon des isomorphismes de groupes
(2.9.6.1) Biext(P,Q;6) == Hom(Q,Ext (P,G)) == Hom(P,l_ix_tl(Q,G)) .

Dans le cas particulier envisagé dans 2.9.5, ces isomorphismes se rédui-

sent aux isomorphismes bien connus

(2.9.6,2) Corr(P,Q) -~~~ Hom(P,Q') = Hom(Q,P') ,
ot P! = Extl(P,gm)et Q' = Extl(Q,gm) sont les schémas ab&liens duaux de P

et de Q, qui s'identifient respectivement 2 Picg/s et pic® Dans les

e 074

deux formules précédentes, les Hom désignent bien entendu les groupes

d'homomorphisme de Groupes,

2,10, Généralisations diverses de la notion de biextension. Nous les

signalons par acquit de conscience, car nous n'autons pas i les utiliser,

2.10.1, On peut définir la notion de biextension de (P,Q) par G sans

supposer P ni Q commutatifs, G seul &tant supposé commutatif : c'est un
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torseur SOus GPxQ’ muni de structures d'entension centrale de QP par GP

et de PQ par GQ’ ces deux structures étant compatibles & la structure de
torseur, et compatibles entre elles i,e. rendent commuatifs les diagrammes
(2,1.1). La plupart des développements qui précédent sont valables mutatis
mutandis pour cette notion plus général. On fera attention que lorsque P
et @ sont commutatifs également,la notion précédente est plus générale
que celle de 2.1, qui correspond au cas ol les deux structures d'extension
sous-jacentes 2 E sont des structures de Groupes relatifs commutatifs. On
fera attention également que dans le cas non commutatif, la catégorie des
biextensions de (P,Q) par G dépend encore additivement de G, mais non pas

de P et de Q.

2,10.2, En paraphrasant 2.1, on définit (pour un entier donné n 2 1) 1la

notion de n-extension d'une suite de n Croupes commutatifs (Pl’Pz""’Pn)

par un Groupe commutatif G, Elle correspond & la donnée, sur un torseur E

sous GP X..XP ° de n structures d'extemsions partielles sur les produits
1R XBy

partiels de n-1 facteurs, avec une relation de compatibilité du type

(2,1.1) pour chaque couple d'indices distincts entre 1 et n,

Lorsque n 2 3 et que les Pi sont des schémas abéliens sur un
schéma S, G étant le groupe multiplicatif sur [ (comparer 2.9.2), on

trouve que toute n-extension de (P Pn) par G est triviale.

120

2,10,3. La notion de biextension 2,1 peut-8tre considérée comme une
variante de la notion d'extension commutative de Groupes commutatifs, i,e.
de la notion d'extension de Z~-Modules, Lorsqu'on se donne un Anneau (com-

mutztif pour simplifier) A de T, et trois A-Modules P,Q,G, on peut
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définir plus géndralement la notion de biextension de A-Modules de (P,Q)

par G, qui est une variante de celle d'extension de A-Modules, Une telle
biextension est définie comme une biextension au sens de 2,1, mais les
structures partielles d'extension sous-jacentes étant enrichies en des
structures d'extensions de AP~Modu1es resp. de AQ»Modules (compatibles
avec les structures de Modules relatifs gqu'on a déja sur Q ,GP et PQ,GQ).
Les deux structures de Modules relatifs sur E peuvent s'interpréter en
termes de deux opérations du monotde multiplicatif sous-jacent 2 A sur
le faisceau d'ensembles sous-jacent 3 E, et on suppose que ces deux
actions commutent l'une & 1'autre; cette compatibilité s'ajoute doncd celle
exprimée par la commutativité du diagramme (2.1.1), et s'exprime par la
commutativité d'un diagramme analogue, que nous laissons au lecteur le
soin d'écrire, Enfin, on suppose que la premiére opération de A sur E
soit distributive, non seulement par rapport & la premiére loi de com~
position de E, mais aussi pour la seconde loi de composition de E ; et
de méme pour la deuxiéme opération de A sur E,

On observera que le dictionnaire explicité dans 1,1,6 admet aussi
une variante A-linéaire, qui peut s'exprimer en disant que la donnée d'une
extension du A-Module P par un autre G revient & la donnée d'une famille
de torseurs EP sous les Gp’ paramétrée par les "points" p € P(S) (§ € ob T
étant un objet variable), EP étant assujetti 3 varier de fagon A-linéaire
(et non seulement additive comme dans 1.1,6) en p. Ceci s'explicite par
la donnée, en plus des isomorphismes qb’p, (1.1.3.1), par la donnée
d'isomorphismes

My p a(Pp) =P (p € B(8), a € A(S)) ,

ot le premier membre désigne 1'image du Gs-totseur Pp par 1l'extension
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des scalaires g > ag : GS — GS . On laisse au lecteur le soin d'ex-
pliciter les conditions & imposer 2 ces données ¢ , | pour qu'elles cor-

respondent bien 2 une extension de Modules E de P par G (cf 3.5.4 b))

3. Compléments d'algbbre homologique

Le but principal du présent numéro est la définition de l'iso-~

morphisme
1 ~ 1, L
Biext (P,Q;G) < Ext (P ® Q,G)

annoncé plus haut, Nous aurons besoin pour ceci de certains développe-
ments d'alg2bre homologique, ayant un intér8t indépendant, qui occuperont
les sections 3.1 2 3.4, Les développements 3.1 et 3.3 peuvent &tre con-
sidérés comme des compléments 3 (4], et notomment & la section 6,9 de

loc, cit,

3.1, Construction d'une catégorie cofibrée additive XL en termes d'un

complexe de chafnes L, dans une catégorie abélienne C.
Soit C une catégorie abélienne, L, un complexe de chaines de C,

(3.1.1) L,—>»L —> L —>0 ,
2 1 o)

que nous écrirons avec la convention des degrés inférieurs (opérateur
différentiel de degré -1). On a donc Li = 0 pour 1 < 0, Nous allons défi-
nir une catégorie cofibré ¥ = XL. sur C {qui,a équivalence canonique de
catégories cofibrées pris,sera la catégorie de méme nom de loc, cit, 6.9).

Les objets de XL sont des couples

(X, a) s
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ol X est une extension de Lo par un objet A de C {(dépendant de X)
i i
(3.1.2) 0—>A—>X—>L —>0 ,

et ol 0 est une trivialisation de 1'image inverse d:(x) de cette extension
par do:L1 — Lo, o étant assujetti & la condition que la trivialisation

correspondante de 1'image inverse d?(dg(x)) par d; : L, —> L, est la

1 1

trivialisation évidente, résultant de l'isomorphisme de transitivité
#(g¥ = #*
dl(do(E)) (dodl) &

et de la relation dod1=0‘ Une autre fagon d'exprimer la donnée de q,
soumis 2 la condition précédente,est de dire qu'on se donne un reldvement

de do : L1 > L0 en & : L. —> X, soumis 3 la condition ad, = O :

1 1

(3,1.3) L, —> L—>1
d d o
0 » ad =0 . (%)
Sous cette forme, on voit que la description des objets (X,a) ne dépend

que du complexe de chatnes [L.] tronqué a l'ordre 1, déduit de L. en

"tuant les Hi(L') pour i 2 2", dont les composantes sont nulles en dimen~
sion = 2, coincident avec celles de L. en dimension 5 0, et dont la com-

posante en dimension 1 est le conoyau de d,: L, —> L

1’ *2 1

homomorphismes de (X,a) dans (X',a') comme les homomorphismes d'extensions

On définit les

ut X —> X', compatibles avec l'identité sur Lo’ tels que u @ =a' ; on

(*) Une fagon plus simple de décrire v, (A) (signalée par DELIGNE) est de
le considérer comme catégorie des extensions de complexes de L. par A

(regardé comme complexe réduit au degré zéro).
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compose les homomorphismes en composant les homomorphismes d'extensions
correspondants, On trouve ainsi la catégorie annoncée XL . Elle ne dépend,
2 isomorphisme canonique prés, que du tronqué 3 l'ordre 1 [L.] de L. .

On a un foncteur évident, (X,q) +—> A :

(3.1.4) Ty

L./

Ce foncteur est cofibrant, En effet, soit

u: A~—>3B

un morphisme de C, et (X,0) un objet de la catégorie XL.(A) fibre en A.
Donec X est une extension de L0 par A, et on peut considérer 1'extension
u,(X) de L, par B, image directe de X par u, et la munir de la trivia-
lisation partielle composée B = fa, odt f : X —> u,(X) est le morphisme
canonique, On vérifie alors immédiatement que le morphisme
£ ¢+ (X,0) —> (u,(X),B) est un morphisme cocartésien pour le foncteur
(3.1.4), i.e, satisfait 2 la propriété universelle habituelle pour les
u-morphismes dans !L. de source (X,a) ; il suffit pour ceci d'utiliser
la propriété universelle analogue pour le morphisme f : X ——> u,(X),
qui est bien connue et triviale,

Enfin, la catégorie cofibrée XL est additive, i.e. elle satis~

fait les deux conditions :
(3.1.5) ¥ (0) est équivalente 3 la catégorie ponctuelle ,
(3.1.6) XL (AXB) —> XL(A) X KL (B) est une équivalence ,

pour deux objets quelconques A et B de (. La vérification est triviale,
en termes des propriétés correspondantes pour la catégorie cofibrée des

extensions de Lo par des objets variables de (. Nous utiliserons librement
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les conséquences de l'additivité de ¥, établies dans (loc, cit. 1) et

L.’
rappelées plus haut (2.5),

3.1.7. Parmi ces conséquences, mentionnons le fait que pour tout objet

Ade C, il y a dans ¥ (A) un objet nul, ou trivial (2.5.1) ; on vérifie

qu'il est défini par l'extension triviale X = Lo + A de Lo par A, munie
de la trivialisation partielle définie par a : L1 —> X de composantes

d0 et 0. D'autre part (2,5.2), pour tout objet (X,q) de EL'(A), le groupe
des automorphismes de cet objet .est canoniquement isomorphe au groupe

des automorphismes de 1'objet trivial de XL.(A)’ soit YZ.(A), qui est

un groupe commutatif, Bien entendu, on retrouve trivialement ici ce fait

sur la description explicite de XL (4), et on trouve méme un isomorphisme canoni qu

(3.1.8) YE_(A) = Rer(Hom(L_,4) —> Hom(L;,A)) <= Hom(H (L.),A)

= gxt®(L.,A) ,

induit par 1'isomorphisme habituel du groupe des automorphismes dfextension
de X avec le groupe Hom(Lo,A). L'isomorphisme (3.1.7.1) est évidemment

fonctoriel en A,

3.1.9. Rappelons enfin (2.5.2) que grace 3 la structure multiplicative
naturelle dans la catégorie fibre XL.(A)’ 1'ensemble des classes d'iso-
morphie de celle~ci est munie de fagon naturelle d'une structure de groupe,
que nous noterons Yi‘(A), et que ce dernier est un foncteur additif par

rapport i A.
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3,2. Détermination de Yi a)

Considérons un objet (X,a) (3.1.3) de EL (A). Considérons le

complexe de cochatnes de longueur 1
(3,2.1) [X$L0]: 0—>X—>L —>0 ...

défini par le morphisme j : X —> Lo’ la composante de degré 0 étant X,
C'est une résolution de A, donc peut-&8tre identifié 3 A en tant qu'objet
de la catégorie dérivée D(C) [5]. Ceci posé, le diagramme (3.1.3) nous

fournit un homomorphisme de degré 1 de complexes

E

(3.2.2) L, ——> [x———evLoj

explicité dans le diagramme 2 carrés anticommutatifs

Lz—i—aL ———>L —_— 0 ...
-1= (l, ' u id
(3.2.3 j/ =
X L o ...
o]

(On utilisera la convention habituelle, associant au complexe de chaines
L. un complexe & opérateur différentiel de degré 1, dont la composante
de degré i est L_i.). On trouve donc ainsi un homomorphisme de degré 1

dans la catégorie dérivée
(3.2.3) c(X,a) : L. —> & (hom. de degré 1 damns D(C)) ,

qui ne dépend manifestement que de la classe 2 isomorphie prés de (X,a).
On a défini ainsi une application canonique

dfn

(3.2.4) (A) —> BExt (L., A) HomD(C)(L.,A[I}) .
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Théorgme 3.2.5. L'application (3.2.4) est un isomorphisme de groupes,

fonctoriel en 1'objet A de C.

Nous laisserons au lecteur le soin d'établir 1'additivité de
1'application (3.2.4), et sa fonctorialité pour A, et nous bornerons 2
prouver qu'elle est bijective. Pour 1'injectivité, montrons d'abord que si
1'homomorphisme de complexes u de (3,2.3) est nul dans D(C), algrs 11 est déja

nul dans la catégorie K(C) des complexes 3 homotopie prés, i.e, il existe

un morphisme
S:Lo-——éX
tel que 1'on ait
(3.2,5.1) js = W0 = id s Sdo = - u_l = .

L
o

En effet, 1'hypothése signifie que la conclusion devient vraie
aprés avoir composé le morphisme de complexes envisagé avec un quasi-

isomorphisme convenable v

X

e 1
K

C

ol on peut d'ailleurs (quitte 2 remplacer Ci par O pour i 2 2, par

[of C e s

In(c® — ¢}) = Rer(c! — ) pour i = 1) supposer que ct=o0 pour i 2 2,
Mais alors, le morphisme (¥) induisant 1'identité sur A, on voit qu'il
identifie X au produit fibré de Lo et de ¢° sur Cl, et que la donnée d'un
morphisme s' : LG — Co définissant une homotopie vu . 0, donc satisfai-
sant j's' = vluo, se factorise par un morphisme s : L—> X satisfaisant

js = o = idL . Mais alors s définit un splittage de l'extension X de Lo
o

par A, donc le complexe X —» Lo est isomorphe dans K(C) su complexe K°
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réduit 3 A, Or pour ce dernier, il est évident que 1'homomorphisme
HomK(C)(L.,K') — HomD(C)(L.,K')

est un isomorphisme, d'ol notre assertion,

Ceci dit, la donnée d'un homomorphisme j @ L,—X satisfaisant
les conditions (3,2.5.1) équivaut précisément & une trivialisation de
l'extension X de Lo par A, compatible avec la trivialisation partielle
a. Il en résulte bien l'injectivité de (3,2.4).

Pour la surjectivité, partons d'un élément du deuxidme membre,
qui peut donc 8tre décrit, par définition, a l'aide d'un homomorphisme

de degré 1 de complexes

dl do
“as L2 LI Lo 0
-1 [
(3.2.5.2) ¢ ¢
0 c® C1 ... {carrés anticom-

mutatifs),
ot C° est une résolution de A, et oll on peut supposer comme ci-dessus que
Ci=0 pour i 2 2. Ainsi c® apparait comme une extension de C1 par A, et
on peut considérer 1'extension X image inverse de celle~ci par Lo e Cl.
L'anticommutativité du carré de (3,2.5.2) montre que —u”1 se factorise

par un morphime ¢« : L, —> X, qui est un splittage partiel i.,e., satisfait

1
jo =4 (j défini dans (3.1.2)), D'ailleurs la relation u-ld1 = 0 dans
(3.2.5.2) implique que ad, = 0. Donc (X,a) est bien un élément de ¥ (a).

De plus, par construction méme, 1'homomorphisme {3,2.5.2) est le composé

de 1'homomorphisme (3.2.3) relatif a (X,a), et de 1'homomorphisme

—>r]—>c = [c® — c!]
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de composantes(f,uo), ot f: X —> ¢° est 1'homomorphisme canonique déduit
de la définition de 1'extension X comme image inverse de 1'extension c®.

Comme 1'homomorphisme précédent est un homomorphisme de résolutions de A
(induisant 1'identité sur A), on en conclut, par définition de

Ext1 = Homp(é), que 1'élément donné de Extl(L.,A), décrit par (3,2.5.2),

n'est autre ;;e c(X,0), ce qui établit la surjectivité de (3.2.4) et

achéve la démonstration de 3.2,5.

3,3, Propriétés de la catégorie cofibrée XL

Dans le présent numéro, qui n'est pas essentiel pour 1la com-
préhension de la suite, nous utilisons librement les notions de [4], notre

but étant de comparer les résultats précédents 2 ceux de loc. cit,

Théorgéme 3.3.1. La catégorie cofibrée additive XL sur C est exacte 3

gauche (loc. cit, 2.2) elle admet un objet quasi-maximal (loc. cit, 4.4),

et pour tout objet E = (X,a) de cette catégorie, il existe un complexe

typique Lg pour E (loc, cit. 3,1). De plus, le pro-complexe typique de EL

.

(loc. cit. 3.7 gt 4.4) est canoniquement isomorphe dans D(C) au complexe

tronqué [L.] envisagé dans 3.1.

Nous explicitons ci~dessous la signification des diverses asser=-

tions de 3,3.1.

3.3.2. Dire la catégorie cofibrée XL est exacte 2 gauche signifie qu'elle
est additive et satisfait de plus la condition :

(3.3.2.1) Pour toute suite exacte

0 A s p Yoo )
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de C, le fonctsur naturel (notations de loc, cit. 1.8)
¥ W) =y ((a— a"])

est une équivalence de catégories,

Rappelons que, pour une catégorie cofibrée ¥ sur €, et un mor-
phisme v : A —> A" de ¢, ¥Y([A —> A"]) désigne la catégorie formée des
couples (E,p), ot E est un objet de Y(A) et ol p est une "trivialisation"
de 1'objet correspondant v, (E) de ¥(A"), i.e. un iscmorphisme de cet objet

avec l'objet nul (2,5,1) de ¥(A"), La définition du foncteur

Y(A') —— Y([A —> A"]D)
de (3.3.2,1) est évidente, Dans le cas ¥ = ¥, , les objets de ¥, ([a~ A"
s'explicitent comme les triples (X,q,p), ol (X,a) est comme dans (3.1.3),

et oi p : X —> A" est un morphisme dans C satisfaisant

(* pi=v. , pa=0 .

Lorsque v: A —> A" s'insdre dans une suite exacte courte comme dans 3,2.3,
alors la donnée d'un morphisme satisfaisant la premi2re des relations (¥)
équivaut, comme il est bien comnu (exactitude & gauche de la catégorie
cofibrée des extensions de L0 par des objets variables de C) i la donnée
d'une extension X' de L, par A' <~ Ker v qui soit une sous-extension de X
(on prend X' = Ker p), et la deuxidme relation (%) exprime que & se fac-
torise en un a' : L1 --3> X' | Ceci établit, modulo des compatibilités

dont la vérification est évidente, 1'exactitude 2 gauche explicitée dans

(3.2.3).
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3.3.3. Rappelons qu'un objet E0 d'une catégorie cofibrée ¥ sur C est dit
Yuasi-mgximal si pour tout objet E de ¥, au-dessus d'un objet A de C, on
peut trouver un morphisme E ~3> E' dans Y, induisant un monomorphisme
A~—> A' dans C, de telle sorte que E soit majoré par Eo i.e., qu'il existe
un morphisme;E0 —>»E', Lorsque dans C il existe suffisamment d'objets in-
jectifs, il revient au méme de dire que tout objet de ¥ au-dessus d'un

objet injectif de C est majoré par Eo' Dans le cas de ¥ = YL , on a

1'objet quasi-maximal canonique Eo suivant, On pose

L . .
L1 Coker (d1 : L, —> Ll)

tohs 1
et on désigne par E_ 1l'objet (Xo,cb) de KL.(LI

tension triviale de Lo par Li, et ou 0, a comme composantes

5 - 1 fasm
), ot Xo L0+L1 est l'ex

(di’idL‘) s di : L, —> L étant déduit de d, : L. —% L par passage
1 o o

1 1 1

au quotient,

Pour voir que Eo est bien quasi-maximal, notons que pour tout
objer (X,q) de !L.’ on peut trouver un morphisme de celui-ci dans un
(X,a'), induisant un monomorphisme A > A' dans G, tel que l'extension
X' de L, par A' soit scindée : il suffit en effet de prendre A'=X, et
(X',a') = i,(X,a), les notations étant celles de (3.1.2). D'autre part,
il est immédiat qu'un objet (X',a'} de ¥ tel que l'extension X' soit

scindée, est majorée par Eo'

3.3.4, Soit E un objet d'une catégorie cofibrée additive ¥ sur C, au-dessus

d'un objet A de C, et considérons le foncteur en l'objet variable B de € :

(3.3.4.1) B > Hom(E,QB) 5
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ou GB désigne 1'objet trivial de ¥(B). On dit que E admet un complexe

typique si le foncteur précédent est représentable par un objet Ch de C,
Comme le foneteur envisagé s’envoie canoniquement dans le foncteur

B > Hom(A,B) représenté par A, on conclut alors un homomorphisme canonique

(3.3.4.2) A—> 0
et le complexe de chaines correspondant A —> QE de C de longueur 1 est

appelé le complexe typique de E,

Dans le cas ¥ = XL.

le foncteur (3.3,4.1) est représentable par Coker a, 1'homomorphisme

, E = (X,0), on vérifie immédiatement que

canonique (3,3,4.2) n'étant autre que le composé A —s x =28 coker a .

3.3.5. Lorsque une catégorie cofibrée additive ¥ sur € admet un objet
quasi-maximal (3.3.3), et que les complexes typiques de ses objets exis-
tent, on prouve que le complexe typique T, d'un objet quasi-maximal EO

de ¥, considéré comme un objet de la catégorie dérivée p(C), ne dépend

pas, & isomorphisme canonique prés, du choix de EO (loc, cit. 4.4). On

l'appelle le complexe typique de la catégorie cofibrée additive ¥ . Lors-

qu'on suppose enfin que ¥ est de plus exacte & gauche (3.3,2), on montre
que ¥ se réconstitue, 3 équivalence de catégories fibrées sur C prés
(unique 2 isomorphisme unique prés), en termes du complexe typique T,
(loc. cit. 6.10), et qu'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

en 1'objet A de C (lec, cit. 5.4) :

(3.3.5.1) ¥o(a) ~=5 Ext®(T.,a) , ¥'(A) ~=> Exc (T.,A) )
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Pour achever de faire le lien avec 1dtc, cit,, nous allons prouver
que dans le cas Y = XL.’ le complexe typique de !L. est le tronqué [L.].
Cela redonnera une définition des isomorphismes (3.1,8) et (3,2.4) en
termes de (3.3.5.1), dont on vérifie qu'elle est compatible avec celle
donnée dans 3,1 et dams 3.2,

Pour prouver notre assertion, on peut évidemment se borner au
cas ol L, est déja tronqué a l'ordre 1 (car on a signalé dans 3.1 que le
tronquage ne modifie pas, & isomorphisme de catégories cofibrées pras,
la catégorie EL.)' Mais alors il eest évident que le complexe typique
de 1'objet quasi~maximal décrit dans 3.3,3) est canoniquement isomorphe
a L., compte tenu de la construction explicite des complexes typiques

donnée dans 3.3.4,

Remarque 3,3.6, Soit

O —2 A' —> A —> A" —> 0

: N . i
une suite exacte dans C, d'oll une suite exacte pour les Ext

0 —> Ext%(L,,A") —> Ext®(L.,A) - ... = Excl(L.,A)—> Extl(L.,A”),
(qu'on pourrait d'ailleurs continuer sur la droite en introduisant les
Ext" (i 2 2)). Moyennant les isomorphismes (3.1.8) et (3.2,4) on en con~

clut une suite exacte
(3.3.6.1) 0—>¥] (4 —> ¥ () —> ¥ (a") > yi (AY) > ‘i’i (4)-> Yi (a").

dont les fléches distinctes de la fleche notée d sont définies simplement

par fonctorialité de YZ

on définit une suite exacte (3.3.6.1), via un homomorphisme

et de Yi . D'autre part, dans loc, cit, (2.5.2),
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(3.3.6.2) 3 voamy — vlaan

pour toute catégorie cofibrée exacte 2 gauche ¥ sur C, en associant & un
élément u du premier membre la classe dans le deuxilme membre de 1'élément
de Y(A'), déterminé 2 isomorphisme canonique pr2s, dont 1'image dans

¥([A —> a"]) (notations de 3.3,2) est le couple (Xo,u),oﬁ X est 1'objet

trivial de ¥(A). Ceci posé, je dis que dans le cas qui nous intéresse

Y = XL , 1'homomorphisme (3,3.6.2) défini par voie "géométrique" n'est

autre que 1'homomorphisme bord 3 de (3.3.6.1) changé de signe, donc que

cette dernilre suite exacte n'est autre (avec les identifications faites
et en changeant le signe du 3) que celle de (loe, cit, {2.5,2)). Ceci
est en effet contenu dans la derniére assertion de (loc. cit. 5.4), compte

tenu des competibilités signalées dans 3.3.5.

Remarque 3.3.6.3, Profitons de cette occasion pour préciser un point

peu clair de [4, v°® 3.11], lorsqu'on y définit les isomorphismes fonda-
mentaux (3,11.3) et (3.11.4) (qui interviennent de facon essentielle dans
la démonstration de (loc, cit, 5,4)), Le diagramme de loc, cit, p.35

est commutatif, et noun anticommutatif, donc ne définit pas sans plus

un homomorphisme u : [LT — Li 71— K'{1]. Il convient de le rendre
auticommutatif en y remplagant ul par —ul. (11 aurait été possible de
suivre la convention opposée, en remplagant w® par -a° ; mais c'est

la convention indiquée (u1 devenant -ul) qui donne un isomorphisme (3,11,3)
généralisant 1'isomorphisme (3.5,3) de loc, cit., comme annoncé dans

loc, cit.}, Cette définition étant ailngl précisée, il convient de corriger

1'assertion faite dans loc, cit, 5.4, les deux homomorphismes cobords qui
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y sont envisagés différent par le signe,

3.3.7. Dans (loc, cit, 6.13) on a précisé aussi la variance de la catégorie
cofibrée XL sur C, pour L, variable, en réconstituant notamment la caté-

gorie des morphismes cocartésiens de iL dans ¥ _, en termes des complexes

. =L!
de chaines L, et L] . On trouve en particulier que l'ensemble des classes
2 isomorphismes prés de foncteurs cocartésiens EL. — iLf est en corres-
pondance biunivoque canonique avec 1'ensemble des isomorphismes
HomD(g)(L! ,L.). Nous n'utiliserons qu'une petite partie de ces rensei-

gnements, que nous développons dans la section qui suit, en utilisant la

description simple de XL donnée dans 3.1,

3.4, Variance de EL avec L. .

Considérons donc un morphisme de complexes

(3.4.1) £ L' ——>1L, ,

donné par un diagramme commutatif

—> L) —>L —>1' —>0

(3.4.2) £ £ £

—_2> L, > L > —> 0 .
2 1 o

On va lui associer un foncteur canonique

(3.4.3) £y >y, ,

qui sera en fait un foncteur cocartésien de catégories cofibrées sur C
(i.e, il est compatible avec les foncteurs structuraux 3 valeurs dans C,
et transforme morphismes cocartésiens en morphismes cocartésiens, cf,

5GA 1 VI). Si (X,a) est un objet, de ¥, . on désigne par £¥(X,a) 1'objet
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(X',a'), od X' est l'extension de Lé par A image inverse de 1'extension
donnée X de Lo par A a l'aide de fo’ et ol Q' est la trivialisation par~
tielle déduite de la trivialisation partielle & & 1'aide de la transiti-
vité dans le deuxilme carré de (3,4,2). (La condition de compatibilité
de o' & la relation dbdi = 0 résulte évidemment de la condition analogue
pour &.) I1 est trivial par construction que le foncteur (3.4.,3) commute
aux foncteurs structuraux a3 valeurs dans C. Le fait qu'il soit cocartésien
résulte aussitdt du fait que dans la catégorie des extensions d'objets
de C, les opérations "image directe d'extensions" commutent aux opérations
"image inverse d'extensions",

Notons que le foncteur (3,4.3) définit des homomorphismes de

foncteurs
(3.4.4) e, lri — v, , i=0,1

(comparer 2.6). D'autre part, 1‘homomorphisme (3.4.1) définit des homomor-

phismes
(3.4.5) e Exel(r., o) Exel(L!,-) , 1€z .

Ceci posé, je dis que pour i=0,1, les homomorphismes (3.4.4) et (3.4.5)
sont compatibles avec les isomorphismes de la forme (3.1.8) et (3,2.4),

i.e, qu'on a commutativité dans les diagrammes suivants (A € ob €, i=0,1) :

4w == Extt.,8)

o

Xi.(A) Ty Exti(Lf,A)
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La vérification de cette compatibilité est essentiellement triviale, et

laissé au lecteur.

Proposition 3.4,.7, Pour que le foncteur (3,4.3) soit fidéle (resp. plei-

nement fidéle, resp, une équivalence de catégoriea), il faut et il suffit

. t : .y .
que Ho(f) : HO(L.) —> RO(L,) soit un épimorphisme (resp. que Ho(f) soit

un_isomorphisme et Hl(f) soit un épimorphisme, resp. que Ho(f) et Hl(f)

soient des isomorphismes).

En effet, i1 faut exprimer que, fi étant 1'homomorphisme fonctoriel
de (3.4,4) (i=0,1), £° est un monomorphisme (resp. f° est un isomorphisme
et f un monomorphisme, resp, £ et f1 sont des isomorphismes), En vertu
de la commutativité de (3.4.6), ces conditions s'expriment en termes des
conditions analogues sur les foncteurs Exti, i=0,1. Dans ce cas, l'asser-
tion n'est qu'un énoncé assez trivial d'alg2bre homologique, que mous

laissons au lecteur 3 titre d'exercice,

3.4,8, Considérons maintenant une suite exacte de complexes de chaines

(3.4.8.1) 0—>1. ts i Es 1t —o ,
d'od des foncteurs du type (3.4.3)

gt £
Y 4. .

L
La propriété de transitivité qu'on devine sur les foncteurs du type (3.4.3)

fournit ici un isomorphisme de foncteurs

£% g* o (gf)* - (OL —>L"}* s
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et comme le dernier membre est évidemment canoniquement isomorphe au

foncteur cocartésien "nul" de ¥ ,, dans Y

i L. ? 1'isomorphisme précédent

permet de définir un foncteur canonique

(3.4.8.2) EL? —_— KEL. —1] ¢

ol ¥

¥ 1] désigne la catégorie des couples (X',t), ot X' est un

objet de XL' et t une "trivialisation" de son image inverse f¥*(X') i,e.

un isomorphisme £#*(X') < 0 0 désignant 1'objet nul de ¥, (a),

L.,A" "L.,A
et A étant l'objet de C sous X', Ceci posé, je dis que le foncteur (3.4,8,2)

est une équivalence de catégories (ce qui complte, par une propriété

d'exactitude en L, de 1'expression XL (A), la propriété d'exactitude &
gauche en A établie dans 3.3.1).
Esquissons la démonstration de 1'assertion précédente. La donnée
d'un objet du deuxi2me membre de (3,4.8,2) revient 2 la donnée d'une exten~
. it i
sion 0 —> A => X' 1= Lé —> 0 de Lé par un objet A de ¢, plus un mor-
phisme a' : L! —> X' satisfaisant jo' = dé et a'd! = 0, plus un morph’~ me

1 1

to: LO ~—> X' satisfaisant jt = £ et tdo = a‘fl, cf, diagramme ci-dessous :

0 /O
)//// e
X"k
CL' j;/ Tc‘ll
e !
LY ——> 0 / jtat = d!
o /
.7 ald! =0
dg e 1
&
A ) j't = f
o
d"
1 cdo = a'fl
0
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Une propriété bien comnue d'exactitude 2 gauche en le premier argument des
extensions d'un objet L par un autre A, appliquéed la premi2re ligne du
diagramme, montre que la donnée de t satisfaisant jt = fo permet d'inter-
préter l'extension X' comme image inverse d'une extension X" de L; par A,
de telle fagon que t corresponde & la trivialisation naturelle de 1'image
inverse de cette extension par gofo = 0, La donnée de a' satisfaisant les
relations ja'! = dé et a‘fl = tdo peut s'interpréter par essentiellement

le méme dictionnaire, mais appliqué 2 la seconde ligne du diagramme, comme
provenant d'un morphisme " : L¥ —> X" satisfaisant j"a" = dg (en inter-
prétant o' et Q" comme des trivialisations des images inverses des exten~
sions X' resp. X" par dé resp. dg). Enfin la relation a'di = 0 équivaut
alors & la relation a"d; = 0. Bref, la donnée de (X',a',t), objet de

10 est équivalente 2 celle de (X",a"), objet de ¥, ce qui

L.’

prouve {essentiellement) 1'assertion que (3.4.8.2) est bien une équiva-

X[L. - L!

lence de catégories,

3.4.9. Considérons toujours la suite exacte (3,4.8,1), et considérons

la suite exacte des Ext® qu'lelle définit :
o ° £° 3° 1 !
(3.4.9.1) 0 —> Ext®(L",4) B> pxc®(1!a) = Ext®(L.,A) <> Ext (L",4) &>
1 £l 1
Ext (L!,A) —> Ext (L.,A) —>

Les isomorphismes canoniques du type (3,1,8) et (3,2.4) nous permettent
d'interpréter "géométriquement" les six premiers termes de cette suite
exacte en termes des catégories XL s XL'

(3.4.6) nous permet d'interpréter de méme géométriquement les fléches

et XL” , et la compatibilitcé
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fo,go,fl,g1 de ce diagramme, Nous allons donner de m@me une interprétation
géométrique de la fléche ao de ce diagramme, en utilisant le résultat
qu'on vient de prouver, savoir que (3,4,8.2) est une équivalence de caté-

gories, Soit en effet
u € ExtO(L.,A), i.e. u: LO —> A, avec ud = 0 ,

Considérons 1'objet (0,u) de ¥ 70 ot 0 est 1'objet nul de XL' ,

L. = 1’

dont 1'image inverse par fo s'identifie donc & 1'objet nul de XL s et

ol u est 1'automorphisme de ce dernier objet défini par u, grace 2 1l'iso-
morphisme canonique (3.1.8). Grace au fait que (3.4.8.2) est une équiva-

lence, l'objet précédent (0,u) provient d'un objet de EL"(A), défini

2 isomorphisme unique prés, La classe 2 isomorphisme pr&s de cet élément

est un &lément de Yl (A) = Extl(LU,A). Je dis que cet &lément n'est autre

L

que 3%(u).

Nous allons prouver cette compatibilité en la ramenant 2 la
compatibilité analogue, énoncée dans [4, cor, 5.5] (od il convient de
rectifier le signe comme indiqué dans 3,3.6.3) ; notre argument donnera
en méme temps une autre démonstration de 1'équivalence (3.4.8.2), en la
ramenant i 1'énoncé analogue [4, prop. 2.7]. Pour ceci, considérons la
catégorie opposée g? de C, et interprétons les constructions de XL (a),
pour A fixé, et celles de 3.4,8 et de la présente section 3.4.9, en termes
de la catégorie go, et de la catégorie cofibrée E sur c° des extensions
de 1'objet fixé A de Qé par un objet variable L de EO. C'est une catégorie

" . o
cofibrée additive sur go, et méme exacte 4 gauche sur C (au sens de

loc, ¢it, 2,2). Un complexe de chaines L, de C peut-8tre interprété comme
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un complexe de cochaines de Qo, et avec cette interprétation, la construc-
tion donnée de XL'(A) cotncide avec celle de la catégorie opposée & E(L.)
au sens de loc, cit, 1.8, Le foncteur (3.4.8,2) s'identifie alors a 1'op-
posé du foncteur du type de loc. cit, (2,1.2), ol E est remplacé par son
extension £ 3 la catégorie des complexes de cochaines, et le fait que le
foncteur envisagé soit une équivalence est donc un cas particulier de

loc, ecit, 2.7 a) ==>d), D'autre part, la suite exacte (3.4,9,1) s'identi-
fie & la suite exacte des Exti(A,L'.’), Exti(A,L.') et EXti(A,L.), modulo

un signe (-1)i pour le Bi (Verdier dixit). De méme, les isomorphismes
(3.1.8) et (3.2,4) s'identifient aux isomorphismes analogues (3.11.5)

et (3.11.4). Donc la compatibilité énoncée est un cas particulier de

loc, cit, 5.5 (rectifié comme indiqué plus haut).

Remarque 3.4.9,2. Le rédacteur, qui a tras peur des signes, avoue qu'il

n'a pas entilrement confiance dans la démonstration qui précdde, craignant
d'avoir oublié des signes dans le passage de C 3 ¢°, 11 recommande au
lecteur courageux de faire une vérification directe de la compatibilité
annoncée (resp., de la compatibilité opposée). Notons que ces questions

de signes ne joueront (heureusement) aucun r8le dans les exposés suivants.

3.5. Une résolution partielle plate canonique pour un Z-Module quelconque

Nous allons appliquer les résultats précédents au cas od C
est la catégorie des Groupes commutatifs du topos T i.e. des Z-Modules de T,
Soit P un objet de C, i.e, un groupe commutatif du topos T. Nous allons
définir un complexe de chafnes L.(P) augmenté vers P, dépendant fomc-

toriellement de P :
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L L L

2 1 @)
d d
/——“_.&.-————ﬁ\ .
0 ~—>Z [Pxp]1xZ [PxPxP] —1-—>’z[PxPj 2Z[P]—> 0
>4
(3.5.1)
P s

satisfaisant Li(P)=O pour i 2 3. Les composantes de ce complexe sont
explicitées dans (3.5,1) ci-dessus, en utilisant les notations de 1,4,

Pour expliciter les opérateurs différentiels do,d et 1'augmentation ¢,

1
on utilise la notation [p] pour désigner le point de Z[P](S) défini par
le point p € P(S) de P, et de méme pour les notations [p,ql, [p,q,rl,
lorsque p,q,r € P(S), pour désigner des éléments de Z[PxP](S) resp. de

Z [PxPxP](S). Avec ces notations, on définira e, d, et d; par les formules

elpl =1p

d [p,al= [p+al - [p] - [d]
(3.5.2)

d,[p,al= [p,al - [q,p]
4,[p,a,r] = [p+a,r] - [pyatr] + [p,ql - [q,r] .

On vérifie facilement que les homomorphismes de Groupes commutatifs zinsi
définis définissent effectivement un complexe L,(P) augmenté vers P, i.e.

qu'on a les relations

En fait, la premiére relation est triviale, et la deuxidme se décompose
en deux, suivant les deux facteurs de LZ(P)’ les deux relations en ques-~

tions exprimant respectivement la commutativité et l'associativité de la
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loi de composition donnée sur P,
I1 est immédiat que le complexe augmenté ainsi défini dépend
fonctoriellement de P, un morphisme u : P —> P' donnant naissance 3 un

diagramme commutatif

L. (u)
L. (p) = L, (P')

P --—--...P.—....—.-.) I .

Notons aussi que les composantes du complexe L. sont plates, comme tout

Z -Module libre,

Proposition 3.5.3, On a HI(L.(P))co, et 1'augmentation ¢ induit un isomor-

phisme HQ(L.(P)) = p.

Pour démontrer 3,5.3, on peut se réduire par le procédé standard
au cas ol T est la catégorie des ensembles, et ol P est donc un Z~-Module
ordinaire, ot (3.5.1) a des chances d'étre "bien connu”". Nous allons donner
une démonstration directe, n'utilisant pas cette réduction, en appliquant

3.4.7 au morphisme d'augmentation

€: L.(P) —pP
ol P est comme d'habitude considéré comme un complexe de chaines réduit
4 la dimension zéro. On est donc ramené & prouver que pour tout objet G

de C, le foncteur

) e¥ 1 ¥,(6) —> ¥,

L. () ®

est une équivalence de catégories, Or le premier membre de (¥#) est évidem-
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Y

ment isomorphe & la catégorie des extensions de Z -Modules de P par G.
Pour expliciter le deuxilme membre, on interpr2te les catégories d'exten-
sions de Lo’ Ll’ L2 par G, comme la catégorie des torseurs sous GP’ resp.

la catégorie des torseurs sous G resp. la catégorie des couples d'un

Pxp?

torseur sous G et d'un torseur sous G

PxP grace a 1,4, Donc un objet

PXPxp?

du second membre de (%) s'identifie 2 un couple (E,@), ol E est un torseur
sous G, et ¢ une trivialisation du torseur E' sur PxP qui correspond 2
1'image inverse par do de l'extension de Z(P) par G définie par E, ~ ¢

étant soumise 3 une condition de compatibilité avec dod = 0 & préciser.

1
Or la définition de do (3.5.2) donne aussitdt

B = m*E)pepe) Tpr@

et une trivialisation de ce torseur peut s'interpréter comme un isomor-

phisme (également noté e
T(E) <= prf(E)prg(E)

D'autre part, en explicitant la condition de compatibilité de ¢ avec

dldo = 0, on trouve qu'elle s'exprime par la condition de commutativité

de (1,2,1), et par la condition d'associativité de (1.1,4.1), ces deux

conditions correspondant respectivement aux deux facteurs de L Le

2 ¢
fait que (%) est une équivalence de catégories n'est alors autre que

le dictionnaire de 1,1.6. Cela achéve la démonstration de 3,5.3.

Remarque 3.5,4. a) 1l serait intéressant de renforcer 3.5.3 par la cons-
truction d'une résolution L.(P) de P, dépendant fonctoriellement de P,
et dont les composantes seraient isomorphes (fonctoriellement en P) 2

des sommes de Z -modules libres engendrés par des puissances cartésiennes
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de P, Compte tenu des isomorphismes de la forme (1.4.5), cela donnerait

en effet une méthode de calcul partiel des Exti(P,A) comme aboutissement

d'une suite spectrale dont le terme initial s'expliciterait en termes

des Hj(PXP..xP,A). (Ici nous ne trouvons que des renseignements tr2s

partiels sur les Extl, a l'exclusion des Exti supérieurs), Il y a en tous

cas une fagon naturelle de continuer la résolution partielle L,(P) d'un cran, ()
b) On peut donner une variante de la comstruction (3,5.1) et de

3.5,3 dans la catégorie des A-Modules, ol A est un Anneau fixé de T, La

forme du complexe L,(P) devient plus compliquée, 2 cause de la nécessité

de compliquer 1.1.6 (cf, 2,10,3). On trouve

L, = A(P]
(3.5.5) L = Alpxp] + Alaxp)
L, = Alexexp] + alpxp) + Alaxaxpl + Alaxexpl

ia structure de complexe augmenté vers P étant donnée par les formules

(3.5.2), complétées par les formules
d [npl = Dwd - Alel
(3.5.6) 4 [nued = Dol - Disel + Awpl

d;Inpsad = [netad - Duel = [a,qd + Alp,al - [hp,2ql.

La relation dod1 = 0 résulte de la relation analogue pour la restriction

des opérateurs do,d aux composantes envisagées dans (3,5,2) (qui, on 1'a

1
vu, était équivalente 2 1'associativité et & la commutativité de la loi

d'addition donnée dans P), et des relations dodl(x,p,p) = 0 et

dodl(K,p,q) = 0, qui, comme on le vérifie immédiatement, équivalent

(#*) L. BREEN a construit une telle résolution (Note du correcteur).
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respectivement 4 la condition que 1'opération dounée de A sur P est asso=-
ciative (i,e, Mup) = (AWp) et distributive par rapport 2 l'addition

(i.e. xMp+q) = Ap + AQ. Pour un torseur E sous Gps la donnée d'une tri-
vialisation de dg(E) revient 2 la donnée d'une loi de composition interne
sur E (satisfaisant les conditions de compatibilité déja explicitées par
ailleurs avec la loi de composition interne de E et la structure de torseur),
et d'une loi de composition externe de A sur E, compatible avec l'opération
de A sur P et sur G ; la compatibilité de cette trivialisation avec la
trivialisation évidente de dfdﬁ(ﬁ) équivaut alors aux conditions déja

explicitées plus haut (exprimant que la loi de composition interne de E

est une loi de Groupe commutatif, extension de P par G), plus la condition

d'associativité de la loi externe, et la condition de distributivité de

celle~ci par rapport & la loi interne ; conditions qui é&quivalent & dire
que E est (pour les deux lois de composition emvisagées, et sa structure
de torseur) un A-Module extension des A-Mpodules P et G, De ceci, on déduit
que L, est une résolution partielle du Module P(i.e. que HI(L') = Q) par
essentiellement la méme méthode que 3.5.3, Il serait évidemment encore
intéressant de prolonger cette résolution partielle en une résolution
infinie de type analogue, les composantes étant des Modules de la forme
A(AxA .., XPxP ...) ; comparer la question analogue a) dans le cas des

Groupes commutatifs,
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3.6. Application 3 la description de la catégorie cofibrée des biexten-

sions d'un couple (P,Q) donné de Groupes commutatifs

Soient P, Q deux Z -Modules du topos T. Choisissons arbitraire~
ment une résolution plate L!(P) de P, cotncident en dimension = 2 avec
le complexe augmenté L.(P) de 3.5, ~ ce qui est possible grace a 3,5.3
et grace au fait que tout Z~Module sur T est quotient d'un Z-Module libre,
donc plat, Choisissons de m@me une résolution plate L!{Q) de @ colncidant
avec L,(Q) en dimensions < 2. On a donc des homomorphismes canoniques
(3.6.1) L(p) —>LIP) , L(Q —>11(Q ,
induisant un homomorphisme canonique

dfn dfn

L
(3.6.2) L{P,Q) = L.(P)@®L.(Q) —> LIP, Q) = LIP) ®LI{Q = mQ,

qui est un isomorphisme sur les composantes de dimension < 2, Par suite

on a, en vertu des définitions,

(3.6.3) Lo T e,y ’

Théoréme 3.6.4. La catégorie cofibrée additive, sur la catégorie

€ = GRAB(T) des Groupes commutatifs de T, formée des biextensions de (P,Q)

par _un Groupe abélien G variable (2,4), est canoniquement équivalente 3

la catégorie cofibrée additive V¥ définie en termes

L., T i,
de L.(P,Q) = L.(P) ® L.(Q) comme en 3.1.

De ceci, et de 3.2.5, on déduit le résultat principal du présent

numéro, annoncé plus haut :
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Corollaire 3.6.5. Pour P et Q fixés, on a un isomorphisme canonique,

fonctoriel en G :
L
(3.6.5.1) Biext'(P,Q;0) -~ Ext (BQ, G) .

Démontrons 3,6.5, et pour ceci explicitons d'abord les compo-

santes de dimension 0,1 et 2 de L.(P,Q) :

[L,(P,Q =L (P) &L (Q) =2z[Pxq]

Lt}

Ll(P,Q) LO(P) ®L1(Q) + Ll(P) ®L°(Q) = Z[PxQxQ] + Z[PxPxQ]

(3.6.6) Lz(P,Q) = LO(P) ®L2(Q} + LI(P) ®1_1(Q) + LE(P) ®L°(Q)

Z[PxQxQ] + Z [PxQxQxQ]
+ Z[{ PxPxQxQ]
+2[PxPxQ] + Z [PxPxPxQ]

Pour expliciter la catégorie cofibrée ¥

L.(P,Q)

(G), on utilise 1.4 pour expliciter les extensions des Li(P,Q)

via ses catégories fibres
y
=L.(?,Q)
(pour i=0,1,2) par G, en termes de torseurs, Ainsi, une extension de
LO(PXQ) par G s'identifie 3 un torseur sous GPxQ’ une extension de LI(PSQ)
par G s'identifie & un couple d'un torseur sous G et d'un autre sous

PxQxQ

GPXPXQ , et de méme une extension de LZ(P’Q) par G s'identifie & un sys-

téme de cing torseurs, sous les groupes déduits de G par changement de base
sur les bases PxQxQ,PxQxQxQ, PxPxQxQ,PxPxQ, PxPxPxQ respectivement, Utilisant
ce dictionnaire, on peut interpréter un couple (X,0) d'une extension de
LO(P,Q) par G, et d'une trivialisation de dﬁ(X) sur LI(P,Q), comme un

torseur E sur PxQ, muni d'un couple (gp,§) de trivialisations du couple

de torseurs (EI’E2) sur PxQxQ resp. PxPxQ, déduit de E par image inverse

205



- 74 - Vi1

a2 1'aide de do : LI(P,Q) ——9‘LO(P,Q). Explicitant 1'opérateur différentiel
do’ on trouve comme dans la démonstration de 3.5.3 que ¢ et y peuvent

s'interpréter comme desisomorphismes

¢ ng(E) <= qME)Q¥(E) , y 3 n;(E) -« pf(E)pg(E) s

ot nQ,qlq2 sont les trois morphismes PXQxQ —> Q déduits respectivement

des trois morphismes QxQ —> Q loi de composition, premidre et deuxigme

projection, et ou T

psPpsPy¢ PxPxQ —3 PxQ sont définis de fagon symétrique.

Donc @ et § peuvent s'interpréter comme des donndes du type (2.0.4) et
(2,0.7) qui figurent dans 2,1, Enfin, la coudition que le couple (¥X,q)

soit bien un objet de Y. ), i.e. que la trivialisation partielle ¢

L.(P,Q)(G

soit compatible avec la relation d d,=0, s'exprime en termes de la struc~
o

1
ture (E,w,§) par cing relations de compatibilité, en termes de torseurs
sur PXQxQ, PxQxQxQ, PxPxQxQ, PxPxQ, PXPXPxQ respectivement, ces cing
relations correspondant aux cinq termes intervenant dans 1'expression
(3.6.6) de LZ(P,Q). On vérifie alors comme dans la démonstration de 3.5.3
que les deux premiéres relations ne sont autres que les relations (2,0.6)
de commutativité et (2,0.5) d'associativité, dont la conjonction exprime
que ¢p définit sur E une structure d'extension commutative de QP par GP .
De fagon symétrique, les deux dernigres conditions expriment que § définit

sur E une structure d'extension commutative de P ar GP . Enfin, la con-

QP
dition médiane, portant sur des torseurs sur P¥PxQxQ, n'est autre que
la commutativité du diagramme (2.1.1), qui exprime que ¢ et | sont com-

patibles, i.e. (compte tenu des autres conditions) qu'ils définissent

sur E une structure de biextension de (P,Q) par G, La vérification de ces
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interprétations est essentiellement triviale, et laissée au lecteur, Le
lecteur admettra sans doute avec nous que les discours précédents définis-
sent bien une équivalence de catégories cofibrées sur C = GRAB(T), qui

est celle annoncée dans 3.6,4.

Remarque 3.6,7. Chacune des trois généralisations signalées dans 2,10 de
la notion de biextension permet de donner une variante correspondante de
3.6,4 (donc aussi de 3.6,5). La généralisation au cas d'un nombre quel~
conque de facteurs (cf, 2,10.2) est triviale, et la généralisation au
cas de biextensions de A-Modules (cf, 2.10.3) est immédiate, une fois
qu'on a obtenu la variante de la construction de L.(P) dans ce cas,
signalée dans 3.5.4 b). Plus intéressante du point de vue de 1'algdbre
homologique semblerait la généralisation au cas olt P et Q ne sont pas
supposés commutatifs (cf. 2,10.1). Il convient alors d'associer & un
Groupe P (pas nécessairement commutatif) de T un complexe tronqué &
1'ovdre 2; soit K.(P), qui se décrit de fagon analogue que L,(P) dans
3.5, avec la différence que 1'on prend KZ(P) =2Z[PxPxP] ( en omettant
donc le premier facteur qui figurait dans L.(P)), do et d1 &tant définis
comme dans (3,5.2). Ici HO(K.(P)) s'identifie au Groupe P/[P,P] déduit
de P en le rendant abélien, qu'on peut aussi identifier au faisceau
_I_i_l(P,Z) des groupes d'homologie de degré 1 de P & coefficients dans Z,
et Hl(K.(P)) est de méme isomorphe au faisceau EZ(P,ZZ) ; en fait, K.(P)

n'est autre que le trongué 2 1'ordre 2 du complexe des chatnes de P a

coefficients dans Z, soit C.(P,Z ), Ceci dit, l'argument &tablissant 3.5.3

établit de méme que la catégorie cofibrée ¥ sur C = GRAB(T) est

K. (P)
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canonigquement équivalente 2 la catégorie des extensions centrales de P

par des Groupes commutatifs G variables. On trouve de méme, pour deux
Groupes P,Q, une équivalence de la catégorie cofibrée des biextensiouns

de (P,Q) au sens de 2,10.1, avec la catégorie cofibrée y» ol

i . (2,0
K.(P,Q) = K.(P) ® K.(Q).
Ces réflexions suggdrent qu'on trouvera peut-8tre, pour P

commutatif, une résolution canonique de P comme souhaitée dans 3.5.4 a),

par une modification judicieuse du complexe de chafnes C,(P,Z).

3.7. Compatibilités diverses

Dans la présente section , nous examinons le comportement de
1'équivalence de catégorie cofibrées 3.6.4, pour P et Q variables, La
variance de la catégorie cofibrée des biextensions de (P,Q) par un G
variable, par rapport 3 P,Q variables, est définie en principe dans 2.4,
et peut aussi se formuler par l'assertion que 1'on a un foncteur cofibrant
(2.6.1), On notera que la variance en P,Q est contravariante. La variance
de la catégorie cofibrée XL.(P,Q) par rapport 3 P,Q variables est également
claire, puisque L.(P,Q) = L.(P) ® L.(Qi dépend fonctoriellement du couple
(P,Q) et que XL. dépend de fagon contravariante de L, (3,4). Ceci posé,

une premidre compatibilité s'exprime, pour tout triple de morphismes
(3.7.1) Ppt—>pP, Q—¢Q, G6—>G6" |,
par le fait que le diagramme de foncteurs

L. (p,q") (")

(3.7.2) l l

BIEXT(P,Q;G) ~———> BIEXT(P',Q';G")

L@ T4
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est commutatif & un isomorphisme canonique prés, Nous admettrons cette
compatibilité, l'explicitation de 1'isomorphisme de commutativité ne
pouvant &tre qu'aussi évidente que fastidieuse (tout comme, du reste,
l'explicitation compléte qu'elle suppose de 1'équivalence de catégories

cofibrées 3,6.4),

3.7.3. De la compatibilité précédente résulte en particulier que l'iso-
morphisme (3,6.5,1) est fonctoriel non seulement en G, mais aussi en P et Q.
On peut énoncer de m@me, et plus trivialement, une fonctorialité analogue

pour 1'isomorphisme défini via (3.1,8) comme (3.6.5.1) 1'était via (3.2.4)
. .0 ~ o,k ~
(3.7.4) Biext (P,Q;6) ~=> Ext (P8Q,G) == Hom(P2Q,G) .

Mais on notera qu'on avait déja obtenu un tel isomorphisme dans (2.5.4.1),
et noté (2,6) qu'il é&tait fonctoriel en ses trois arguments, Or il est
immédiat de vérifier que les deux isomorphismes (3.7.4) et (2.5.4.1) sont

égaux,

3.7.5. L'intérét de 1l'isomorphisme de (3.6.5) est qu'il exprime le groupe
remarquable de nature géométrique, Biextl(P,Q;G), en termes d'un invariant
d'algébre homologique trés simple Extl(A%Q,G), qui s'insére dans la suite
des invariants Exti(ﬂ%Q,G), a4 laquelle s'applique le formalisme habituel
d'algébre homologique, En particulier, la suite de ces Exti est un foncteur

cohomologique au sens de [3] (ou suite liée de foncteurs dans la termino-

logie de [5]) en chacun des trois arguments P,Q,G. En particulier, une

suite exacte

(3.7.5.1) 0 G! G " 0
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{resp.
(3.7.5.2) 0—>pP —2>P—>P"—>0, ou0—>Q¢ —>Qq—>Q" —>0)

. . L i .
donne naissance 3 une suite exacte infinie sur les Ext™, dont les premiers
six termes (ne faisant intervenir que des Ext® et Extl) s'interprétent
en termes de biextensions grace a 3.6.5 et 3.7.4. On a déja signalé une

interprétation de la suite exacte déduite de (3.7.5.1), et notamment de

1'opérateur cobord
(3.7.5.3) 3 : Biext"(P,Q;¢") —> Biextl(P,Q;G'),

en termes géométriques, dans le cadre de la notion de.catégorie cofibrée

exacte 2 gauche (3.3.6). On peut se proposer de donner une interprétation
analogue de la suite exacte 3 six termes associée 2 1'une des suites exactes
courtes {3.7.5.2), la premi2re disons, ou ce qui revient au méme compte

tenu de 3,7.3, de donner une interprétation géométrique de 1'homomorphisme

cobord

(3.7.5.4) 3 : Biext®(P',Q;G) —> BiextI(P“,Q;G) .

On a effectivement :

Proposition 3.7.6. La catégorie cofibrée sur GRAB(T)®xGRAB(T)°xGRAB(T)

des biextensions de (P,Q) par G, avec P,Q,G variables (cf. (2.6.1)) est

exacte 3 gauche non seulement en 1'argument G, mais aussi en chacun des

arguments P et Q. Ceci dit, 1'homomorphisme cobord (3.7.5.4) déduit de

. i
la suite exacte des Ext associée a (3,7.5.2) (grace aux isomorphismes

3.6.5 et 3.7.4) est 1'homomorphisme cobord de la théorie des catégories
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cofibrées exactes 3 gauches sur C = GRAB(I)O rappelé dans 3.3.6, appliqué

2 la catégorie cofibrée des biextensions de (P,Q) par G, od Q et G sout

fixés, et P est vari-ble (sous réserve d'erreur de signe dans 3.4,9, (cf,

3.4.9.2)).

Esquissons la démonstration de 3.7.6, Grace & 3.6.4 et la com-
patibilité (3,7.2), nous interprétons les biextensions de (P,Q) par G

comme les objets de XL (p Q)(G). Considérons 1'homomorphisme

L.(P,Q)=L.(P) @ L.(Q) —> P @ L.(Q)
défini par 1'augmentation L.{(P) -~» P ; il résulte de 3,5.3 et de la pla-
titude de 1.(Q) que cet homomorphisme induit un isomorphisme sur les objets

H et H, donc (3.4.7) une équivalence ¥ Ceci nous

PeL. (@) > iL.(p, Q)"

permet d'interpréter les biextensions de (P,Q) par G comme des objets de

Yrer. (@

de complexe de chaines

(G). Ceci posé&, la suite exacte (3.7.5.2) donne une suite exacte

(3,7.6.1) 0 —> P'QL.(Q) > B8L.(Q) —> P"8L.(Q) —> 0 ,

L'exactitude 3 gauche annoncée résulte alors de 3.4.8 appliqué & cette
suite exacte de complexes,(La vérification directe serait d'ailleurs
immédiate,) D'autre part, 1'homomorphisme (3.7,5.4) n'est autre que 1‘'ho-
momorphisme cobord Ext® —> Ext1 déduit de cette suite exacte, en prenant
les Exti a3 valeurs dans G, et la dernigre assertion de 3.7.6 est donc

un cas particulier de 3.4.9,

211



- 80 - vI1

3.8. Biextensions de (P,Q) trivialisées sur des extensions de P et Q

Considérons d'abord deux suites exactes de Groupes abéliens

(3.8.1) o—>L1~i>L0—“>p—->o,o__>Ml_i,Mol,Q“_,e

Nous nous proposons de décrire la catégorie des biextensions E de (P,Q)
par un Groupe abélien G, telles que 1l'image inverse (u,v)* (E) de E par
(u,v) soit triviale, i,e, telles qu'il existe un homomorphisme s rendant

commutatif le triangle suivant

E
(3.8.2) l s
PxQ <X LM,

et satisfaisant la condition d'additivité qu'il faut en chacun de ses
deux arguments. La donnée d'un tel s permet donc d'identifier (u,v)#(E)
2 la biextension triviale Eo = LOXMOXG de (LO,MO) par G. La propriété
d'exactitude 2 gauche en P,Q de la catégorie cofibrée des biextensions
de (P,Q) par G fixé (3.7,6) montre alors que la donnée de la blextension
E de (P,Q), munie de la trivialisation s de son image inverse, équivaut
essentiellement 2 la donnée de deux trivialisations partielles de la biex-
tension triviale E_de (LO,MO) par G, sur (LI,MO) et (Lo’MI) respective-
ment, qui colncident sur (Ll’Mi)‘ Comme les biextensions induites par EO
sur (Ll’Mo)’(Lo’Ml) et (Ll’Ml) s'identifient aux biextensions triviales,
une trivialisation partielle sur (Ll,Mo) (resp. sur (LO,MI)) équivaut

a2 1a donnée d'un homomorphisme (ou accouplement)

(3.8.3) £: L@ —>¢C (resp. g: L &M, - G)
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et la condition de compatibilité envisagée signifie simplement que les

deux homomorphismes en question cotncident sur Lf&MI’ i.e qu'on a
(3.8.4) f(x1®y1) = g(x1®y1)

pour des sections x de Ll s Ml sur un objet de T, En termes de 1'homo-

17
morphisme s de (3,8.2), les formes f et g sont caractérisées par les
conditions

(3.8.5) S(Xl’yo) = f(xfgyo)eE/Q(yo) s s(xo,yl) = g(x08y1)eE/P(xo) ,

qui mettent en évidence 2 nouveau la nécessité de la condition (3.8.4).
La trivialisation s étant choisie, les autres trivialisations

sont les morphismes s': LoXMo ~—> E de la forme
(3.8.6) s'(xo,yo) = s(xo,yo) + h(x&@yo) s
avec
h : LeM —>¢G
une forme quelconque ; il est alors clair sur (3.8.5) que les formes f,g

définies par s sont changées en les formes

f‘(x1®yo) = f(xl®yo) + h(xl®y0)

(3.8.7)
g'(xa&yl) = g(xogyl) + h(xogyl) .

On trouve ainsi :

Proposition 3.8.8. Le sous-groupe de Biextl(P,Q;G) formée des classes de

biextensions dont 1'image inverse par (u,v) est une biextension triviale

de (LO,MO) (i.e. le noyau de Biextl(P,Q;G) — Biextl(Lo,Mo;G)) est cano-

niquement isomorphe, grace 3 la deacription qui précdde, au groupe quotient
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du groupe des couples de formes (f,g) (3.8.3), sotisfaisant la condition

de compatibilité (3.8.4), modulo les couples de formes gui proviennent par

restriction d'une forme h: Logm% — G,

Nous voulons maintenant interpréter cet isomorphisme en termes
d'algébre homologique, lorsqu'on tient ccmpte de 1'isomorphiszme canonique
s 1 ~ o 1o . .
Biext (P,Q;G) == Ext (P3Q,6) de 3.6,5. Pour ceci, interprétons les données

(3.8.1) comme étant deux ccmplexes résolutions de P resp. de Q,
(3.8.9) L.:0—>L —>L —>0,M :0—>M —>M —>0 ,
1 [+ [

et considérons le complexe produit tensoriel L.®M.

a a
0 —> L &M —25 1 6M + LM L1 em — o0
i [s] o] o) o

On sait d'ailleurs qu'on a un homomorphisme canonique dans la catégorie

dérivée

I,

rsQ ——> L.GM, s
d'olt un homomorrhisme non moins canonique

(3.8.10) 1! (Hom" (L.@M. ,G)) —> Extl(P%Q,G) .

On notera d'ailleurs que le groupe des l-cocycles du complexe Hom® (L.®M,,G)
s'identifie au groupe des couples (f,g) comme en (3.8,3), satisfaisant a
la condition de compatibilité (3.8,4), en associant 3 un tel couple 1'ho-

momorphisme F : L @MO + L&®M1 —> G de composantes (f,g) :

1
3.8,11 =

( ) F(xlgyo + xagyl) f(xlgyo) + g(xogyl) .

D'ailleurs le cobord de la O-cochaine h : Lo@w% —> G n'est autre que le

couple de ses restrictions &4 L 8M0 et Ldng’ de sorte que le groupe des

1
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couples (f,g) modulo les couples (h,h) décrit dans 3,8.8 est canoniquement
isomorphe au premier membre de (3.8.10). Ceci posé, on a la compatibilité

suivante

Proposition 3,8.12, 8i € € Ker(Biextl(P,Q;G) —n Biextl(Lo,Mo;G)) est

décrit par le couple (f,g) comme dit dans 3.8.8, alors 1'image de € dans

L
Extl(P ® Q;G) par 1'isomorphisme (3.6.5.1) est 1'image par (3.8.10) de

1'é1ément du premier membre défini par le cocycle (3,8,11).

La vérification de cette compatibilité est laissée au lecteur.
3.8,13. Onvaappliquer ceci en particulier dans le cas ol om prend

L, =z[p] , M =z[Q]
L1 et Ml étant respectivement les noyaux des homomorphismes canoniques

Z{P]—>» P, Z[Q] —> Q. Notons que l'cn a des isomorphismes canoniques
L L L
L, ®M L ®M = Z{PxQ] s
L, et M_ étant plats, d'od on déduit grace 2 (1.4,5) des isomorphismes

canoniq ues

i, L U 1
Ext (Lo® MO,G) H (PXQ,GPXQ) .

De ceci et de 3,.6.5, ou directement grace aux définitions et 3 1.4, on con-
clut que le foncteur qui 2 toute biextension de (Lo’Mb) par G associe .
le torseur sous GPXQ sur PxQ qu'elle induit, est une &quivalence de
catégories, {Ceci reste valable sans utiliser de structure additive sur

P,Q .) Par suite, si E est une biextension de (P,Q) par G, il revient

au méme de se donner une trivialisation de son image inverse sur (Lo’Mo)’
ou de se donmer une section de E considéré seulement comme objet au~-dessus

de PxQ, i.e. une trivialisation de E considéré comme torseur sous G

PxQ’
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Les biextensions munies de cette structure supp.émentaire sont donc décrites
par les couples (f,g) (3.8,3) satisfaisant la compatibilité (3,8.4), et
la description & isomorphisme prés est celle donnée dans 3.8.8.

Notons d'ailleurs qu'avec les notations de 3.5, on peut considérer
L, comme le conoyau de LZ(P) -—> Ll(P)’ et de méme pour M, ce qui permet

d'expliciter la donnée de (f,g) en termes d'un systéme d'homomorphismes
£ L (P) @ L_(Q) =Z(PxPXQ) —=> 6
g' ¢ L (P) ® L (Q =Z(Px@Q) —> G

i.e. d'homomorphismes de faisceaux d'ensembles

PxPxQ -—> G, PxQxQ@ —~> G R
satisfaisant cing conditions de compatibilité (exprimant que f' et g’
peuvent se factoriser en f et g - ce qui fait 2x2 équations a écrire,
compte tenu de la forme de LZ(P) et LZ(Q) comme somme de deux termes ~
et la condition (3.8,.4)). On constate alors que f' et g' ne sont
autres que les données de multiplication partielle définissant une biex-
tension, et les cinqg conditions en question ne sont autres que les cing

axiomes des biextensions envisagés dans 2.1 (cf, démonstration de 3,6.4).
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SGA 7

EXPOSE VIII

COMPLEMENTS SUR LES BIEXTENSIONS. PROPRIETES GENERALES

DES BIEXTENSIONS DES SCHEMAS EN GROUPES

par A. Grothendieck

SOMMATIRE
0. Introduction
1. Cas particuliers divers sur un topos quelconque
2. Accouplements définis par une biextension
3. Biextensions de schémas en groupes (P,Q) par gm : généralités

4. Extensions et biextensions des schémas en groupes lisses et
connexes Sur un corps

5. Extensions et biextensions par des schémas en groupes constants
tronqués sans torsiom

6. Extensions et biextensions par le modele de Néron de gm

7. Prolongements canoniques d'extensions et de biextensions par Em

0. Introduction

0.1. Nous continuons ici 1'étude générale des biextensions, commencée
dans 1'exposé précédent. Tout d'abord nous donnons quelques compléments
dans le cas d'un topos de base général, en développant notamment, avec

les détails qu'il mérite, le formalisme des accouplements associés aux
biextensions (n°2), dont 1'importance dans la théorie des schémas abéliens
est bien connue, D'autre part, nous abordors 1'étude des biextensions

de schémas en groupes généraux, le cas le plus intéressant pour nous

étant celui des biextensions par le groupe multiplicatif gm . Nous serons
cependant obligés, & titre d'intermédiaire technique, d'étudier aussi

les biextensions par d'autres types de schémas en groupes (n°s 5 et 6),
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Le résultat le plus intéressant pour la suite est donné dans 7.1, qui
donne des conditions moyennant lesquelles, pour P et Q lisses sur un trait
de point générique 7, une biextension de (Pn’Qn) par Qm peut se prolonger
en une biextension de (P,Q) par Em , déterminée 2 isomorphisme unique preés,
Ce résultat sera fort commode dans 1'exposé suivant, consacré i la théorie
du modéle de Néron des variétés abéliennes, Il est probable qu'on y pourrait
s'en tirer & meilleur compte, sans 1'imposant poids-papier des exposés
VII et VIII (qui ne serviront plus dans la suite du Séminaire) ; il nous
semble cependant probable que les développements donnés dans ces exposés

sont appelés 2 &8tre utiles encore ailleurs.

0.2, Lorsque nous travaillons avec des schémas en groupes sur un schéma S,
il sera sous~-entendu que nous travaillons avec le topos fppf de §, qui

est le topos associé au U-site des schémas localement de présentation
finie sur S (et € UY), muni de la topologle fppf (SGA 3 IV 6.3). Le lecteur
vérifiera d'ailleurs sans peine que la plupart des énoncés que nous donne-
rons seraient également valables (et essentiellement équivalents aux
énoncés fppf) pour d'autres topologies sur S {ayant comme catégorie sous-
jacente au site une catégorie contenant au moins les schémas localement

de présentation finie sur 8), telles les topologies de Zariski, la topo-
logie étale, la topologie fpqc. Une des raisons en est que, grace i la
théorie de la descente, la catégorie des extensions d'un schéma en groupes
P localement de présentation finie sur 5 par le schéma en groupes §m ne
dépend pas, 3 équivalence prés, de la topologie choisie, et le méme énoncé
vaut pour la notion de biextension. La raison technique pour laquelle il

y a lieu de préférer la topologie fppf (ou une topologie plus fine, comme
fpqc) aux topologies moins fines comme celle de Zariski et la topologie
étale, c'est que pour tout entier n > 0, 1'homomorphisme n.id de Em dans
lui-m@me est un épimorphisme fppf (car il est fid2lement plat de présenta-
tion finie), mais en général pas un é&pimorphisme (Zar) ou (&t), (NB clest
un épimorphisme (&t) si et seulement si n est premier aux caractéristiques

résiduelles de § et un épimorphisme (Zar) si et seulement si § est vide,)
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0.3, Signalons enfin que la plupart des énoncés concernant les extensions
ou les biextensions par gm resteraient valables en remplagant ce groupe
par un tore G, Comme un tel G est localement isomorphe (pour fppf, et
méme pour (ét)) 2 un groupe Q; , il s'agit 12 d'une généralisation essen-

tiellement triviale,

1, Cas particuliers divers sur un topos quelconque

1.1. Dans le présent numéro e¢t le suivant, comme dans VII, T désigne
un topos, P,Q et G dénotent trois Groupes abéliens de T, de sorte qu'on

a un isomorphisme canonique (VII 3.56.5)

(1.1.1) Biextl(P,Q;G) = Extl(é%Q ;G)

Rappelons qu'on a des isomorphismes canoniques {dits "de Cartan")
(1.1.2) Exel (B8, ©) < Ext(P,RHom(Q,6)) == Extl(Q,RHom(P,G))

Tous ces isomorphismes sont fonctoriels en les trois arguments P,Q,G.
On déduit de (1.1,1) la suite exacte infinie suivante, compte
L
tenu que les objets d'homologie de RIQ sont les Tor.(P,Q), qui sont nuls

pour 1 =21 :
(1.1.3) 0 —> Ext'(R8Q,0) —> Biext'(P,0;6) —> Hom(Tor, (P,0),6) —>
2 2, L
Ext“(P®Q,6) —> Ext (’® Q,6) —> ....

D'autre part, les objets de cohomologie de RHom(Q,G) &tant les gggl(Q,G),

la premi2re égalité (1,1,2) donne liecu & la suite exacte 4 5 termes,
(1.1.4) 0 —> Ext!(P,Hom(Q,G)) —> Biext(P,Q;6) —> Hom(P,Ext}(Q,¢))

Extz(P,EgE(Q,P)) — Eth(P,Rﬂgg(Q,G)) s
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associée & la suite spectrale habituelle
Ext*(P,RHom(Q,G)) &= ExtP(?,Ext1(Q,6))

Nous laissons au lecteur le soin de préciser, s'il en ressent le besoin,
la premiére flache de (1,1.3) (resp. de (1.1.4)) & l'aide d'un foncteur

naturel pleinement fidéle

(1.1.5) EXT(P®Q,G) ———> BIEXT(P,Q;G)
(resp.
(1.1.6) EXT(P,Hom(Q,G)) — > BIEXT(P,Q;6) Yy

ol EXT et BIEXT désignent les catégories d'extensions et de biextensions
qu'on devine,

Bien entendu, 1‘'isomorphisme Biextl(P,Q;G) 2 Extl(Q,Rggg(P,G))
donne naissance 2 une suite exacte analogue 2 (1,1,3), avec les rdles de
P et Q intervertis, dont la premidre fl2che peut se préciser 3 1'aide

d'un foncteur pleinement fidale

(1.1.7) EXT(Q,Hom(P,G)) —> BIEXT(?,Q;G)
analogue & (1.1.6).

1.2. Supposons qu'on ait

{1.2.1) Tor,(P,Q) = © s

alors (1.1,3) fournit un isomorphisme canonique
. 1 ~ 1
(1.2,2) Biext (P,Q;G) == Ext (P®Q,G) .

Il en est ainsi par exemple si P ou Q est un Z-Module plat. On peut évidem-

ment préciser cet énoncé en disant que sous la condition (1,2.1), le foncteur
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(1.1,5) est une équivalence de catégories,

1.3, Supposons qu'on ait

(1.3.1) BRQ = 0

alors (1.1,3) fournit un isomorphisme canonique
(1.3.2) Biext (P,0;6) == Hom(Tor, (P,Q),6)

Le cas le plus intéressant pour nous oit (1.3.1) est vérifié est celui oi

on dispose d'un entier n > 0 tel que 1'on ait
(1.3.3) wp=P , Q= lim ,Q ,
i
i.e. P est divisible par n et Q est limite de sous-Groupes annulés par
des puissances de n, Posant, suivant 1'usage

TH(P) = ( iP) L0 (systéme projectif), P = 1'3) P
n n 1 n

on conclut de (1.3.3) des formules plus précises que (1,3.1) :

(1.3.4) P&Q =0, Tor (P,Q = L}"—Snip ® niQ = T (Peq = nmP ®T (Q,

de sorte que 1l'isomorphisme (1.3.2) prend ici la forme plus concréte :
(1.3.5) Biext'(p,Q;G) = Hom(T_(P),D(Q))=* Hom (Q,D(T, (P))=Hon(T_(P)ET, (Q),T(C.

Précisons la signification de ces formules :
a) Dans le syst2me inductif qui intervient dams (1.3.4), 1'ho-

momorphisme de transition

£€ 0 —> jP® J.Q i=3)
n n o n
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est décrit en identifiant le premier membre 2 jP @ iQ griace a nj-ﬁgid,
n n
et en utilisant 1'homomorphisme

id®in : P —— P ®
BN REAIEA I
olt inj : iQ —> .Q désigne 1l'inclusion,
n nJ
b) On pose, par défimition
dfn
Tn(P) ® Q = 313 Tn(P) ® niQ »
ol
dfn 1
Tn(P)®M = ;POM st nM=0 .

n

On précise de mBme le sens du troisi®me terme écrit dans (1.3.4), lors-
qu'on suppose que nQ = ¢ {de sorte que Tn(Q) est, comme Tn(P), un systéme
projectif strict). Le dernier terme de (1.3.4) est un Hom de syst2mes

projectifs de groupes,

¢) La lettre D désigne Hom(~,G). L'objet D(Q) est défini comme

le systime projectif de Groupes

D@ = (0 @)

= Gion( 0,055

le deuxidme membre de (1.3,5) étant le groupe d'homomorphismes de sys-
téme projectifs de groupes. Le dernier membre s'interprate plus simple-

ment en posant

D(T_(P)) = 1lim D( ,P) ,
n i

i n

les morphismes de transition de ce sytime inductif étant évidemment ceux

qui se déduisent par transposition des morphismes de transition
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3l p—s pde T (D).
1 n

DJ n

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter le calcul de
Torl(P,Q) indiqué dans (1,3,4), et la conséquence (1.3,5) de ce calcul,
Notons seulement qu'on utilise les relations déduites de la deuxiéme

hypothase (1.3,3)

Tor (P,Q) = lim Tor (P, .Q) R
' i ! o

qui pour p=0 donne immédiatement PR®Q = O, et qui raméne le calcul du
Torl(P,Q) & celui des Torl(P, iQ) et de leurs morphismes de transition,
n

. . i
Il reste donc, lorsque Q est annulé par un entier m = n~ tel que mP = P,

a expliciter un isomorphisme
(1.3.86) Tor,(P,Q) <= P® Q (wP=P , mQ =0) .

Il y a diverses fagons de la faire, 1'une d'elles consistant & utiliser

la suite exacte des Tor associée a la suite exacte
0——>mP—eP—‘L>P—-—>0 .

On peut aussi utiliser 1'homomorphisme (2.1.1) ci-dessous ; le fait que
les morphismes de transition sont ceux précisés dans a) n'est alors
autre que 2.1,11. Signalons que de toutes facons, le choix de (1.3.6)

revient au choix d'un signe, cf, 2.1,10.

1.4, Supposons que 1'on ait
(1.4.1) Hom(Q,6) = 0,

alors (1.1.4) fournit un isomorphisme canonique

(1.4.2) Biextl(P,Q;G) ~*> Hom(P, gc_c.l(q,c))

.

224



-8 - VIII

Ce cas se présente en particulier si Q est un schéma abélien et 8i G = gm s
cf, VIT1.3.8, Donc le foncteur en P, P b—> Biextl(P,Q;G) est représentable
par Q¥ = Extl(Q,G), et on trouve en particulier une biextension canonique

EQ de (Q*,Q) par G, défini 3 isomorphisme unique prés (puisque le groupe

Q

des automorphismes de E° est Hom(P,Hom(Q,G))} = 0), On pourraiappeler cette
biextension, ou lc hiextension cymdtrigque SEQ de {Q,0*) por G, la biextension

de Weidl de (Q%,Q) ou (Q,Q%) par G.
1.5, Supposons que l'on ait

(1,5.1) Hom(P, Ext'(Q,6)) =0

ce qui est le cas en particulier si Extl(Q,G) = 0 (par exemple si Q est
un schéma en groupes fini localement libre ou un groupe de type multi-
plicatif (SGA 3 IX), et G = & > cf, 3.4 ci-dessous). Alors (1.,1.4) four-

nit un isomorphisme canonique
¢ . 1
(1.5.2) Biext (P,Q; G) <=— Ext (P,Hom(Q,G)) ,

ot Hom(Q,G) joue le réle d'un "groupe dual" de Q (relativement a G).
Plus précisément, on déduit de 1,5.2 que le foncteur pleinement fideéle

(1.1,6) est une équivalence de catégories,

1.6. Suppossons que l'on ait simultanément les relations
(1.6.1) Hom(P,G) = O, Hom(P,Extl(Q,G)) =0 .

En vertu de 1.4, ces deux relations impliquent respectivement qu'on a des

isomorphismes
. 1 ~ 1
Biext (P,Q;G) ~~> Hom(Q,Ext (P,G)) s

piextl(P,q;0) <= Ext!(p,Hom(Q,0))
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d'od en composant un isomorphisme canonique
(1.6.2) Ext (P, Hom(Q,6)) —“> Hom(Q,Ext (P,0)) ( == Biext!(P,6;6)) ,

jouant le r8le d'une formule de dualité, Notons d'ailleurs que la premiére
relation (1.6.1) implique évidemment que Hom(P®Q,G) = O, donc que la
catégorie EXT(P,Hom(Q,G)) des extensions (commutatives) de P par Hom(Q,G)
est rigide (tout automorphisme d'un objet est l'identité), et qu'il en
est de mBme de BIEXT(P,Q;G). La structure de ces catégories est donc
connue quand on connait le groupe des classes d'isomorphie d'objets,
qui en vertu de (1,6.2) est canoniquement isomorphe 2 Hcm(Q,gﬁgl(P,Q)).
Notons que 1'application (1.6.2) est définie en tous cas (sans
supposer (1.6,1)), et qu'elle peut se décrire aussi directement, sans

passer par Biextl(P,Q;G), en termes de 1l'accouplement naturel

QxQ  —=>¢
(ot Q' = Hom(Q,G)), en l'interprétant comme un homomorphisme Q —> Hom(Q',G),

d'ok un composé
(1.6.3)  Ext’(P,Q')x Q = Ext!(P,Q')x Hom(Q',6) —> Ext!(P,G),

qui redonne (1.6.2),
Pour un cas utile ol les considérations de 1,6 s'appliquent,

voir 3,7 ci-dessous,

2, Accouplements définis par upe biextension

2,1. Soient P et Q deux Groupes abéliens sur T, et n > O un entier,
Rappelous qu'on désigne par nP le noyau de la multiplication par n idP.

Nous allons définir un homomorphisme canonique
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- n .
(2.1.1) o = G'P,Q : nP ® nQ — Torl(P,Q) .
qui sera le composé
(2,1.2) oF® rlQ —_— Torl(nP’nQ) — Torl(P,Q) s
olt 1a premidre flache est c.nP Q° et la deuxiéme est celle déduite des
n’n

inclusions nP -—> P, nQ ~= (. On est donc ramené & définir {2.1.1) dans
le cas o on a nP = 0, nQ = 0, i.e. oli P et Q sont des Z/nZ -Modules.
Supposons seulement nQ = O, Prenant une résolution plate L. de P (en

tant que Z-Module), on trouve des isomorphismes canoniques

L

78, Q

~

L.®.

7z (L.@zzzz/nz ®

ZZ/nZQ ’

qu'on peut écrire comme un isomorphisme dans la catégorie dérivée

( ) L - L I
2.1.3 B, Q = (P®ZZ/nZ) & /an s

donnant naissance 2 la suite spectrale de type homologique "de Kunneth"

(cf. SGA 1 IV 5.2) :
(2.1.4) TorZ (p,Q) &= E;q = 'rg? /“Z(_'ggng@,z /o ),Q)
Rappelons d'ailleurs qu'on a des isomorphismes canoniques
TorZ(P,Z/nZ) = P din P/nP , TorZ(P Z/nZZ) = P
—0 n -1 ? n
’

Z
Tori (P,Z/nZ) =0 sii=2

déduits du calcul des‘TorZi(P,Z /nZ ) a 1'aide de la résolution plate

.

canonique suivante de (Z /nZ )T

0 /A z 4]
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1'augmentation }LO —> (Z /nZz )T étant définie en envoyant 1 sur 1, Par
suite, la suite spectrale (2,1.4) se réduit essentiellement & une suite exacte

Z /nZ

Z/nZ 3 ) > P®Q 2> 10 (P,Q) —> Tor®

(2.1.5) 0 ~> Tor, (2 ,Q) >0,

ol on a posé Pn = P@ZZ /nZ = P/nP. L'homomorphisme & cherché est 1'ho-

momorphisme-coin E2 — TorzZ qui figure dans la derniére suite exacte,

0,1 1
Cette dernigre étant évidemment fonctorielle en P et en Q, la fonctoria-

1ité en P montre que 1'homomorphisme envisagé est bien le composé

nPQ?Q —— Torl(nP,Q) B Torl(P,Q) ,
ot le premier homomorphisme est 1'homomorphisme o défini comme précédem-
ment, mais avec (P,Q) remplacé par (nP,Q), et ot le deu i2me homomorphisme

provient del'inclusion nP —> Q.

2.1.6. Ceci définit donc bien, pour P et Q quelconque, un homomorphisme
(2.1.1) satisfaisant 2 la condition de factorisation (2.1.2). De plus,
pour nQ=0, la suite exacte (2,1,5) montre que Q est un isomorphisme dés
que Pn est plat sur Z/nZ (ce qui est le cas en particulier si Prl =0
i.e. nP=P i e, P est n-divisible, ou si P lui-méme est un Z/nZ -Module

plat) ou si Q est un Z /nZ -Module plat.

2.1.7. Explicitons le calcul de 1'homomorphisme ¢ de (2,1.5). Pour le
connaitre, il suffit de connaitre, pour toute section q de Q (sur un
objet S et T, disons 1'objet final pour simplifier) 1'homomorphisme
L }_gglz (P,Q) correspondant. Or on peut considérer q comme }'image
de la section 1 de (Z /nZ )T par un homomorphisme ug (Z /nZ )T — Q

bien déterminé, et la fonctorialité de 1'homomorphisme o en Q nous
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raméne donc au cas ou Q est le faisceau constant (Z /nZ )T , et ol q est

la section unité cde (Z /nZ )T . Dans ce cas, identifiant

'I‘ox’}_Z (2,Q) = _?_9_;‘_? (P, 22 /nZ) a P comme expliqué apras (2.1.4) ci-dessus,

1'homomorphisme cherché est 1l'identité, en d'autres termes, 1'homomorphisme
2 =

coin Eo’q = _’1’_0_};(1 (r,Z /nz) &, /nZ

1'identité. Cela résulte en effet immédiatement des définitions (et

Z /nZZ —>» 'Jt’m:ZZ (P,Z /nZ ) est
-9

1'assertion analogue reste valable en remplagant Z et son quotient
Z /nZ par n'importe quel Avneau A sur T et n'importe quel Anneau-quotient

A/I de A).

2.1.8. On peut zussi déterminer 1'hemomorphisme o de (2,1,1) en décrivant,
pour tout covplz de cections p de IlP et q de nQ {(sur un objet S de T, que
nous prendrons égal i 1'objet final pour simplifier les notations), la
section (p,q) de Er_lﬂ (P,Q). Utilisant comme ci-dessus la fonctorialité

de o en P et en Q, on est donc ramené au cas ol on a
P=Q=(Z/nZ )T s

p et q étant la section unité de (Z /nZ )T , et on est donc ramené 3 dé-

terminer 1'homomorphisme
@i (2 /)y ® (Z /02 )y —> Tor (Z /nZ )y » (/2
La description 2.1.7 nous montre que c'est 1'isomorphisme
(2.1.8.1) (Z /nZ)., == Tor® (Z/nZ ) (Z /nZ2),.)
T =1 T T
déduit de la résolution plate canonique

{2.1.8.2) O—-—>ZT-’-‘—> Z,—>0
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du premier facteur, P = (Z /nZ )Z , qui figure dans le Toxr, .

2.1.9., La définition donnée de (2.1.1) n'est pas symétrique, et on peut
en échangeant les rdles de P et de Q dans la construction précédente,

définir un homomorphisme analogue

(2.1.9.1) : PO Q> EQEI(P’Q) R

n
Pr.q
en se ramenant d'abord au cas nP=0, et utilisant une résolution plate

de Q. On peut aussi définir § en termes de g , de fagon équivalente, par

la commutativité du diagramme

nP®nQ annP
(2.1.9.2) g n

P!Q a"Q’E)

Tor, (P,Q) ———> Tor, (Q,P) s

ot les fl&ches horizontales sont les isomorphismes de symétrie, Ceci posé,

les relations entre G et § sont données par la formule :
(2.1.9.3) iy
2,0

en d'autres termes :

Lemme 2.1.10. Soient P et Q deux Groupes commutatifs, n > O un entier,

Alors le diagramme suivant est anticommutatif, ol o« est défini dans (2,1.1) :

-_—
HP®HQ I‘L@nP

n - n
(2.1.10,1) aP,Q QQ,P

les fléches horizontales étant les isomorphismes de symétrie,
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Démonstration. Le procédé de 2.1.8 nous raméne aussitdt au cas ol on a
P=Q = (Z /nZ )T , et a prouver alors que les deux isomorphismes (2,1.8.1)
obtenus en résolvant, par (2.1.8.2), le premier et le deuxi®me argument

respectivement intervenant dams le Tor, , on trouve des isomorphismes

1
qui différent par le signe (ou encore, que l'isomorphisme de symétrie
sur Torlz (Z /nZ , ZZ /nZZ ) est ~id), On peut évidemment supposer pour

ceci que T est le topos ponctuel, i.e qu'on travaille dans la catégorie

des groupes commutatifs ordinaires., Or soit L. le complexe
L. = 0—>2z 2>z —0

considéré comme résolution plate de P = Q = Z /nZ ., Utilisons L.GL.
pour le calcul de Torl(P,Q) = Torl(Z /nZ ,Z /nZ ), alors les isomorphismes

avec le Hy de L.QZ /nZ (qui permet de définir o) et avec le H, de Z /nZ@gL.

1

(qui permet de définir B) sont définis respectivement par 1'augmentation
L. —> Z /nZ du deuxi2me et du premier facteur de L.8L., . Il s'ensuit
aussitdt que a(l,1) est représenté par le cycle

- 181 respec-

+ 1,81 € (L.@L.)l =L@L, +1L ®L0(NB on désigne par I et 1

1 1 1 1
tivement 1'élément 1 de L, et de Ll)’ tandis que B{(1,1) est représenté
par le cycle 108>11 - 11®10 . Cela prouve donc 2,1,10,

Pour terminer ces géndralités sur les accouplements o, il

P P .
faut encore préciser les relations entre les divers homomorphisnes

n . .
aP,Q » pour n variable. Le résultat principal est donné dans le

Lemme 2,1.11. Soient P,Q deux Groupes commutatifs de T, n et n' deux

entiers > 0 tels que n' soit un multiple de n, soit n' = mn. Alors on a

commutativité dans le diagramme suivant
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n'P ® nQ
i id , ® 1
P, ® 1V \ o m

(2.1.11.1)

nP @ nQ n'P ® n'Q
n n'
%\ / %,
EQ.EI(P’Q) *
ol Pm : n,P — P désigne 1'homomorphisme induit par m.idP, et
im : nQ —> n'Q désigne 1'inclusion, On a de méme commutativité dans le

diagramme analogue (2,11,2), symétrigue de (2,11.1), dont les sommets

sont les m@mes que ceux de (2,11.1), sauf le sommet supérieur n'P®nQ’

qui_est remplacé par nP ® n’Q .

I1 suffit en effet de prouver le premier énoncé, le deuxidme
s'en déduit par symétrie, compte tenu de 2.1,10. On est ramené, par le
procédé de 2,1.8, au cas oi T est le topos ponctuel, i.e. ot P et Q sont
des groupes commutatifs ordinaires, et oi on a P = Z /n'Z, Q= Z/n'Z,
En fait, on utilisera pour P la seule hypothdse n'P=0, Nous identifierons
Torl(P,Q) 3 n'P = P, grace 3 la résolution 0 ~> Z—n"'> Z —> 0 de Q,
et de méme TOrl(nP’nQ) & P grace a la résolution 0 —> Z Loz —0
de nQ =~ Z /nZ , dont 1'augmentation est donnée en envoyant 1o sur m.1

Q
(1Q désignant 1'élément 1 de Q = Z /n'Z ), L'homomorphisme

Torl(nP, nQ) —— Torl(P,Q)

1 d

P P =P
n n
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déduit des inclusions nPC——> P et nQC~> Q n'est alors autre que 1'inclu-
sion naturelle nP"——> n’P‘ Par suite, identifiant le sommetsupérieur de

(2,1,11.1) 2 P/uP, grace au générateur m.1. de nQ’ permettant d'identifier

Q
Q2Z /nZ , le diagramme envisagé devient

P/aP
xi-—-)/y \P——)m}i
nP P
x'—& /ﬁ—éx

n‘P

qui est évidemment commutatif,

Corollaire 2,1.12. Avec les notations de 2.1.11, on a commutativité dans

le diagramme suivant

(2.1,12.1) %p Q a

m
n,Torl(P,Q) —_——— Torl(P,Q) ,

ol, dans la description des flaches horizontales, m désigne les homomor-

phismes otE —> E induits par m.idE (pour E égal respectivement & P,Q

et a Tor,(P,Q)).

En effet, en vertu de 2,1.11 on aura, pour x € n,P(S), y € n.Q(S} :
n ! '
o (mx@my) = o (x@my), or le deuxime membre est égal a ma" (x®y) puisque

x@my = m(x®y), d'od la commutativité de {2.1.12.1).
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2.1.13, Soit 4 un nombre premier., Pour tout Groupe commutatif E, dési-

gnons par T&(E) le systéme projectif
(2.1.13.1) TL<E) = (LVE>V2 o )

qui dépend évidemment fonctoriellement de E, Alors les compatibilités
!
2.1.12, pour n,n' de la forme LV,LJ avec v'2y, nous montrent que les
Y
ag Q pour v variable définissent un homomorphisme de systémes projectifs,
3

fonctoriel en P,Q :

(2.1.13.2) ahy T (P ® T, (@) —> T, (Tor, (7,Q))

La connaissance de ces homomorphismes, pour tout nombre premier £, équi-
vaut évidemment 2 la connaissance des a;’Q pour tout entier n, Les rela=-
tions d'antlcymétrie 2.1,10 se traduisent alors par les relations d'anti-
symétrie analogues {-adiques, pour tout {4, exprimées par l'anticommutati-

vité des diagrammes

TL(P) ® TL(Q) e e TL(Q) ® TL(P)

) OL(JL)

(2,1.13,3) aP,Q _ Q,P

v
T}L(EI(P,Q)) —e> TL(,I_‘ggl(Q,P)) »

oli les fl&ches horizontales sont les fldches de symétrie,

Remarque 2,1.14, On peut généraliser la construction de 1'homomorphisme
(2,1.1) et les résultats 2,1.10 et 2.1,11 le concernant au cas ot on
se donme un Anneau commutatif A sur T, et deux Idéaux a et b de A (qui

dane le cas traités précédemment se réduisent au méme Idéal nﬂ:T de
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1'Anneau constant ZT sur T), On définit alors un homomorphisme fonctoriel
en les A-Modules P,Q :
) o8 A
(2,1.14.1) L0 = HomA(_gm_alg.}g s Torl(P,Q)) ,
comme composé des homomorphismes

oF ® 1 Q = Hom(A/a,P) @ Hom(a/b,Q) —> Hom(Tor, (A/a,A/b),Tor, (P,Q))

compte tenu de 1'iscmorphisme canonique bien connu
(2.1,14.2) Tor,(Ala,A/b) = aNl b/a.b ;

en fait, c'est dans le choix de cet isomorphisme, suivant qu'on travaille
avec la résolution 0 —> a —> A —> 0 de A/a ou la résolution
0—3 b —>A-—>0 de A/b, qu'est "caché" lc signe de 2.1.10, qui se

généralise ici en 1'anticommutativité du diagramme

P®bQ EQ®£P

(2.1.14.3) -1
v
Hom(afl b/a.b,Tor, (P,Q)) —> Hom(aN b/a.b,Tor, (Q,P))

ot les fl2ches horizontales sont les flaches de symétrie. Lorsque a=b

>

cette anticommutativité peut aussi s'exprimer par le fait que 1'automor-
phisme de synmdtrie dans Torl(é/_q,s_x/g) est égal 3 -id , Dans le cas par-
ticulier ot a = b = nA, n étant une section de 4, alors la multiplication

par n induit un épimorphisme

Ala —>aNa/a.a = _za/:?.z ,

d'oll un isomorrhisme injectif fonczericl en le A-Module T
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Hom(g/_a_z,'r) —> T s
de sorte que dans ce cas 1'homomorphisme (2.1,14.1) s'interprite comme
un homomorphisme
(2.1.14,48) oF ® @ —> Tor (2,Q) R

plus proche de 1a forme (2.1.1). Supposant toujours a = b=nA, et n une
section régulilre de A, la suite spectrale (2,1,4) garde un sens dans
le cas présent, et donne lieu A une suite exacte de termes de bas degré

qui généralise (2.1,5) (Q étant maintenant un A-Module annulé par a) :

(2.1.14.5) Tors(p,Q) —> _T&fzi/“é(rn,())-» R Q%m‘;‘(no)--n_g‘f/“ﬁ@n,q)»o.

Revenons au cas olt 2 et b sont quelconques, et ou on se donne deux sec-
tions p et q de A, on trouve alors commutativité dans le diagramme sui-
vant (dont (2,1.11.1) est essentiellement le cas particulier obtenu en

prenant q=1) :

®
P_P qhQ
P2q i®j
£ %t paa” ® pqp?
[+ 4 [+
(2.1.14.6) J
Hom(afb/a.b, Tor, (P,Q)) Hom(pqalpqb / pqa.pab, Tor,(P,Q))

incl, (pq)*

Hom(aMb/pqa.b,Tor, (P,Q))
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I - .
ol i : Pﬂ? -— pqu et j qhg m— PQEQ sont les inclusions canoniques,
et {pq)* désigne 1'homomorphisme injectif déduit par passage aux Hom
de 1'homomorphisme surjectif alb/pq a.b — pq Eﬂg/pQE,qu induit

par la multiplication par pq . Lorsque a = b = nA, ce diagramme se

réécrit sous une forme plus simple (donnée dans (2.1.11,1) pour g = 1},

2.2, Cousidérons maintenant, en plus de P et Q, un Groupe commutatif G.
NMous avons alors défini dans (1.1.3) un homomorphisme canonique, fonc-

toriel en P,Q et G :
(2.2.1) Biext!(P,Q;G) —> Hom(Tor (2,Q),6) .

D'autre part, si n est un entier > 0 (resp. si 4 est un nombre premier)

de (2,1,1) (resp. 1'homomorphisme a;éé de
b

alors 1'homomorphisme a?
P,Q
(2,1.13.2)) donne un homomorphisme
Hom(Torl(P,Q),G) e Hom(nP ® nQ , G)
(resp. un homomorphisme

Hom(Tor, (P,Q),6) —> Hom(T, (P)®T, (Q), TL(G)) ).

Ces derniers homomorphismes sont également fonctoriels en P,Q,G. Les
composant avec (2.2.1), on en déduit des homomorphismes canoniques,

fonctoriels en P,Q,G :

(2.2.2) wn = m;’Q : Biextl(P,Q;G) —_— Hom(annQ, G |,
(2.2,3) cp“)= cpf,%: Biextl(P,Q;G) —> Hom(T, (P)8T, (Q), TL(G))
Pour

(2.2.4) g € Biextl(P,Q;G) s
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on désigne par ¢€ (resp. m(é)) son image par (2.2.2) (resp. (2.2.3)) :

(2.2.5) ¢g : PO® Q——>¢ (ou o5 au choix) ,
(2.2.6) CP(?: T,(P) ® T,(Q) —> T ()
(1) (n)

2,2,7. Evidemment la connaissance de © £ équivaut 2 celle des @ £
pour tout n de la forme e , avec V 2 0, et pour n fixé, la connaissance

de @ équivaut 2 celle de 1'homomorphisme

(n) N
g
(2,2.8) ml(P,Q) —— G,

image de § par (2,2.1), sur 1'image de q;’Q 2 P Q "‘>.IQEI(P!Q3G)'

On notera que lorsque P=nP et Q=nQ, alors 1'image précédente est égale
a nzggi(P,Q), conme 11 résulte agisément de la considération de la suite
exacte (1.3,5) et de la suite exacte analogue pour Q ; d'autre part,

si P et Q sont divisibles i,e, si nP=P,nQ=Q pour tout entier n > 0,
alors on vérifie aisément que 32£1(P’Q) est de torsion i,e,

22;1(?,Q) = aggynzggl(P,Q), de sorte que dans ce cas la connaissance
des qg pour tout n égquivaut & celle de (2,2.8), tandis que la comnais-
sance de w(é), pour un nombre premier donné, équivaut i celle de la
restriction de (2,2.8) 2 la composante {-primaire de Tor 1(P,Q). Nous
allons expliciter maintenant les propriétés de symétrie des accouplements
(2.2.4), (2.2.6) associés aux biextensions, Notons d'abord qu'on a un

diagramme commutatif
Biextl(P,Q;G) —_— Biextl(Q,P;G)
(2.2.9)

Hom(Tor, (P,Q),6) —=—> Hom(Tor,;(Q,P),6) ,
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o les fléches horizontales sont les fléches de symétrie (la premidre
de ces flaches étant définie dans VII 2,7 ), et les flaches verticales
sont (2,2,1), Cette commutativité résulte en effet de la commutativité

des deux carrés composants du diagramme plus complet

Biextl(P,Q;G) e > Biextl(Q,P;G)
1 L 1, L
(2.2.10) Ext (78Q,6) i Ext™(Q8P,6)
| |
Hom(Tor, (?,Q),6) > Hom(Tor,(Q,?),6) ,

ol la premidre fléche verticale de chaque colonne est 1'isomorphisme
canonique de VII 3.6.5 , et la deuxiéme fleche est 1'homomorphisme
évident, La commutativité du deuxi®me carré de (2.2.10) est triviale,
compte tenu que 1'isomorphisme de symétrie ggQ ——teip &gP induit par
définition 1'isomorphisme de symétrie Ig_x_‘_l(P,Q) = l_o_r_l(Q,P), et que
pour un complexe variable L, , 1'homomorphisme canounique

Extl(L.,G) = Hom(Hl(L.),G) est fonctoriel en L. , Quant 2 la com-
mutativité du premier carré de (2,2,10), elle résulte de 1'explicitation
simultanée des isomorphismes de symétrie et des isomorphismes verticaux
définis dans VII 3, 6.5 , et nous laissons le détail de la vérification
au lecteur ; on utilisera le fait que 1'isomorphisme de symétrie

L,(P)BL,(Q) == L.(Q)®L.{P) induit en degré 1 1'isomorphisme

LO(P)&Ll(Q) + Ll(P)®L0(Q) — LD(Q)®L1(P) + LI(Q)Q'STLD(P)

qui est donné sur les sommandes correspondants par l'isomorphisme de
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symétrie ordinaire des modules non gradués sous-jacents (donc sans
intervention d'un signe).
Compte tenu de la commutativité de (2.2,9), l'anticommutativité

)

de (2.1,10.1) se traduit, en termes des qp ou des @ x ; par la relation

suivante :

Proposition 2.2,11, On a anticommutativité dans les diagrammes suivants :

Biextl(P,Q;G) e Biextl(Q,P;G)
(2.2.11.1) %o J/ _ lcpg P

Hom( P ® nQ6) — Hom(nQ ® P,6

Biextl(P,Q;G) —_——— Biextl(Q,P;G)
(2.2.11.2) Cpé,% l _ lcpé";

Hom(T, (P)®T, (Q) ,'I'{(G)::* Hom(T&(Q)@'T&(P) T, (6))

olt 1es fleches horizontales sont les flaches de symétrie.

Signalons le corollaire important :

Corollaire 2,2.12, Supposons P=Q, et supposons que £ soit la classe

d'une biextension symétrique (resp., antisymétrique) de (P,Q) par G,

i.e. gqu'on ait %¢ = € (resp. s§ = -E), ol s§ désigne 1'image de §

par symétrie, Alors les applicstions bilindaires wg(sur annP) et

1)
9 (sur Té(P)XTL(P)) sont antisymétriques {(resp, symétriquz:;é.
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Remarque 2,2.13. Supposons & symétrique, Si n (resp. 4) est impair, alors
il résulte de 2.2,12 que wg (resp. m(é))est méme une forme alternée.
Cette conclusion n'est pas valable en général sans la restriction n

resp. 4 impair, comme on voit déja dans le cas ol P est le groupe or-
dinaire Z/2Z , et G = Z /2Z . Supposons cependant que l'om ait 2P = P,
(ce qui est le cas en particulier si P est un schéma abélien, en travail-
lant comme d'habitude avec la topologie fppf ou fpgc), alors il est
encore vrai que les formes précédentes sont alternées, 11 suffit de voir
que q?v(x,x) = 0, or, comme 2P=P, on peut supposer que l'élément donné

x Esz (S) est de la forme 2y, avec y € 2v+1P(S)’ et on a alors

2\) Z\H-l 2V+1
@ (x,x) = 2 ¢ (y,y) = 0, puisque @ est antisymétrigue.

2,3. Lien avec la "duslité de Cartier". La description donnée dans 2.2

des accouplements définis par une biextemsion, via le théordme d'isomor-
phisme VII 3,6.5et 1'homomorphisme (2,2,1), n'est évidemment pas la
définition qui avait été utilisée précédemment dans le cas des schémas
abéliens (3 un moment od la notion méme de biextension n'existait pas
encorel). Celle-ci procdde via la dualité de Cartier, et nous allomns
donner maintenant la relation avec cette dernidre,

Reprenons 1'homomorphisme
(2.3.1) Biext!(P,Q;6) ——> Hom(P,Ext'(Q,0))

provenant de la suite exacte (1.4}, qui est d'ailleurs un isomorphisme

dans le cas oft 1'on a

(2.3.2) _!_i_f_)m;(Q,G) =0 3

241



- 25 - VIII

condition vérifiée en particulier lorsque Q est un schéma abélien sur
un schéma 8, et G est le groupe multiplicatif [} (Vir1.3.8 ), On a d'autre
part un _homomorphisme évident "restriction & n Q" Extl(Q,G) — Extl(nQ,G),

d'olt un homomorphisme composé

(2.3.4) Hom(P,Extl(Q,G)) - Hom(P,Extl(nQ,G))—a Hom(nP, Extl(nQ,G)) ,
ot la deuxiéme fléche est 1'homomorphisme de restriction 2 nP . Composant

avec (2,3,1), on trouve un homomorphisme
. 1 1
(2.3.5) Biext™(P,Q;G) —> Hom(nP, Ext (nQ,G)) .

D'autre part, la suite exacte

(2.3.6) 0 Q Q — nQ 0

. i N .
donne lieu 2 une sufte exacte des Ext (-,G), d'ol une suite exacte courte

(2.3.7) 0 = Hom(Q,G)_ — Hom( Q,G) 25 Extl(nQ,G) — 0,
- n ——'n T

ol En désigne, comme d'habitude, E/nE . On en retiendra 1‘'homomorphisme
canonique surjectif

(2.3.8) Hom(_Q,G) -——-Jé—“——> Extl(nQ,G) s
fomt "33

qui est d'ailleurs un isomorphisme si Hom(Q,G)n = 0, a fortiori si on

a (2.3.2). De (2.3.8) on déduit un homomorphisme
~ 1
(2.3.9) Hom(nP,ggg(nQ,G)) —_ Hom(nFEHQ,G) — Hom(nP, Ext"(nQ,G)) ,

qui est un isomorphisme si on a (2.3.2).
Tous les homomorphismes envisagés sont fonctoriels en P,Q,G.
Les homomorphismes {(2,3.5), (2,3,9) et (2.2.2) donnent lieu

a un diagramme
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Biextl(P,Q;G)

(2.3.10) / _ \2.3.5)

Hon( 18 0,6) 2205 pon( p, pxt!(meme))

od la fl2che horizontale (2.3.9) est un isomorphisme si on a (2.3.2},

Proposition 2,3.11, Le diagramme (2.3.10) est anticommutatif,

Dans le cas ou Hom(Q,G) = 0, cet énoncé redonne donc une
caractérisation de 1'homomorphisme @n de (2,2.2) en termes des homomor-
phismes (2.3,5) et (2.3.9), qui est celle utilisée précédemment en

théorie des schémas abéliens (ol d'ailleurs on a nQ = Q).

Démonstration de 2,5,11 (¥). Soient £ un élément de Biextl(P,Q;G),

e nPgnQ —> G 1'accouplement associé, et ug L Extl(nQ,C)
1'homomorphisme image de & par (2,3.5). Il faut prouver que—ug se
déduit de ¥g par la flache (2.3.9), i.e. que c'est le composé

Cp,
g
(*) P —> Hom( Q,6) —2:3:8) & . lina,0)
n Hom( LExt

Pour prouver ceci, on peut supposer donnée une section x de nP et prouver
que son image -ug est égale 2 son image par le composé (%), (Ceci nous
permettrait, si nous ledSsirions, de nous ramener au cas ol P = @Z/nﬂi)T s
mais cette réduction ne nous sera pas nécessaire,)

a) Choisissons des résolutions plates L. et M, ,

Qw1 ~—>L —0 , 0—> N& —_— Y —> 0
1 o [+]

de P et Q respectivement, une résolution plate de P (par exemple) é&tant

(*) Pour une démonstration plus élégante, cf 2.3.19 ci-dessous,
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obtenue en écrivant P comme quotient d'uniZT-Pbdule plat Lo’ et en dési-

gnant par L. le noyau de L, —> P (qui est plat, car sans torsion), On

1
en déduit un complexe L,3M.

d d
2 1
0 L1®H] L1®Mo + L0®M1 — L0®Mo -—> 0 s

dont le faisceau H, nous servira de Totl(P,Q). Désignons par Lé resp. M;

1
le sous-faisceau de L° resp, Mb image inverse de nP resp. nQ , de sorte

que le complexe 0 —» L, —> Lé —> 0 (resp. le complexe

1
0 —> M —> M —> 0) est une résolution plate de P (resp. de nQ).

On peut alors expliciter 1'homomorphisme
L8 Q> Torl(P,Q) = H (L.8M.)
par passage au quotient 2 partir de 1'homomorphisme
L' ® M' —> H (L.GM.)
o o =1
donné par
x 8y F—> classe du l-cycle [nxo]® v, - x® [nyo] s

ot les crochets [ ] indiquent que 1'élément envisagé est considéré comme

section du sous~faisceau L1 de LO resp, M1 de Mo . L'explicitation pré-

cédente résulte en effet du calcul fait dans la démonstration de 2.1,10.
b) Prenons une résolution injective

[o]
0 ® 45t

L
de G, et identifions Biextl(P,Q;G) a Extl(PgQ,G) = Hl(Hom'(L.®M.,C')).

Donc 1'élément & peut s'interpréter comme un couple f fo d'homomorphismes,

1’

donnant lieu & un diagramme anticommutatif
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a
L, &M +L®M.l—-l--—-> L &M
(2.3.12) £ £,
1 - [}
[¢]
P — s ]

Par définition, 1'accouplement
qg : P & nQ —> G
se déduit alors par passage au guotient de 1'homomorphisme
¢ L'eM!' —> G

o o

donné par
o 1
= - = —_—

(2.3.13) cp(xo ®y,) gﬁ[nxo] ®y, -x ® [nyo])E G = Ker(C c) .

Nous pouvons supposer que la section donnée x de nP se reléve en une
section X de Lé (car 1l'assertion (2.3.11) est locale sur T), et la
formule précédente, ol ¥, est considéré comme variable, définit donc

un homomorphisme

t . [ —x
(2.3.14) @' M — G , Y, — fl([nxol8y° xa@[nyo]) s
qui passe au quotient pour nous donner 1'homomorphisme

L6 yi—-—>cpg(x,y)

associé 2 qt et & x .

¢) Il faut prendre 1'image de cet homomorphisme par 1l'opérateur
3 de (2.3.7), associé 2 la suite exacte (2.3.6). Or nQ J:-anQ est évidem-
ment aussi isomorphe 2a Mo/Mé , de sorte qu'on a un homomorphisme de suites

exactes
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M /M —> 0
o o

21

nQ 4] N

-«
© «— x

0 Q >
ot la derniére fléche verticale est un isomorphisme, Ceci montre que la

section cherchée de Extl(nQ,G) peut aussi &tre calculéecomme 1'image de

@' (2.3.14) par 1'opérateur cobord
1 9 1 1
Hom(M',G) —— Ext (M /M',G) ,
=" = *%""%

ou encore la section du deuxilme membre défini par 1'élément du Ext1

global image de ¢' par 1l'opérateur cobord
1
Hom(M! ,G) ~—> Ext” (M _/M',6) .

La construction habituelle de 1'opérateur cobord nous donne alors la

recette suivante : on prolonge le composé (2,3.13)
t

w £ g —> c°
en un homomorphisme

VM —c
ce qui est possible puisque c° est injectif, et on considére 1'unique
homomorphisme
(2.3.15) A: oM /M ——> ¢!
rendant commutatif le diagramme

0—>M —>M «—> M /M —~30
[} [ o, o

0—>¢ —> ¢ —> ¢!
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Il est clair que (2,3,15) est & valeurs dans les l-cocycles, i.e. est un
l~cocycle, et que ce dernier représente 1'élément cherché de

Extl(nQ,G) = Extl(MO/Mc',,G) .

d) 11 reste a expliciter la section de Eg:_tl(nQ,G) déduite de
€ et de x grace a la flache (2.3.5) du diagramme (2.3,10). Pour ceci,
nous pouvons ignorer le fait que la section x de P est annulée par n,
et on trouve la description suivante, en termes de reldvement choisi
X de x en une section de LO : cette derniére définit un homomorphisme

d augmentatlon
u 2 li. > .® - y | @y y b— x ®9
L M ? o XO o ? 1 (o] i :

et la section de Extl(Q,G) déduite de (2.3.1) est celle qui se déduit
de 1'élément £ de Extl(L.GM.,G) en composant avec 1'homomorphisme précé-

dent, donc est donné par 1'homomorphisme de degré 1

d1
0 M1 Mo 0

.
Y1 fl(xo®yl - Yo e f].(xczo@yo)

dO

0o——>c® 45 (!

LR .

Pour prendre la restriction de cette classe 2 nQé&—> @, utilisons

1'isomorphisme nQ — MolMé ; qui fournit ume résolution plate

0 > M M 0
o o

de nQ, 1l'inclusion nQ$— Q &tant remontée en un homomorphisme de

résolutions
4] Mé, Mo o]
yo > Loyl ] l + J/ Y, F oy,
(o] > M1 Mb o] .
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Par composition, on voit donc que la section cherchée de Extl(nQ,G)
est associée 2 1'élément de Extl(nQ,G) représenté par 1'homomorphisme

de complexes de degré 1

avec
1y o 1 =
gl(yo) fl(xo®[nyo]) s go(yo) nfo(xo® yo)
e) Utilisant maintenant le fait que X est une section de nP,

montrons que 1'élément précédent de Extl(nQ,G) est opposé de celui

défini par (2.3.15). Pour ceci, notons que pour tout homomorphisme

1'é1lément du Extl envisagé dans d) ne change pas si on change 818,

respectivement en
' =g + hd '=g -a%
B 8 1 BT 8

Or on dispose d'un homomorphisme { : Mo —3 ¢® construit dans c), qui

par définition satisfait la condition
1y = [ [
¥y2) = £ (lnx ] @) - x 8lny! D)
pour yg section de Mg, ce qui s'écrit encore
' = ' ' - ' .
fl(xagfnyo]) ( gl(yo)) = fl([nxo}ayo ) w(yo) H

définissons donc h Mb —sc° par
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Wiy ) = -fl({nxol ®y) +¥ly)
donc par construction on aura
o o
g =0, gl(y) =nf (x @) + £ (lx By -dUly) ,

Lo} o]
or on a d f; = ~f d, donc d fl([nxo]@?yo) - fo(nxo®yo), et il reste

1

(o]
gi‘O,g(’)“-d\y 3

de sorte que 1'élément envisagé est celul dé&fini par 1'homomorphisme
Mo/Mé = nQ —> C1 déduit de - dow par passage au quotient. On trouve

donc 1'opposé de L'élément défini par (2.3.15),

Remarques 2,3.16. La démonstration précédente donne en fait une compa-
tibilité légdrement plus précise que celle indiquée dans 2,3,11, obtenue
en choisissant une section x de rlP. Cette section définit alors um
homomorphisme y —> mg(x,y) de Q dans G, d'ol par 1 *homomorphisme
cobord relatif a (2,3.6) un élément de Extl(nQ,G). D'autre part,
oubliant que x est annulé par n, on considére l'homomorphisnmzZZT - P
défini par X, d'olt par image inverse une biextension de (Z:T,Q) par G,
dont la classe peut s'interpréter comme un élément de Extl(Q,G), et

induit donc un élément de Extl(nQ,G). Ceci posé, les deux éléments

obtenus dans Extl(nQ,G) sont opposés,

2.3.17. Profitons de 1'explicitation en termes de cocycles de 1'accou-
plement @g H nP ® nQ —3> G, donnée dans (2,3.12), pour donner une
autre expression de cet accouplement. Supposons d'abord que la biex-

tension E de classe § admette une section 8 sur PxQ , Prenons, comme
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dans VII 3.8.13, comme résolution plate de P celle donnée par L =Z [r], L
étant le noyau de 1'homomorphisme canonique Z [P} — P, et définissons

de méme M, ., Alors il existe une unique trivialisation de biextension

de 1l'image inverse de E sur (LO,MO), dont la restriction 2 PQ soit

donnée par s, appelons 13 encore s (cf£, VII 3.8.2). En vertu de VII 3.8.12,
la classe de § dans Extl(géQ,G) est donnéc perle cocycle de composantes

(f,8), caractérisées par
s(xl,yo) = f(x18wo)eE/Q(yo) , s(xo,yl) = g(xoﬁyl)eE/P(xo) .

Si alors x , y sont des sections de nP et nQ , on les remonte en les
sections correspondantes x = [x], v, = [y] de L et M, et on appligque

la formule {2.3.13), qui nous donne, posant z = s{x,y)

(2.3.18) qg(x,y) = "z/e (y) - zn/eE/P(x) ,

E/Q
ol l'exposant n 2 gauche resp, 3 droite de z indique la puissance n,i2me
pour la structure multiplicative gauche resp, droite sur E, de sorte
qu'on trouve une section de E au-~dessus de (0,y) resp. (x,0) ; la signi-
fication du "quotient" d'un tel é&lément par e_,.(y) resp. e_, (x) est
E/Q E/P

claire,

Notons maintenant que la formule précédente (2,3.18) garde
un sens, d&s que z est une section globale de E qui reldve les sections
x,y de nP,nQ . Je dis que la formule (2,3.18) est valable pour toute
telle section, sans supposer qu'il existe une secticn de B svr PxQ.
Comme la section (x,y) de PxQ se reléve en tous cas localement en une
section de E (puisque E —3 PXQ est un épimorphisme), ceci permet donc

de calculer q%(x,y) dans tous les cas. Noter d'ailleurs que si on
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remplace z par une autre section z' de E relevant (x,y), on aura
z' =z + g, ol g est une section de G, et les deux termes du deuxilme
membre de (2.3,18) correspondants 3 z' sont ceux correspondants 3 z,
augmentés de ng, de sorte que la différence est bien indépendante de z ,
ce qui nous montre que la formule (2.3,18) définit bien un homomorphisme
bien déterminé nP ® nQ — G, ‘

Reste a montrer que ce dernier est biencpn. Or pour ceci on
est ramené aussitdt au cas ou P=Q = (Z /nZ )T’ de sorte que PXQ est
de la forme 1,,, o0 I = Z /nZ X Z /nZ est un ensemble fini, Dans

T

ce cas, le torseur E sous GPXQ (qui s'identifie & une famille de torseurs
Ei sous G, i € I) devient évidemment trivial localement sur T, de sorte

gue nous sommes ramenés au cas oll il existe une section globale de E

sur PXQ, cas déja traité,

2.3.19. Autre démonstration de 2.3.11 (de DELIGNE}.

a) Réduction 2 P = Z /nZ , et 4 T = (Ens)
b) Soit 3 la fléche suivante de nQ dans nQ[l] :
nQ 7 ;h:n LnQ > Q] > nQEIJ “

Le diagramme suivant est anticommutatif :

1 n

nQLo] (Q Q]

1

QL] .

En effet, les fléches
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[Q—>q] [Q—al [[g— d
sont opposées

0 n et 1 Of grace 2 H: “ 1

(¢ ——q] [ ——q] (¢ —*—q]

¢) 2.3,10 est le diagramme 1 o
H RHom(Z ® Q,G)

+
1l REn@ /nZ & Q,G) —> HlRHOM@Z/nZ , RHom(Q,G)) \

\L l Ext1(Q,6)

Hom(Torli?Z/nZ/Z , Q) , G~ ?Hom@Z /nZ ,Extl(Q’G))/

Hom( _Q,6) ———> Ext}(nQ,G)

et
L n
cl) Z/mZ® Q~ [Q ~> Q], et, modulo cet isomorphisme, la lare fléche

composée verticale est induite par
Q1] —> [@ ——>q] ;
¢ 2) 1a 2™ fleche horizontale est transposée de la flache O indiquée

plus haut dans b);

¢ 3) si on parcourt le diagramme par 1' /—D s il est clair qu'on
tombe sur la fl2che induite par nQ[0] —— [Q -2 Ql. p'ot 1a con-

clusion 2.3.11.

252



- 36 - VIII

2,4, Soit

£:1 —>1T

un morphisme de topos. Alors on a un homomorphisme canonique (VII 2.8)
; 1 i Lent gt.o0
Biext (P,Q;G) — Biext (P',Q';G') s

ol les ' dénotent les Groupes images inverses, Comme, pour tout Groupe

commutatif E de T, on a &videmment un isomorphisme canonique
Lo [
(B LJED

les homomorphismes (2,2.2) sur T et sur T' permettent de définir un

diagramme canonique

Biext!(P,Q;6) —> Biext! (P',Q';G")

2.4,1 o
( ) cpP’Q Pl,Q|

Hom( P® Q,6) ———> Hom( P'® Q',G") .
De m®me, les homomorphismes (2,2.3) donnent naissance 2 un diagramme
analogue en termes des T£ . Ceci posé, je dis que les diagrammes
envisagés sont commutatifs, La vérification est essentiellement
triviale en termes des définitions, et laissée au lecteur, On notera
d'ailleurs,plus généralement, que tous les homomorphismes canoniques
envisagés dans le présent numéro et le précédent sont compatibles

au_changement de topos, dans un sens évident, Nous utiliserons par

la suite sans autre mention les compatibilités de cette nature,
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3. Biextensions de schémas en groupes (P,Q) par gm : pénéralités

Dans le présent numéro, nous fixons un schéma de base S, et,

comme annoncé au n°® O, nous travaillons dans le topos fppf de §,

3.1. Pour mémoire, rappelons d'zbord l'exemple le plus important d'un
groupe Biextl(P,Q;gm) : celui ol P et Q sont deux schémas abéliens sur
8, et ol le groupe Biextl s'interpréte comme le groupe des correspon-
dances divisorielles sur (P,Q) (VII 2.9,4). Les accouplements {-adiques
du numéro précédent sont alors les accouplements bien connus [1] dans

la théorie des schémas abéliens.
3.2, Plus généralement, supposons seulcment Q un schéma abélien, alors
il est bien connu (VII 1.3.8) qu'on a
(3.2.1) Hom(Q,6 ) =0 ,
=" e

donc (1.4) on a un isomorphisme canonique

(3.2.2) Biextl(P,Q;Qm) = Hom(P,Q#*) ,
ot
(3.2.3) Q* = Ext'(q,G)

—= “m

est le schéma abélien dual de Q. (Pour la représentabilité de Q¥, due

2 M, RAYNAUD dans le cas général, cf. [1].)

Lorsque P est également un schéma abélien, on a, de facon

symétrique a (3.2.2), un isomorphisme canonique

(3.2.4) Biextl(P,Q;_G_m) = Hom(Q, P¥)
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Ainsi la donnée d'une biextension § de (P,Q) par G peut s'interpréter,

indifféremment, par la donnée d'un homomorphisme
a4t P oe— Q¥

ou dun homomorphisme

v : Q ———> p¥ .
D'ailleurs, on sait qu'un homomorphisme de schémas abéliens w: A —> B
est un isomorphisme si et seulement si pour tout entier m > 0, 1'homo-
morphisme induit v nA ——> nB est un isomorphisme., Or dans le cas
de u et de v ci-dessus, U nP R nQ* g'identifie 3 1'homomorphisme
L D(nQ) défini par 1'accouplement ¢€ P PXQ—> G (cf. 2.3.11),
tandis que v : Q—> nP* s'identifie a 1'homomorphisme Q —> D(nP)
défini par 1'accouplement Wg P PX Q—>G . Orona wg = - Wg (2.1.10),
donc au signe ol et |V sont transposés 1'un de 1'autre. Tenant compte
du fait bien connu que les nP et les nQ sont finis et localement libres
sur S, donc satisfont 3 1a dualité de Cartier, on trouve donc que ot
est un isomorphisme si et seulement si oV est un isomorphisme, donc
que u est un isomorphisme si et seulement si v est un isomorphisme.
Une fagon équivalente (un peu moins symétrique) d'énoncer ce résultat
est la suivante : considérons la biextension canonique (biextension
de Weil) de (P,P*) par [ (correspondante 2 v : P¥ —3> P¥ 1'identité),
alors 1'homomorphisme canonique correspondant u : P —> P¥¥ est un

isomorphisme, C'est le théoréme de bidualité de BARSOTTI et CARTIER,
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3.3, Nous passons au cas ol Q est fini localement libre sur S, ou
est un schéma de type multiplicatif sur 8, Le lemme-~clef dans ce cas

est le résultat (bien connu) suivant :

Proposition 3.3.1. Soit Q un schéma en groupes commutatifs sur §, et

supposons que Q soit fini localement libre sur S, ou que Q soit de

type fini et de type multiplicatif sur $ (SGA 3 IX), Alors on a

1
Ext (Q,gm) =0 .

Démonstration, Distinguons les deux cas envisagés,

a) Q est fini localement libre sur §, Il faut prouver que
toute extension E de Q par Qm splitte localement pour la topologie fppf.
On peut supposer évidemment S affine ; il existe alors un entier n > 0
tel qu'on ait nQ = 0 (SGA 3 IX 6.1). D'awtre part, on sait que n.id est

un épimorphisme dans G, pour fppf, donc la sulte exacte "de Kummer"

n

0 ——>4pn —_> gm —> -3 0

G
Zn

. . i .
donne naissance 2 une suite exacte des Ext (Q, ~ )}, qui nous donne un

égimcrghisme
Ext (Q &l ) > Ext (Q G ) = Ext (Q G ) s
n n ? m ,"m

la dernidre égalité provenant du fait que la multiplication par n étant
nulle dans Q, est é&galement nulle dans Extl(Q,gm). Cela montre que

1’extension E provient d'une extension F de Q par Fy F est représen-
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table par un schéma fini localement libre sur S (théorie de la descente
fpqe, SGA 1 VII). A cause des propriétés connues de la dualité de
Cartier des groupes finis localement libres (SGA 3 VII 3), le dual

HF) = go__r_q(F,gn) est une extension de D(pn) par D(Q). (11 faut voir

que si A —> B est un monomorphisme de groupes commutatifs finis loca-
lement libres sur S, alors D(B) —> D(A) est un morphisme fidélement
plat, Comme D(B) et D(A) sont &galement finis localement libres sur

S, le critére de fidéle platitude par fibres s'applique et nous raméne
au cas ol 5 est le spectre d'un corps k. Dans ce cas, notre assertion
signifie simplement que 1'homomorphisme sur les anneaux affines

k(D(A)) —> k(D(B)) est injectif (SGA 3 VI, 11,14), or cet homomorphisme
est transposé de 1'homomorphisme k(B) —> k(A), qui est surjectif puisque
A~ B est une immersion fermée (SGA 3 vig 1.4.2), Donc

k(D(4)) —> k(D(B)) est bien injectif, cqfd.) Or l'inclusion T
s'identifie & une section de D([pn) = _lig_m(pn,_(_;m), et tout revient a
prouver que cette inclusion se prolonge, localement fppf sur 5, en un
homomorphisme F —>gm, i.e, que la section envisagée de D(pn) se
reladve localement fppf en une section de D(F). Or ceci est clair,

puisque D(F) —> D(pn) est fidelement plat et de présentation finie,

b} En vertu de (SGA 3 X 4.5), quitte 2 se localiser sur §
pour la topologie étale, on peut supposer que Q est diagonalisable, i.e.
de la forme D(M), ol M est un Z-module de type fini. Soit T le sous-module

de torsion de M, et I, = M/T le quotient, qui est isomorphisme & z* .
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Alors la suite exacte 0 ~> T —> M ~—3> L —> 0 donne une suite exacte
0 —> D(L) > D(M) ~> D(L) —> 0 (SGA 3 IX 3.1), donc on est ramené
a prouver séparément que le §§£1 de D(L) et de D(T) avec gm est nul,

Le cas de D(T) est justiciable de a), le cas de D(L) se raméne 2 celui

ot L = Z, de sorte qu'on est réduit 2 vérifier que 1'on a

Be (680 =0

i.e, que toute extension E de gm par gm est localement triviale fppf.

Or une telle extension est représentable par un schéma en groupes

affine et plat sur S (théorie de la descente fpqe SGA 1 VII), dont

les fibres sont des tores, c'est donc un tore (SCA 3 X 4.9 et ).

En vertu de SGA3X4.5, on peut supposer que E est un tore trivial

D(R) = sz. De plus, quitte 2 se localiser au sens de Zariski, on

peut supposer que le monomorphisme £%1C—> E = D(R) provient d'un mor-
phisme constant R —> Zg (SGA 3 VIII 1.4), et celui-ci est nécessai-
rement un épimorphisme (SGA 3 VIII 3,2 b)), Choisissant un r € R au-dessus

de 1'élément 1 de Z, on trouve domc un homomorphisme E — Em qui

scinde 1'extension E, ce qui prouve 1'assertion voulue,

Lorollaire 3.3.2, Soit Q comme dans 3.3.1. Alors on a, pour tout P,

un_ isomorphisme canonique

(3.3.2.1) Biextl(P,Q;_gm) e Extl(P,D(Q)) R

oh D{Q) désigne le dual de Cartier Hom(Q,gm) de Q. Plus précisément,

le foncteur canonique (1,1.6) est une équivalence de la catégorie des

extensions de P par D(Q) avec la catéporie des biextensions de (P,Q)

par gm .
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C'est en effet un cas particulier de 1.5, compte tenu de 3,3,1,

Remarques 3.3.3, Sous les conditions de 3,3,1 , D(Q) est représentable
par un schéma en groupes séparé, localement de présentation finie et
localement quasi~fini sur S, Plus précisément, si Q est fini localement
libre sur 8, il en est de mfme de D(Q) comme il est bien connu

{SGA 3 VII 3), et si Q est de type multiplicatif, alors D(Q) est un

"groupe constant tordu A engendrement fini" (SGA 3 X 5.1), comme il

a été vu dans (SGA 3 IX 4,5 et X 5.7). Si P est un schéma en groupes,
toute extension de P par D(Q) est donc représentable, d'aprés un lemme

connu de la théorie de la descente fpqc (SGA 3 X 5.4).

3.3.4 Il est faux que pour tout schéma en groupes Q affine, plat
et de présentation finie sur §, on ait EXCI(Q,Qm) = 0, déj3 pour Q = &,

s
S = Spec k[t]/(ﬁz), k étant un corps de car, p > O .

Proposition 3.4. Soient P un schéma en groupes lisse de présentation

finje sur S et 2 fibres copnexes, Q un tore sur S, Alors la catégorie

des biextensions de (P,Q) par gm est équivalente 3 la catégorie ponc~

tuelle, i.e. on a

. 1
(3.4.1) Blext"(P,Q;gm) = Blext (P,Q; G ) = 0

Soit en effet M = D(Q), qui est un groupe constant tordu sur
S 2 fibres isomorphes & des Z* (3.3,3). En vertu de 3.3.2, la catégorie

envisagée est équivalente a celle des extensions de P par M. Cette

catégorie est ripide, i.e, le groupe des automorphismes d'un objet
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est réduit au groupe unité, ce qui exprime la premidre relation (3.4.1),
qui s'écrit également Hom(P,M) = 0, Or cette relation résulte aussitdt
du fait que M est étale sur S et P 3 fibres connexes, Il reste donc 2

prouver la relation
1
Ext (P,M) = 0 3

i.e. que tcute extension E de P par M est triviale, Utilisant 1l'unicité
d'un scindage de cette extension {s'il en existe), on est ramené & prouver
que E est localement triviale, ce qui nous raméne au cas ol M = Zir N

et méme au cas ol M = ZEE' Lorsque S est le spectre d'un corps, la
conclusion résulte de 5.5 (i) ci-dessous, (NB nous n'utiliserons pas

3.4 avant IX 6, et en particulier il n'y aura pas de cercle vicieux 1),
Montrons maintenant comment réduire le cas général 2 ce cas particulier,
Notons qu'il suffit de trouver une section f de P sur P telle que £(0) = O,
car une telle section sera nécessairement multiplicative, i.,e. satisfera
fOt4y)-£(x)-£(y) = O : en effet, le premier membre de cette relation

qui est nul sur la section nulle de

désigne un morphisme PX_P —>3

S =S

PXP , done est nulle puisque Px,P est & fibres connexes (P étant 2

fibres géométriques connexes), La conclusion voulue résulte alors du

Lemme 3.4.2, Soient S un schéma, P un S-schéma lisse de présentation

finie, a fibres géométriques connexes, Z un groupe, E un ZP~torseur

(pour la topologie fppf, la topologie étale ou la topologie fpgc, cela

revient au méme, cf. SGA 3 X 5.4 ...), e une section de P sur S, e

une section de E sur S guvdessus de e (i.e. une section de eml(E) sur S).
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Pour que E soit trivial, il (faut et il) suffit que pour tout s € S, le

torseur induit Es gde Ps le soit, et alors il existe une unique section

f de E sur P telle que foe = e' |,

Llunicité d'une telle section est claire, car deux telles
sections f , g "différent" par un morphisme h ;: P — ZS tel que hoe = 1,
et un tel morphisme est constant de valeur 1 puisque P est & fibres
connexes, D'ailleurs, s'il existe une section f de E sur P, on peut
toujours la corriger par un morphisme P —> ZS (provenant d'un morphisme
z: §—> Zs) pour obtenir une section f' telle que f'ee = e' : il
suffit de choisir z tel que f(e{t)) = e'(t)z(t), Appliquant cette
derni2re observation aux fibres au-dessus des s € S, on trouve pour
tout point s € S une section bien déterminée fs de ES sur Ps’ trans-
formant e, en e; . Tout revient 2 prouver que ces fs proviennent d'une
section f de E sur P, ou ce qui revient au méme (EGA IV 17.9.3), que
l'ensemble U < E réunion des fs(Ps) est une partie ouverte de E,
Supposons d'abord § noethérien ; alors on vérifie facilement que U
est constructible, en utilisant le fait que pour tout s € S, il existe
un voisinage ouvert T' de s dans T = adhérence de s muni de la structure

induite réduite, et une section de E sur PT' prolongeant fs et compa-

Tl
tible avec les sections marquées e et e' (comme il résulte trivialement
de EGA IV 8,8.2). En vertu du critére EGA IV 1.10.1, il reste alors &
prouver que U est stable par générisation. Pour ceci, on est ramené,

par la méthode habituelle utilisant EGA II 7,1.9, au cas od § est le

spectre d'un anneau de valuation discréte. Comme P est lisse sur S,
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P est donc régulier donc normal, et comme il est & fibres connexes, il

est connexe, Mzis alors la section donnée de E au~dessus de la fibre géné-
rique de P sur S se prolonge de facon unique en une section f de E sur

P (EGA IV 18,10.19 et 18.10,20), évidemment compatible avec e et e',

Donc dans ce cas U = f(P) est ouvert. Cela prouve 3,4 dans le cas ol

S est noethérien. Le cas général se raméne aisément 3 ce cas, par les
procédés habituels de passage 2 la limite, utilisant EGA IV 8,9, dont

nous laissons le détail au lecteur,

Remarque 3.4.3. On peut'écraser" le lemme 3.4.2 par des références

savantes, savoir (SGA 4 XV 1,15, cas n=1, et 4.1),

Corollaire 3.5. Soient P un schéma en groupes lisse de présentation finie

sur S, 3 fibres connexes, 0 —% Q' —>» Q —> Q" —> 0 une suite exacte

de Groupes commutatifs sur S, avec Q' un tore. Alors le foncteur "image

inverse de biextensions"

(3.5.1) BIEXT(P,Q"; G ) — BIEXT(P,Q;C ).
“m m

est une équivalence de catégories, en particulier les homomorphismes

naturels suivants sont des isomorphismes

(3.5.2) Biextl(P,Q"; G ) > Biexti(P,Q; G ) s i=0,1
~m “m

En effet, BIEXT(P,Q";gm) s'identifie, & équivalence prés, 2
la catégorie des biexteusions E de (P,Q) par Em munies d'une triviali-
sation de la biextension induite E' de (P,Q') par G (VII 3.7.6 ). Or
pour une biextension donnée, il y a en vertu de 3.4 exactement une

trivialisation de E', Bien entendu, on peut également prouver le fait
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que BiEth(P,Q";Qm) — Biextl(P,Q;gm) est un isomorphisme pour 1 = 0,1
(qui équivaut & la conclusion de 3.,5) en utilisant la suite exacte

(VII3.7.5 ) des Biext associée 3 la suite exacte 0 —> QY > Q= Q" = 0.

Remarque 3.6, Bien entendu, 1'énoncé symétrique déduit de 2.5, obtenu
en échangeant la gauche et la droite, est également valable, et se
déduit d'ailleurs formellement de 3.5 par l'opération de passage aux
biextensions symétriques (VII 2.7 ). Lorsqu'on suppose, en plus des
données et hypoth2ses de 3.5, qu'on a les données et hypoihises symé-
triques, i.e. Q est & fibres connexes (ou encore Q" & fibres connexes,
;ela revient au méme puisque Q' est 3 fibres connexes), et qu'on a
une suite exacte 0 —> P! —3 P =mBp" —> 0  gyec P' un tore, alors

1'application successive de 3.5, et de 1'énoncé symétrique appliqué

a4 la précédente suite exacte et 3 Q" , montrent que le foncteur
(3.6.1) BIEXT(P",Q"; G ) e BIEXT(P,Q;G )

est une équivalence de catégories, et en particulier 1'homomorphisme

suivant est un isomorphisme

(3.6.2) Biextl(P",Q";gm) A Biextl(P,Q;gm) , i=0,1

Proposition 3.7, Soient A un schéma abélien sur S, T un schéma en grcupes

de type multiplicatif (SGA 3 IX) et de type fini sur S, _rg=@_rg('r,§m)

le dual de Cartier de T (qui est un groupe constant tordu 3 engendre-

ment fini sur 5 {3.3.3)). Alors les catégories EXT(A,T) et BIEAT(A,M; gm),

formées respectivement des extensions commutatives de A par T et des

biextensions de {(A,M) par gm ., sont rigides, et canoniguement équivalentes,
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et les groupes des classes d'objets de ces catégories sont canoniquement

isomorphes 2 Hom(M,A¥), od A% = Extl(A,_(_}m) est le schéma abélien dual

de A (3,2). En particulier, on a un isomorphisme canomique

(3.7.1) Extl(a,T) —=> Hom(M, A%)

C'est en effet le cas particulier de 1.6 obtenu en faisant
P=A, Q=M; en vertu du théor2me de bidualité (SGA 3 X 5,7), on a
bien T — Rom(M,gm), et il suffit de vérifier les conditions (1,6.1),

qui s'écrivent ici
Hom(A,GC ) = O s Hom(A,Excl(M,G )J) =0
Z0mAA, L XD\

La premidre relation a été déja été rappelée dams (3.2,1), la deuxizme

peut se préciser en
1
Ext' (MG ) =0 .
T

Pour vérifier cette derniere, la question étant locale sur S, on peut
supposer M constant = MS’ et en décomposant M en somme de Z-modules
monogénes, on est ramené au cas oi M =%, qui est trivial, et au cas
Z=Z/nZ , qui provient du fait que G, est n-divisible (ou, plus
savamment, de 3,3.1).

On notera que lorsque T = _(_;_m donc M =Zg , (3.7.1) se réduit
3 1l'isomorphisme identique (3.2,3), Bien entendu, la démonstration
directe de (3.7.1) serait essentiellement triviale (sans faire intervenir

L
le groupe Extl(A ® MG ) =Biext1(A,M,C N,
— - m ===
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4, Extensions et biextensions des schémas en groupes lisses et connexes
SUr un Ccorps
Rappelons le lemme suivant d0 23 Rosenlicht [3 bis, Prop.3] :

Lemme 4.1, Soient k un corps, X et Y deux k-schémas de type fini,

séparables et géomfitriquement connexes, munis de points ey resp. eY

rationnels sur k, Alors tout morphisme XXy —> gm qui est trivial sur

les deux sous-schémas XXeY et eXxY est trivial,

Nous n'utiliserons ce résultat que lorsque X et Y sont des
schémas en groupes sur k, auquel cas il résultera des hypoth@ses faites
que X et Y sont méme lisses sur k., Notons que par récurrence, le résultat
4,1 implique le résultat analogue pour un nombre quelconque de facteurs,
Ceci nous permet donc d'appliquer les résultats de VII 1.3 et de VII 2.9,

On obtient ainsi les deux propositions suivantes :

Proposition 4.2, Soient P un groupe lisse et connexe sur le corps k,

Alors le foncteur naturel de la catégorie des extensions de Groupes de

P par §m dans la catégorie des Modules inversibles sur P rigidifiés en

1'é61lément neutre ep de P est pleinement fidele. Son image essentielle

est formée des Modules inversibles rigidifiés L sur P tels que 1l'on ait

mH(p) = prf(P)prg(P), ot T : PXP —5 P est la loi de composition de P,

et pr, et pr, sont les deux projections du produit.

1

Proposition 4.3, Soient P et Q deux Groupes algébriques lisses et

connexes sur le corps k. Alors le foncteur naturel de la catégorie des

biextensions de (P,Q) par gm, dans la catégorie des Modules inversibles

sur PXQ birigidifiés par rapport aux sections unités eP,eQ de P resp. Q,
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est pleinement fiddle, les deux catégories envisapfes étant par ailleurs

rigides. Pour qu'nn Module inversible birigidifié L. sur PXQ provienne

d'une biextension, il faut et il suffit que ses images inverses sur

PXPXQ et PXQXQ par nPXid
([1] ou [2D).

et idxm satisfassent au "théor2me du cube"

Q Q

Cette dernidre condition n'est en effet que traduction des
conditions envisagées dans VIT 2.9.3 b), dans 1'cxplicitation qui en est

donnée dans VII 3.5 b).

4.4, J'ignore si la condition du cube envisagée dans 4,3 est automati-
quement vérifiée., On sait tout au moins [2, IV 2.6} que pour IL donné,
il existe toujours un entier n 2 1, puissance de l'exposant caractéris-
tique de k, tel que 1§n satisfasse 3 la condition envisagée, donc
provienne d'une biextension de (P,Q) par §m ; et que l'on peut toujours
trouver une extension radicielle k' de k, telle que la condition voulue
devienne vraie aprés 1l'extension de la base k —> k', de sorte qu'aprés
cette extension IL donne un Module inversible birigidifié qui provienne
d'une biextension de (P,Q) par &, - En particulier, si k est parfait,
la condition envisagée dans 4.3 est toujours vérifiée, Ce dernier fait,
qui implique formellement les précédents par un argument de trace, peut
se voir aussi en appliquant 4.7 plus bas, cf, 4,9,

Rappelons sous forme de lemme le résultst suivant de

EGA ErrIv 53, 21.4.13 :
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Lemme 4.5, Soient £ : X —% Y un morphisme lisse surjectif 3 fibres

intégres, avec Y normal integre de point générique y, L un Module

inversible sur X dont la restriction 2 Xy soit trivial, Alors il existe

un Module inversible M sur Y tel que I soit isomorphe 2 £%(M).

Proposition 4,6, Soient P,Q deux groupes algébriques lisses et connexes

sur le corps k, avec P affine, On suppose de plus que P admet une suite

de composition dont chacun des facteurs est un tore, ou est isomorphe

au_groupe additif ga (condition vérifiée en particulier si k est parfait

[sea 3, XVII 7.2,1, 4.1.1 (i) <==> (ii) et 4.1.5]), ou gme Q soit

extension d'une variété abéliemne B par un groupe algébrique lisse,

connexe et affine satisfaisant 3 la condition précédente. Sous ces

conditions, tout Module inversible birigidifié I. sur PxQ est trivial,

a fortiori (4.3) toute biextension de (P,Q) par G est triviale.
par G est triviale

Signalons d'gbord que comme tout automorphisme du Module
birigidifié est 1'identité (4.3), la théorie de la descente nous montre
qu'il suffit de prouver que L devient trivial aprds extension séparable
finie de k, ce qui nous ram®ne aussitdt, par passage a la limite, au
cas oli k est séparablement clos, Comme dans ce cas tout tore sur k est
déployé, on voit que si P admet une suite de composition comme indiquée
dans 4.6, il admet aussi une suite de composition 2 quotients isomorphes
a Ea ou gm, ce qui implique, par applicsation répétée de 4,5, compte

tenu de Pic (G_ ) = Pic(G_ ) = 0 pour tout corps K, que l'on a

Pic(P) = 0 .
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Comme cette relation restera encore vraie par tout changement du corps
de base k, on voit, en -appliquant 4.5 & T, ¢ PXQ —> Q et au Module LL ,
que I est isomorphe i un Module de la forme prg(y), ol M est un Module
inversible sur @, Comme la restriction de L 2 erQ est triviale, on

en conclut aussitdt que M est trivial, donc L est trivial, ce qui
établit la conclusion dans le premier cas envisagé, Dans le deuxidme,
oli Q est une extension d'un schéma abélien B par un groupe M admettant

une suite de composition 3 quotients isomorphes & §m ou 3 Ea , on

applique 4,5 au morphisme
£: X = PxQ—>Y = PXB s

dont la fibre au point générique y de PXB est un torseur Sous My’
nécessairement trivial en vertu de la structure particulidre de M

et des relations classiques HI(K,_Qa) = 0, Hl(K,_(_;_m) = 0, valables
pour tout corps K (qu'on prendra ici égal 3 k(y)). Comme on aura
Pic(M) = 0, donc Pic(Xy) = 0, 4.5 est bien applicable et montre que L
est isomorphe & 1'image inverse d'un Module inversible M sur Y = PxB.

Quitte 2 remplacer M par M pr‘i"(_l:_ll)“lpr;(Mz)“l, ot pr, et pr_ sont les

1 2

deux projections de Y=PxA, et oi -Ml et _Q"Iz sont les deux restrictions
de M a PXeB et a erB respectivement, on peut supposer M birigidifié,
et que I est son image inverse birigidifiée. Cela nous rem@ne au cas

ol Q est lui-mEme un schéma abélien, Mais alors L définit un morphisme

canonique
(% —_—
) P Pic: /k ,

transformant unité en unité, et comme P est connexe, ce morphisme se
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k Or il est bien connu

factorise par le schéma abélien dual Q' = Eigg,
qu'un morphisme de schémas d'un groupe algébrique affine lisse et connexe
dans un schéma abélien est constant, (C'est une question "géométrique"
i.e. on peut supposer k algébriquement clos, et dans ce cas on est

ramené aussitbt par dévissage au cas ol P est ga ou Qm ; or il est

bien connu que toute application rationnelle de gi dans un schéma abélien
sur k est constante.) Le falt que (%) soit constant, donc nul, s'inter~
préte par la condition que L soit isomorphe 2 1l'image inverse d'un Module

inversible M sur P, et comme IL est trivial sur Pxe M est trivial, donc

A bd
L l'est é&galement, cqfd,

Proposition 4.7. Soient P,Q deux groupes algébriques lisses et connexes

sur le corps k. Supposons que P soit extension d'un schéma abélien A

par _un groupe algébrique lisse, connexe et affine L admettant une suite

de composition dont chaque facteur soiit isomorphe & un tore ou 2 gﬂ

(condition toujours remplie si k est parfait). Alors le foncteur envi-

sagé dans 1.3 est une équivalence de catégories, i.e, tout Module inver~

sible birigidifié I sur PXQ provient d'une biextension de (P,Q). De plus,

le foncteur de catégories rigides

BIEXT(A,Q;G ) —> BIEXT(P, QG )

est une équivalence de catégories, en d'autres termes, il donne naissance

4 un isomorphisme de groupes :

1 ~
(4.7.1) Biext (A,Q;gm) —_— Biextl(P,Q;gm)
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Pour la premidre assertion, on se raméne encore, par descente
et en utilisant 4.3, au cas ol k est séparablement clos. Procédant comme
dans la démonstration de 4,6, on dédult de 4.5 et de 1'hypothéses sur L
que L est isomorphe 3 1'image inverse d'un Module birigidifié M sur AXQ,
et pour la premiére assertion de 4.7, on est donc ramené au cas A=P, Or L

définit un morphisme de schémas ponctués

£f:Q —> PlcP/k s

qui se factorise nécessairement par le schéma abélien dual P' de P. Soit
L' 1'image inverse du faisceau de Weil sur PXP' par

idpxf @ PXQ —> Pxp! ,
c'est un Module birigidifié qui, par définition de f, ne différe de L
que modulo 1'image inverse d'un Module inversible M sur P, Comme L' et I
ont une restriction triviale 2 PXeQ, on en conclut que M est trivial,
donc que IL est isomorphe a3 L', Or nous avons signalé dans VII 2.9.4 que
sur un produit de deux schémas abéliens, les correspondances divisorielles
provenaient de biextensions, Il en résulte que L', ou ce qui revient au
méme, I , provient d'une biextension,

Revenant au cas général (P extension de A par L), il reste a

prouver que (4.7.1) est bien un isomorphisme, Mais cela résulte de la

suite exacte des Biext} (i=0,1) associée 3 la suite exacte
O—> 1L > P —» A—>0
et des relations

. [} , 1
Biext (L,Q;gm) =0 , Biext (L,Q;Qm) =0
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dont la premi2re est un cas particulier de 1'assertion de rigidité faite

dans 4.3, et la deuxiéme n'est autre que le premier cas de 4.6,

Corollaire 4.8, Sous les conditions de 4.7, supposons que Q soit extension

d'un groupe algébrique B (nécessairement lisse et connexe) par un groupe

algébrique M qui est lisse, connexe et affine, Alors le foncteur de

catégories rigides

BIEXT(A,B,G ) ——— BIEXT(P,Q;G )
b 111 . b 3

est une égquivalence de catégories, en d'autres termes, elle donne naissanege
g ’ ]

3 un isomorphisme de groupes

(4.8.1) Biext'(A,B;G ) —~—> Biext'(P,Q;C) .
~m ~m

Compte tenu de (4.7.1), il reste 2 prouver que l'on a un iso-

morphisme
Biextl(A,B;G ) —— Biextl(A,Q;G ) I
“m =~

Cela se déduit comme (4.7.1) de la suite exacte des Biexti déduite de

la suite exacte
0~>¥—>Q—>B—>0
et des relations
Biext®(P,M;6 ) = 0 Biextl(P,ﬁ;G y=0
“m -m

dont la deuxime est un cas particulier du deuxidme cas envisagé dans 4.6

(ot on surait échangé le role des deux facteurs envisagés).
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Remarque 4,9. Soient P,Q deux groupes algébriques lisses et connexes sur
un corps parfait k. On sait alors [3] que chacun dfeux est extension d'un
schéma abélien par un groupe lisse, connexe et affine, ce derunier étant
produit d'un tore par une extension multiple de groupes ga (cf. référence

donnée dans 4.6) :
0—>L——>P—>A—>0 , 0Q—>M—>Q—~—>B—>0 .

Donc 4.8 s'applique, et nous moatre que la théorie des biextensions de
(P,Q) par §m se raméne 3 la théorie analogue (et combien classique [)

pour le couple (A,B) de variétés abéliennes,

Corollaire 4.10. Scient P et Q deux groupes_algébriques lisses et connexes

sur k, L un sous-groupe algébrique affine lisse et connexe de P, E-une

biextension de (P,Q) par S d'oli par 2.2 un accouvnlement déduit de E

T‘L{:‘? b3 T{(Q) —_— T&(_(%n) .

Alors 1'accouplement induit

—_—
T, (L) x T, (Q) T, (6,0
est nul,

En effet, on peut supposer évidemment k algébriquement clos,
auquel cas on est sous les conditions de 4.6, qui impliquent que la
restriction de E a (L,Q) est la biextension triviale, d'olt 1a conclusion,

puisque 1'accouplement induit envisagé est celui défini par cette res-

triction,
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4,11, Soient P,Q deux groupes algébriques et lisses sur k, E une biex-
tension de (P,Q) par Em , et T le plus grand sous-tore de P, On se pro-

pose de déterminer 1'amnulateur gauche de 1'zccouplement
(4,11.1) ‘T (P) X T, (Q) —> TL(ka) s

4 étant encore un nombre premier fixé, En vertu de

4.10, cet.annulateur contient en tous cas le sous=progroupe

T&(T) de T&(P). Considérons une extension k' de k au~dessus de laquelle
P et Q s'écrivent comme extension d'un schéma abélien par un schéma en
groupes affine, extension multiple de tores et de groupes ga ; lorsque

P et Q sont de rangs unipotents nuls, on peut prendre k'sk ; en tous

cas, on peut prendre pour k' la cldture parfaite {ou une extension finie
radicielle) de k. Soient A' resp, B' 1la partie abélienne de Pk' resp. Qk’
de (P

En vertu de 4.7, la biextension E ) provient d'une biexten-

kl kl!le
sion F' de (A',B'), bien déterminée 2 isomorphisme unique pr2s, Donc

1'accouplement

(4,11.2) ’I‘L(Pk,} X T&(Qk,) — TL(_G_mk,)

déduit de (4.11.1) par changement du corps de base k — k', et qui est

agussi 1'accouplement défini par la biextension E,, de (Pk"qk')’ s'obtient

kl
a2 1'aide de 1'accouplement

) 1 1
(4.11.3) Tﬁ(A ) X T£(B ) —> TL(ka')
défini par la biextension F', en composant avec les homomorphismes

canoniques {(qui sont en fait des épimorphismes si P et Q sont {-divisibles).

(4,11.4) TL(Pk') -——>“T%(A') s T&(Qk') —— TL(B!)
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Par suite, 1'annulateur gauche de 1'accouplement (4.11,2) (quiest déduit
de 1'annulateur gauche de (4.11.1) par changement de base) n'est autre
que 1'image inverse par le premier homomorphisme (4,11,4) de 1'annulateur
gauche de 1'accouplement (4,11.3), Si C' est le plus grand sous-schéma
abélien de A' tel que la restriction de F' a (C',B') soit la biextension

triviale (donc C' est aussi la composante neutre réduite de 1'homomorphisme
(4.11.,5) A' — schéma abélien dual de B'

défini par F'), 1'annulateur & gauche de (4,11,3) s'identifie 3 Té(C’) H
done 1'annulateur 3 gauche de 1'accouplement (1.11.1) n'est autre que
1'image inverse de TL(C')C——€> T,(A") par le premier morphisme (4.11.4).

En particulier, dire que 1'annulateur 3 gauche de 1'aecofiplement
(4,11,1) est réduit 2 T&(T), i.e. que l'annulateur 2 gauche de (4.11.2)
est réduit au noyau T&(T') du premier morphisme (4,11,4), revient 2 dire
que 1l'accouplement (4,11,3) est séparant 2 gauche i.e3 que C' = 0, ou
encore que le morphisme (4.11.5) défini par F' est & noyau fini. On
notera sous cette dernidre forme que cette condition ne dépend pas de £,
et il est clair (sous n'importe quelle forme) qu'elle ne dépend pas du
choix de l'extension k'. Lorsque cette condition est remplie, nous
dirons simplement que la biextension donnée E de (P,Q) par Em est

séparante 3 gauche. On notera par dualité que cela signifie aussi que

le morphisme

(4,11.6) B' —> schéma abélien dual de A'

défini par F' est un épimorphisme (i.e. surjectif),
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On définit de fagon symétrique la notion de biextension séparante

32 droite, qui correspond au cas ol (4.11.6) est a noyau fini, i.e, (4.11.5)

un épimorphisme., On dit que la biextension E de (P,Q) par est séparante

L
si elle est séparante & gauche et 2 droite, ce qui revient a dire que
(4.11.5) est une isogénie, ou ce qui revient au mfhe, que (4.11.6) est
une isogénie.

I1 est évident par définition que ces notions sont invariantes

par toute extension du corps de base k,

4,12, Soient P un schéma en groupes lisse et connexe, I un Module inverw

sible sur P, et posons
(4.12.1) s@) = ™) priw) lpriaw)t

les notations étant celles de 4.2. Comme on a déja signalé dans VII 1.3.4,
on trouve ainsi un Module inversible birigidifié sur PXP, En vertu de

4.3, si O(L) provient d'une biextension, celle-ci est déterminée 2 iso-
morphisme unique prés, Cette biextension est définie en particulier,en
vertu de 4,.7,81 P est une extension d'un schéma abélien A par une exten-
sion multiple‘%e tores et de groupes ga. En tous cas, si elle est définie,
il est clair qu; cette biextension est symétrique, Dans le cas favorable
précédent, et lorsqu'on suppose le tore maximal de P déployé, on peut
ramener la construction de 6(L) au cas ol ‘P est un schéma abélien, en
notant qu'elle est évidemment fonctorielle en P, et que d'autre part

1 'homomorphi sme

(4.12.2) Pic(A) — Pic(P)
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déduit de 1'homomorphisme canonique £ : A —» P est surjectif grace 2
4.5 (cf, début démonstration de 4.6), de sorte que l'on peut trouver
un isomorphisme

¥ i, f*(ﬂ) .

ol M est un Module inversible sur M, Alors §{(L) "est” 1'image inverse

de la biextension 6(M) de (A,A) par Sk

Proposition 4,13, Sous les conditions de 4.12, Bupposons que I 'scit un

Module inversible ample sur P. Alors si la biextension O0(L) de (P,P)

par G . est définie, elle est séparante (4,11) ; si P est extension

d'un schéma abélien A par un proupe affine lisse connexe L satisfaisant

la condition de 4.7, alors la biextension de (A,A) dont 8(L) provient

(en vertu de 4.8) est de la forme 5(), oll M est un Module inversible

ample sur A,

On est ramené au cas ol k est algébriquement clos, Par définition,
il suffit alors de prouver, avec les notations de 4,12, que la biextension
6(M) de (A,A) est séparante, Or il est prouvé dans la thise de M, RAYNAUD
[2, XI 1.11 que si L = £*(M) est ample, il en est de méme de ¥ . Or il
est bien connu par la théorie de A, WEIL que cela implique que 6(@) est
séparante [1] [2], i.e, que 1'homomorphisme de A dans son schéma abélien

dual est une isogénie.

Remarque 4,14, Plagons nous dans le cas favorable oli P est extemsion d'un
schéma abélien A par un groupe L extension multiple de tores et de groupes

Ea’ et considérons 1'homomorphisme composé canonique
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(4.14.1) NS(A) ——> Biextl(A,A;_gm) =~ Biextl(P,P;_G_m) )

On sait par 4,8 que la deuxid®me flache est bijective, d'autre part il
est bien connu en théorie des variétés gbélienmes que la premidre fléche
induit un isomorphisme du groupe de Néron-Séveri NS(A) de A sur le sous-
groupe de Biextl(A,A,gm) = Corr{A,A) formé des {classes de} biextensions
( == correspondances divisorielles) symétriques. De ceci résulte que

le composé (4,14,1) induit un isomorphisme de N3(A) avec le groupe des
biextensions symétriques de (P,P) par gm (qui, en vertu de 4,7, peut
d'ailleurs se décrire également comme le groupe des (classes de)
correspondances divisorielles sur (P,P) qui sont symétriques. Il s'im-
pose dfappeler une correspondance divisorielle sur (P,P) correspcndance

divisorielle ample, et d'appeler encore biextension ample de (P,P) par

gm la biextension correspondante, lorsqu'elle provient d'un élément
ample du groupe NS(A)}, Cette condition étant manifestement invariante
par changement du corps de base, on voit que la notion précédente garde
un sens sans la condition restrictive mise plus haut sur P, en supposant
seulement P lisse et connexe,

Notons, lorsqu'on suppose méme L "résoluble sur k" i.,e. qu'il
se dévisse en groupes ga et gm’ qu'il résulte de 1l'observation précédente,

et du fait que l'application (4.12.2) est surjective, que 1'image de
(4.14,2) Pic(P) -2 Biextl(P,P;gm)

est formée des biextensions symétriques, et que son noyau est le sous-groupe

Pic®(P) de Pic(P) image de Pic®(A), de sorte que, posant

NS(P) = Pic(P)/Pic®(P) ( = NS(A)) ,
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on peut interpréter également le composé (4,14.1) comme un isomorphisme

canonique
(4,14.3) NS(P) —=—> Biextl(P,P;_Gm)sym

Notons enfin que le théor2me de RAYNAUD cité pour 4.13 s'énonce en disant
qu'un &lément § de Pic(P) est ample si et seulement si son image (&)

par 4.14,1 est une classe de biextensions amples,

5. Extensions et_biextensions par des schémas en groupes constants tronqués

sans torsion

Nous donnons,dans ce numéro et le suivant, quelques résultats

auxiliaires, qui seront utilisés au numéro 7 dans le cas Z = Z,

Proposition 5.1, Soient § un schéma géométriquement unibranche et irré-

ductible de point générique 1 , Z un_groupe sans_torsion, d'ol un schéma

en_ groupesconstant ZS sur S, Alors tout torseur E sous le schéma en

groupes 2o est trivial, et le foncteur E +—> E(7) de la catégorie des

torseurs sous ZS dans la catégorie des torseurs sous Z = ZS(TD est une

équivalence de catégories.

Un lemme connu de théorie de la descente (SGA 3 X 5.4) nous
montre que tout torseur E sous Gg est représentable (ce résultat étant
valable pour tout schéma en groupes sur S qui est séparé, localement
de présentation finie et localement quasi-fini sur $), Comme Zs est étale
sur S, il en est de m@me par descente fpqc de tout torseur E sous ZS’
qui est donc localement trivial pour la topologie étale (et non seulement
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la topologie fppf), Pour prouver que E est trivial, il suffit donc de
prouver qu'en a
ul(s

P

et de méme 1'assertion de pleine fiddlité de 5.1 se réduit 3 la relation
{o] ~
H (Sét’zs) <« 7
Cette derniére étant triviale, prouvons la premi2re, Pour ceci, consi-

dérons l'inclusion

i:n —>»s

3

on a alers, grace au fait que S est géométriquement unibranche
pernn
i*(zn) Zg

(SGA 4 IX 2,14.1), d'ob par la suite exacte non comnmutative de bas degrés

tenant lieu de suite spectrale de Leray pour i : m—> S (SGA 4 XII 3,2) :
1 1
e —>H (S,i*(zn)) —> H (n,zn) e s

le fait que HI(S,ZS) —3 Kl(n,ZT?) est injectif, On est donc ramené au
cas ol S est le spectre d'un corps k. Si T est le groupe de Galois d'une

clbture séparable de k, on aura donc
Hl(k,Z) = Hom cont(m,Z2}/2 = e ,

puisque E est sans torsion. Cela ach2ve la démonstration,

Corollaire 5.2. Avec les notations de 5.1, soit P un schéma lisse sur S,

P

catégorie des torseurs sur Pﬂ de groupe Z

Alors tout torseur E sous Z_ est trivial, et le foncteur E > En de la

P dans la catégorie des torseurs

T
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suYr Pn de groupe ZP est une équivalence de catégories,
m
En effet, P est géométriquement unibranche (EGA IV 17.5.7), et com-

me chaque composante irréductible de P domine S, P &tant plat sur S,
l'ensemble des composantes irréductibles de P est localement fini, Donc
P est un préschéma somme de préschémas irréductibles géométriquement
unibranches P1 . Ceed dit, 5.2 résulte aussitdt de 5.1 appliqué aux

divers Pi et aux Pin s

aussi point générique de P

compte tenu que le point générique 1 de Pi est
i
5.2.1, Du corollaire précédent résulte aussitdt 1'énoncé analogue pour

les bitorseurs sur P sous (ZP’ZP) : le foncteur E p—> En de la catégorie

Z, ) est
PP
non
une équivalence de catégories. En effet, il suffit d'expliciter la struc-

de ceux-ci, dans la catégorie des bitorseurs sur Pﬂ sous (Z

ture de bitorseur de E en termes de celle de torseur 2 droite sous Z? s
muni d'un isomorphisme de ZP dans le commutant de ZP pour son opération
sur E, en utilisant le fait gque E est nécessairement trivial donc que

le commutant en question est isomorphe 2 ZP lui-m&me. On est donc ramené

2 la remarque triviale suivante pour les composantes irréductibles X de P :

8i X est un schéma connexe non vide, le foncteur I 3 Z  de la catégorie

X

des ensembles dans celle des X-schémas est pleilpement fidéle,

Proposition 5.3, Soient S et Z comme dans 5.1, et P un schéma en groupes

lisse sur 8. Considérons les extensions E de schémas en groupes de P par ZS .

Alors le foncteur E b—> En , allant de la catégorie de ces extensions

dans celle des extensions de schémas en groupes de PT}Rgg Zﬂ , est une
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équivalence de catégories. 81 P et Z sont commutatifs, ce foncteur induit

aussi une équivalence entre les catépories d'extensions commutatives

correspondantes,

Notons d'abord que toute extension de faisceaux de groupes de
P par ZS (ou de Pn par En) donne naissance par 5,2 2 un torseur trivial,
et a fortiori représentable, Donc les catégories envisagées dans 5.3
peuvent aussi s'interpréter comme des catégories d'extensions de faisceaux
de groupes. Celles-ci sont justiciables de la description donnée dans
VII 1,1.6 et 1,2 en termes de bitorseurs sur P, PXP, PxPxP (resp. sur
Pﬂ s ?nx Pn s an anan }, sous les paires de groupes déduites de
(z,2) par changement de base, Appliquant 5.2 dans le cas des extensions
commutatives, et 5.2,1 dans le cas général, aux schémas (lisses sur S)
P, PXP et PXPxP, on obtient la conclusion annoncée, On trouve de fagon

toute analogue :

Corollaire 5.4, Soient 5,2 comme dans 5.1, et P,Q deux schémas en groupes

lisses sur S, On_suppose P,Q,Z commutatifs, et on considre les biextensions

E de (P,Q) par ZS . Alors le foncteur E > E,n qui va de la catégorie

de ces biextensions dans la catégorie des biextensions de (PT,QT? par 2
, par

;q 3
est une €quivalence de catégories.

Les résultats précédents nous amenent donc 3 déterminer les
catégories d'extensions ou de biextensions par un groupe constant sans
torsion, dans le cas d'un schéma de base réduit au spectre d'un corps,

On trouve alors ceci
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Proposition 5.5, Soient k un corps, Z un groupe sans torsion, P un

k-schéma en groupes localement de type fini, ?° 1a composante neutre,

$ = p/P° le groupe des composantes connexes (SGA 3 VIA 4), Alors

(i) Le foncteur naturel allant de la catégorie des schémas

en _groupes, extensions (resp. extensions commutatives) de ¢ par Z

k 3

dans la catégorie des schémas en groupes extensions (resp, extensions

commutatives) de P par Zk , est une équivalence de catégories, En par-

ticuiier, 8i P est commnexe, toute extension de P par Zk est triviale,

et la catéporie de ces extensions est rigide,

(ii) Supposons que & soit un groupe de torsion (p.ex. P de

type £ini), et P et Z commutatifs. Alors la catégorie des extensions

de P par Zk est rigide, i.e. tout sutomorphisme d'un objet de cette

catépgorie est trivial. Si de plus il existe n > O tel que n.idé =0,

par exemple si ¢ est fini p.ex. 2 de type fini, alors le groupe des classes

d'extensions commutatives de P par Gk est donné par un isomorphisme

canonique
(5.5.1) Exel(P,2) <=~ Hom(d , (28, ®/2) ,

donné par 1'opérateur cobord de la suite exacte des Ext déduite de la

suite exacte

(5.5.2) 0—> z—> 28,0 —> (28, Q/2 —> 0 .

Notons que le morphisme canonique

P——>39
induit évidemment un isomorphisme sur les ensembles de composantes

irréductibles, car c'est un morphisme plat a fibres irréductibles,
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Donc en vertu de 5.1, le foncteur induit de la catégorie des torseurs

sous Z@ dans la catégorie des torseurs sous Z_ est une équivalence de

P
catégories. (On se rappelera qu'un schéma en groupes localement de type
fini sur k est géométriquement unibranche)., La mfme conclusion s'applique

aux catégories de bitorseurs, et aux morphismes
PXp —> $x§ , PXPXP ~—> $x3X$ .

La description VII 1,1,6 des extensions de P par Z, resp, de & par Zk

k
(et VII 1.3 dans le cas d'extensions commutatives) implique alors les
agsertions de (i), Bornons nous maintenant au cas des extensions commu-

tatives, Alors le groure des automorphismes d'une extension de P par Gk

est le groupe
Hom(P,Gk) . Hom(@,Gk) ,

qui est évidemment nul si ¢ est un groupe de torsion, On a de méme, si

V= G®ZQ , et lorsque ¢ est fini,
Extl(é,vk) = 0 pour tout i €Z

car les groupes envisagés sont des vectoriels sur @ annulés par 1'entier
n > 0, L'isomorphisme (5.5.1) cu résulte aussitdt,

On prouve de la méme facon essentiellement :

Corollaire 5.6, Soient k un corps, Z un groupe commutatif sans torsion,

P et ( deux schémssen groupes commutatifs localement de type fini sur

k, &= p/2° et ¥ = Q/QO les groupes des composantes neutres. Alors :

(i) Le foncteur naturel, allant de la catégorie des biextensions
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de (§,¥)par Z, dans celle des biextensions de (P,Q) par Zk est une équivalence

de catégories, Si en particulier P ou Q esf conmnexe, la catégorie des

biextensions de (P,Q) par Z, est équivalente 2 la catégorie ponctuelle,

(1i) Supposons que ¢ ou ¥ soit un groupe de torsion. Alors

la_catégorie des biextensions de (P,Q) par Zk est rigide, Si de plus

il existe un entier n > 0 tel que n.idQ = 0 ou n.idy, = 0, alors le

groupe des classes de biextensions de (P,Q) par Zk est donmné par un

isomorphisme canonique

(5.6.1) Biext'(P,Q; G) < Hom(l®¥ , (23,Q®/2)

donné par l'opérateur cobord de la suite exacte des Biexti (i=0,1)

déduite de la suite exacte (5.5.2).

5.7. Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé, Z un ensemble. Appelons

schéma constant sur S tronqué sur T, de valeur Z, et désignons par ZS T
>
le schéma obtenu par recollement en prenant la somme de Z copies Sz(2c Z)de s,

qu'on recolle suivant 1'ouvert U = S-T complémentaire de T, Donc on a

(5.7.1) 2, X U=V , 2 T-=2 s

s, TS T

et ZS,T est un schéma étale sur S, Pour un S-schéma variable S', on a
un isomorphisme fonctoriel em S' :

(5.7.2) Homs(S',ZS’T) J:'HomT(S%,ZT) s

la flache étant définie par "restriction 2 S% " compte tenu du deuxidme
isomorphisme (5.7,1) ; nous laissons au lecteur le soin de vérifier que

cette fléche est bijective, Désignant par
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i: T—>S§
1'inclusion, 1l'isomorphisme fonctoriel (5,7.2) peut aussi s'écrire comme

un iscmorphisme de faisceaux

(5.7.3) zs’T =iz .

On voit sur cette formule, ou directement sur la définition, que pour

Z variable, Z dépend fonctoriellement de Z, ledit foncteur commutant

S,T

aux limites projectives finies, Il transforme en particulier groupes en
groupes, groupes commutatifs en groupes commutatifs, ce qui est également

clair sur la forme (2.7,2) du foncteur représenté par Zs T
3

Signalons aussi qu'il est trivial sur la définition, ou sur

(5.7,3), que la formation de Z commute A tout changement de base

S,T

£ : 8' —> S, qui donne naissance i un isomorphisme de foncteurs en Z

4 L T = o=
(5.7.4) zS’TxSs ZS',T' , o T TXgS Tg .

5.8. Nous nous proposons d'étudier les torseurs E sous un groupe de
la forme ZS T oli Z est un groupe, qu'on suppose ici commutatif pour
3

simplifier, On a un foncteur naturel

(5.8.0) E pt———> ET

de la catégorie des torseurs sous Z dans la catégorie des torseurs

S,T

sous ZT . Je dis que ce foncteur est une équivalence de catégories,

En effet, le fait qu'il est pleinement fid2le, i.e. que pour deux

torseurs, E,F sous Gg . , 1'application Hom(E,F) ——9—Hom(ET,FT) est
3

S

bijective, se raméne immédiatement par descente fpqc au cas oit E et F
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sont triviaux, donc au cas E = F = (G, ,), ol ce n'est autre que la

S, T

bijectivité de (5.7,2) pour $'=S, Prouvons que (5.8.0) est essentiellement

surjectif, Soit ET un torseur sous ZT . On a déja noté dans la démons=~

tration de 5,1 que E_ est représentable et localement trivial pour la

T

topologie étale, Il suffit donc de prouver que

1

1
H(S ) — uh(r,,2)

serls,T T

est bijectif, ce qui résulte de (5,7.3) et de la relation

1, -
R, (20 =0 ,

cas particulier de SGA 4 VIII 5.6,

5,8.1. Soit maintenant P un schéma en groupes commutatif sur S, et
proposons-nous de déterminer la catégorie des extensions de faisceaux

en groupes commutatifs de P par Z . Pour ceci, on vtilise la descrip-

S,T
tion (VII 1.1.6, 1.3) en termes de torseurs sur P, PXP, PXPXP, sous

les groupes images inverses de Z Or ces images inverses sont de la

S,T °

méme forme que Z en vertu de (5,7.4), et on peut donc appliquer 2

5,T
la description de ces torseurs le résultat précédent, qui nous apprend

13 e
qu'ils correspondent aux torseurs sur PT’ PTXTPT 5 PTXTPTXTPT sous les

groupes images inverses de ZT . On trouve ainsi

Proposition 5,9, Soient S un schéma, T un sous-schéma fermé, G un groupe

commutatif, G le schéma en groupes constent frongaé correspondant

S,T

sur S défini dans 5,7, P un schéma en groupes commutatifs sur S, Alors

le foncteur de restriction & T induit une équivalence entre la catéporie
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des faisceaux en groupes commutatifs extensions de P par ZS T et la
3

catégorie des faisceaux en groupes commutatifs extensions de PT par ZT .

On trouve, par une démonstration essentiellement identique :

Corollaire 5,10, Avec les notations de 5.9, soit de plus Q un schéma en

groupes commutatifs sur S, Alors le foncteur restriction 3 T induit

une équivalence entre la catégorie des biextensions de (P,Q) par ZS T
3

et la catégorie des biextensions de (PT’QT) par Z, .

6. Extensions et biextensions par le moddle de Néron de & -

6.1, Soient S un schéma, T un sous~schéma fermé, Z un ensemble, d'ol

un schéma constant tronqué Z sur $ (5,7). On a un homomorphisme cano-

S,T

nique, fonctoriel en Z, de schémas étales sur § :

(6.1,1) g ——>2s o,

qui est un morphisme surjectif, comme il résulte aussitédt de (5.7.1).
De sa fonctorialité en 2 résulte que lorsque Z est un groupe, (6.1.1)
est un homomorphisme de schémas en groupes é&tales sur S, Son noyau est

donc un schéma en groupes étal- sur S, noté Z U’ et on a une suite
2

8

exacte canonique, fonctorielle en Z :

(6,1.2) o——>zS’U-—>zs~—->zS’T———>o .

On constate aussitBt, grate a (5.7.1), que Zg v €st la somme d'une
»
famille de S-schémas Sn s n € Z, avec Sn = 8 pour n = 0, et Sn = U pour

n # 0, De cette description de Z résulte agisément dque pour tout

S,u
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Groupe F sur S, l'application de restriction & U induit une bijectionm :

(6.1.3) Homgr(z F) ——>Homgr<zu,ﬂu)

s,u’

6.1.4. Nous supposons par la suite Z commutatif, et nous nous proposons

d'examiner les extensions de Groupes commutatives de Z ¢ Par un Groupe
L]

3
commutatif donné G sur S, Par la suite exacte (6.1,2), la catégorie de
ces extensions est &quivalente A la catégorie des extensions F de ZS
par G, munies d'une trivialisation de 1'image inverse de cette extension
par zS,U — ZS . En vertu de (6.1.3), une telle trivialisation revient
3 1a donnée d'une trivialisation de l'extension F[U de ZU par GlU .

Pour la suite, nous prendrons pour Z le groupe Z des entiers,
donc ZS est le Groupe libre i un générateur, et VII 1.4 nous fournit
une équivalence entre la catégorie des extensions de 22 par G, et la

catégorie des torseurs sous G, On trouve donc, en appliquant le méme

résultat 2 Z et G|U :

Lemme 6,2. Soient § un schéma, T un sous-schéma fermé, U = 5-T, G un

Groupe commutatif sur S, La catégorie des Groupes commutatifs sur 8

extensions de &S T (défini dans (5.7)) par G est équivalente 3 la

3

catégorie des couples (F,s) formés d'un torseur F sous G et d'une

section s de F[U. Sia : 5§ —> 2 est 1la section de Z image
—_— = - 5,T 5,T

. 1 4 - -
de la section 1 de ZZS sur '(—;S’ 2 l'extension G de ZS,T par G corres

pond le torseur F = a*(G) sous G, muni de la section de F[U donnée par

1a restriction a U de la section unité de G .
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6.2.1. Si G correspond au couple (F,s), 1'image inverse f:(a) dans G

de la section fn de Z définie par la section constante de valeur

s, T
n € Zde Zs , s'identifie canoniquement, comme torseur sous G, a la

(n)

puissance n,iéme F du G~torseur F ; 1l'isomorphisme canonique de

G, -torseurs fﬁ(E)IU = G, » définie par la premilre relation (5.7.1),

U
L. . (n)
est définie par la section s

de F(g) puissance n.éme de la section
donnée s de FU . De cette explicitation résulte la description suivante
des sections de G sur S : une section g de G sur S est définie par

a) une section n de Z sur S, qu'on peut interpréter

S, T
comme une Ssection de ZT i.e. une fonction localement constante sur T
& valeurs dans Z, ou si on préfére, une partition T = _LLT. de T
i€Z
en somme disjointe de parties ouvertes indexées par les 1 € Z ;
b) une famille de sections

- (1) N {
. 6 F Sf, 4 S [ B i I =
g T ( / ,1€Z,ouS~S—Ti,T.-—j€ZTj,

j#i
les sections Ei pour 1 € Z étant lides par la condition de compatibilité
suivante : pour i,j € Z, g; et gj cotncident sur SiﬂSJ! = U, quand on
identifie F(l)]U et F(j)iU a GU , gréce 2 la section s(l) resp. s<3)
de ces torseurs. En d'autres termes, il doit exister une section

hij € T(G/U), évidemment uniquement déterminée, telle qu'on ait

- (1) - _ (i)
g = hijs T hijs .

Comme la description 3.2 d'une extension G de ZS T par G
3
est évidemment compatible avec tout changement de base S' —~> 5, ce

qui précéde donne une description compléte du faisceau G comme foncteur
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en 1l'argument S' € Ob Sch/S.

6.2.2 Lorsque T est un schéma somme de schémas connexes non vides Ti s
i € I, alors la description 6.2,1 des sections de G sur S peut se sim-

plifier : ume telle section est définie par une famille d'entiers

(ni)ieI indexée par le méme ensemble I, une famille des sections
?5"1 ET (F(“i)/s:), pour i € I, ot 8! = 8-T' , T' = {11, les g, satis-
i i i i . i
jel
j#i

faisant & la condition de compatibilité suivante : pour tout couple
d'léments i,j € I, les restrictions de g; et Ej a Siﬂsj = U s'identifient,
(RJ)

modulo 1'identification de F(ni)iU et de F ]U, déduites des sections

s(ni) resp. s3) ge ces torseurs,

6.2.3. Lorsqu'on suppose enfin T connexe non vide, la donnée d'une
section E de G sur $ revient 3 la donnée d'un-entier n, et d'une section

T de F(n)

sur 5, Il n'y a plus de condition de compatibilité a imposer,
de sorte que la section s de FiU est absente de la description du groupe
des sections de G sur S. (Mais s apparait de nouveau, bien entendu, d2s

qu'on se propose de donner une description des points de G 3 valeurs

dans un S~-schéma général S',)

6.2.4. Comme G est réunion des "ouverts" fﬁ(E) (n € Z) décrits dans
6.2.1, on en conclut que G est représentable si et seulement si les
torseurs F(n) le sont, Il suffit par exemple, pour ceci, que G soit

représentable et soit un schéma en groupes affine sur 8, grace a la

théorie de la descente SGA 1 VIII 2.1,
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6.3, Dans la suite, nous supposerons que G = de sorte que toute

Erso

extension G de Z par G = G . sera bien représentable (6,2.4), et bien

S,T s

entendu, sera lisse sur S comme extension d'un schéma en groupes étale

ZZS ¢ Par un schéma en groupes lisse gm De plus, la donnée d'un torseur
s

s *
F sous Em équivaut 3 la donnée d'un Module inversible L sur S (en asso~
ciant 3 ce dernier le torseur des sections inversibles de I ). Donc e
est décrit par un couple (L,s), ot L est un Module inversible sur §, et
8 une trivialisation de I sur U=8-T, i.e, une section inversible de LlU.
Lorsque U est schématiquement dense dans S, et que S est localement

noethérien, ou réduit et l'ensemble de ses composantes irréductibles est

localement fini, la donnée d'un tel couple équivaut 2 celle d'un diviseur
D sur S tel que

(6,3.1) supp DC T ,

en faisant correspondre 3 un tel diviseur le couple
(6,3.2) (QS(-D),SD]U)

du Module inversible 0.(-D) associé 2 -D (EGA IV 21.2.8.1), et de la
restriction 3 U de la section rationnelle canonique Sp de celui~ci
(EGA IV 21,2.11 et 20.2.11 (ii)). En tous cas, sans hypothdse sur S,
la donnée d'un diviseur D sur S satisfaisant (6.3,1) définit un couple

@,s) par (6.3.2), donc une extension G de Z p Par gm , que nous
s

appelerons le modéle de Néron-Raynaud de gm , associé au diviseur D
et au fermé T de S satisfaisant (6,3.1). Si T = supp D, on omet T dans

la terminologie,
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Ii est immédiat que la formation de cette extension G commute
3 tout changement de base f : S' —> § tel que le diviseur image inverse

£#(D) soit défini (EGA IV 21.4.2), en particulier 2 tout changement de

base plat.

6.3.3. On voit aussitdt, grace 2 la description générale 6.2.1 des
sections de G, que celles-ci peuvent s'identifier aux sections £ du
faisceaucfﬂg des sections méromorphes régulidres sur § (EGA IV 20.1.8)
dont le diviseur div(f) est localement {au sens de la topologie de
Zariski) un multiple entier de D . Si V est un ouvert de S tel que la
restriction de div £ 3 V est égal 2 celle de nD, ot n € Z, alors la
section de ZZS,T définie par f n'est autre que l'image de la section
constante de valeur n de ZZS dans (6.1.2). La description précédente

du groupe des sections de G sur S reste valable au-dessus de tout ocuvert
de 8, plus généralement pour le groupe de points de G 2 valeurs dans
n'importe quel S-schéma plat S', Comme G lui-mfme est plat {et méme lisse)
sur 5, cette deBeription redonne donc une caractérisation complite du

modéle de Néron-Raynaud de gm défini par D et T O supp D.

6.4, Supposons maintenant que S soit normal, et l'ensemble de ses
composantes irréductibles localement fini (donc S est un schéma somme

de schémas normaux intdgres), et supposons que le diviseur D soit positif,
4 multiplicités 1 (EGA IV 21.6), que T=supp D, et que T soit localement
irréductible i.e. que ses composantes irréductibles soient disjointes,
Alors pour toute fonction rationnelle f sur S, réguliére sur U = S-T,

div f est localement un multiple de D, donc on a dans ce cas un isomor~
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phisme de groupes canonique :
(6.4.1) (s,6) —=— I(u,G ) .
~my

Supposons meme T géométriquement unibranche et localement intégre,
hypothése qui est stable par changement de base lisse (EGA IV 17.5.7).
Alors, toutes les hypothéses étant stables par changement de base, on

déduit de (6.4,1) que pour S' lisse sur S, on a un isomorphisme de groupes

canonique, fonctoriel en S' :

(6.4,2) HamS(S’, Gy > HomU(S', gmU) = (s, Qg,) .

Comme G est lui-méme lisse sur §, cet isomorphisme caractérise le schéma
en groupes G sur S & isomorphisme unique prés, D'autre part, il montre
que G joue le rdle d'un "modele de Néron" pour le schéma en groupes QmU
sur l'ouvert U de S, ce qui (joint au fait qu'il a été introduit et
utilisé pour la premiére fois par M, RAYNAUD) justifie la terminologie

adoptée dans 6.3 pour désigner G .

Théoréme 6,5, Soient S un schéma normal localement int2gre, D un diviseur

positif sur S, sans composantes multiples, tel que le support de D soit

géométriquement unibranche et localement int2gre. Soit G le modele de

Néron-Raynsud de G sur S relatif 2 D (6.3), et considérons la catégorie

des torseurs E sur S sous le schéma en groupes G . Le foncteur restriction

E}—————»EUr—ElU s

qui va de cette catégorie dans la catégorie des torseurs sur U sous

le schéma en groupes QmU » €8t pleinement fidele, Si S est un schéma

régulier (plus généralement, si ces anneaux locaux sont factoriels),

alors ce foncteur est méme une équivalence de catégories,
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Montrons que le foncteur envisagé est pleinement fiddle, i.e.

que pour deux torseurs E,F sous E, 1'application de restriction
(¥ Hom(E,F) ———3> Hom(EU,FU)

est bijective, ol les Hom désignent les ensembles d'homomorphismes de
torseurs. Notons d'abord que cette question est manifestement locale
sur S pour la topologie de Zariski : si S est réunion d'ouverts Si tels

que pour tout ouvert $' de S contenu dans un Si (donc en particulier pour

$' de 1a forme Si ou Sinsj)’ 1'application

Hom(E )

Fgi) — > Hom(Egi(y 2 Fginy

s’
est bijective, alors l'application (%) est bijective., D'autre part, il
résulte aussitdt de 5.8 appliqué a $,T,Z, et de 5,1 appliqué a T,Z,
que tout torseur sous G est localement trivial pour la topologie de
Zariski, Ces deux observations nous ram@nent 3 prouver la bijectivité
de 1'application (*) dans le cas ot E=F=G ., Mais alors cette application
n'est autre que (6.4.1), dont la bijectivité a déjad été établie,

Montrons maintenant que le foncteur E > EU envisagé est
essentiellement surjectif lorsque les anneaux locaux de X sont factoriels,
Comme gm

s s'identifie & un sous-schéma en groupes ouvert de 6, il suffit

de prouver que tout torseur sous gm est isomorphe 3 la restriction &

U

U d'un torseur sous gm . I1 revient au mfme de dire que tout Module

S
inversible sur U est isomorphe 2 la restriction d'un Module inversible
sur S, ce qui résulte en effet de 1'hypothese faite sur S (EGA IV 21.6.11,

ot on se borne au cas localement noethérien, qui est le seul cas qui

nous servira par la suite). Cela prouve 6.5.
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6.5.1, Plagons nous maintenant dans le cas ol oun suppose de plus S
localement noethérien et régulier. Comme S est alors localement factoriel,
la donnée de D équivaut 3 celle d'un sous-schéma fermé (que nous notons
encore D) qui soit purement l-codimensionnel, réduit et géométriquement
unibranche, Notons aussi que les hypoth&ses sur S et D sont stables par
tout changement de base lisse S! ~—3> S, de sorte que la conclusion de 6.5
s'appliquera 2 S' muni du sous-schéma D' = DXSS' de 8', Ceci dit, la
description VII 1.1.6 des Groupes extensions nous donne aussitdt la

conséquence suivante :

Corollaire 6.6, Soient S un schéma localement noethérien et régulier,

D un sous-schéma fermé réduit géométriquement unibranche et purement

l-codimensionnel (définissant donc un diviseur sur §), G le mod2le de

Néron-Raynaud de gm relatif 3 D, P un schéma en groupes commutatifs

lisse sur S, Considérons la catégorie des extensions commutatives de

faisceaux en Groupes de P par G. Alors le foncteur restriction 2 U,

E i EIU, induit une équivalence de cette catégorie avec la catégorie

des extensi d
nsions de PU par gm

v -
6.6.1. On obtient par la mfme méthode 1'énoncé analogue, relatif

au cas d'extensions pas nécessairement commutatives (P n'étant plus
supposé commutatif). Nous laissons au lecteur le détail de la démons-
tration, légdrement plus compliquée du fait qu'il faut considérer ici
des bitorseurs au lieu de torseurs.

Par essentiellement la méme démonstration que 6.6, on obtient

de méme :
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Corollaire 6,7, Soient S,D,E comme dans 6.6, et P,Q deux schémas en

groupes commutatifs et lisses sur S, On considére la catégorie des

biextensions de (P,Q) par G . Alors le foncteur restriction 2 u,

E > EIU, qui va de cette catégorie dans la catégorie des biextensions

de (PU,QU) par gm g» &8t une équivalence de catégories,

Remarques 6.8, a) Nous appliquerons 6.6 et 6.7 lorsque S est un trait,
et D le diviseur défini par 1'inclusion du point fermé s de S dans S.
Dans ce cas, U est le spectre du corps des fractions K de S, et G est

le mode¢le de Néron habituel du groupe multiplicatif sur K, introduit

par Raynaud. On notera que, méme en se bornant a ce cas, la démonstration
de 6.6 et de 6.7 utilise 6.5 sur des bases plus générales que des traits
(telles que P et ses puissances cartésiennes ..,). Néarmoins, il suffit
dans ce cas de comnaftre l'existence du mod2le de Néron G dans le cas
particulier envisagé, pour en conclure formellement €,5 pour des schémas
de base lisses sur §, donc pour obtenir 6.6 et 6.7, Pour nous, 1'in-
troduction de G sera surtout un intermédiaire commode pour étudier

au numéro suivant le probl2me des prolongements d'extensions et de

biextensions par le groupe multiplicatif,

b) On peut définir un modle de Néron-Raynaud G de gm U
satisfaisant 2 la condition fondamentale (6,4.2) pour tout S' lisse

sur S, sous des conditions nettement plus générales que celles envisagées
plus haut, U étant simplement un ouvert schématiquement dense d'un
schéma localement noethérien normal S, Dans ce cas, C sera un faisceau

fppf, pas nécessairement représentable. Désignant par D le faisceau,

sur le petit site étale de S, des diviseurs sur S de support contenu
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dans T=S-U, et (par dus de langage) par la méme lettre 1'extension canonique
de D en un faisceau sur (Sch)/S (dont les sections sur le schéma relatif
f:8' —> S sont les sections de fgt(g) sur S§'), le modéle cherché est

une extension de Groupes

(6.8.1) o] G G D o .
-mS =

La construction d'une extension canonique (6,8.1) (sans hypothése de

normalité sur S) ne présente pas de difficultés, en utilisant la des-
cription générale VII 1.1.6, et on obtient en méme temps (6.4,2) pour
S! étale sur S, Pour avoir la méme relation pour tout S' lisse sur S,
il revient au méme de vérifier que la formation du faisceau D commute
a4 tout changement de base lisse f: S' —> S, ce qui pour S normal

résulte de EGA ErrIV 53, 21.4.9.

6.9. "Autocritique" (observations de P. DELIGNE)(¥).

Les n®s 5 et 6, sont vraiment peu inspirants. On a périodi-
quement 1'impression qu'on refait "2 la main" le formalisme i,,i¥%,
sans voir ce qui est géométrique ou "general non-sense".

Je propose de dégager les énoncés "gdométriques" a)b)c) :
a) (cf, 6,8 b) Soit j:V &> 5 un ouvert schématiquement dense d'un
schéma normal noethérien S. Le faisceau étale gm s'identifie alors a un

S

sous-faisceau du faisceau étale j,G U Soit D le faisceau étale quotient

0> G > Jx G —>D >0 .

(¥) Le rédacteur du présent exposé déclarant forfait, le lecteur est
invité 2 récrire, en cas de besoin, les n®s 5 et 6 suivant les
directives jointes,
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Alors la formation de D commute & tout changement de base lisse
1. - :
(EGA Errp, 53, 21.4.9) ; de plus, R juG =0 (Th, 90) &i les anneaux

strictement locaux de 5 sont factoriels,

b) S8i U = S-Y, avec Y un diviseur géométriquement unibranche, et si i

est 1'inclusion de Y dans S, alors

D=1, Z .

c) 8i Y est sous-schéma fermé d'un schéma X, et E un ensemble, alors
le faisceau étale i*EY est représentable par un schéma étale sur X, de

I

formation compatible & tout changement de base,

Corollaire, Scient S un schéma noethérien normal, Y un diviseur géométri-

quement unibranche et U = 5-Y :

ULj 3‘1 . Y .

I1 existe un unique schéma en groupes lisse S%“ sur S, tel gqu'aprés tout

changement de base lisse, on aitg%nl Sg = j*(gm)U .

Les exigences précédentes déterminent en effet%m en tsat que
faisceau {(pour la topologie étale) sur la catégorie des schémas lisses

sur S, Par a), b), la suite
0O—>g —> a5 i -—> 0
“m %n * %
est exacte. Par c), i*Z§ est représentable. Enfin le morphisme g est
représentable,

L'usage du''petit site lissé'précédent devrait permettre de

déduire formellement les énoncés du n” 6 de a).
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7. Prolongements canoniques d'extensions et de biextensions par [

7.0. Nous récoltons maintenant le fruit de nos préparatifs des n°s 5 et 6.
Plagons nous d'abord dans le cas d'un schéma de base S qui soit un trait,
i.e. le spectre d'un anneau de valuation discrite, et soit T} son point
générique, s sont point fermé,k = k(s)., Soit P un schéma en groupes
commutatifs lisse sur S, on posera Po = Ps, fibre spéciale de P, Dans

le présent numéro, nous ne considérons que des groupes commutatifs, et

en particulier les extensions de groupes envisagées sont commutatives.

Théoréme 7.1. Les notations sont celles rappelées dans 7.0,

a) Supposons que le groupe des composantes connexes de la fibre

spéciale de P,
¢=2/p°
o' o

soit un groupe de torsion, - ce qui est le cas en particulier si P est

de type fini sur S ; alors le foncteur E t—> En de la catégorie des

extensions de P par ng dans la catégorie des extensions de Pn par an

est pleinement fidéle, Supposons gu'il existe un entier n > O tel que

il lui est associé

n® = 0, alors si E t i d
s alors si n egt une extep51on e Pn par gmn s

un_homomorphisme canonique

(7.1.1) d(En) : & — (Q/Z )k s

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour que 1l'extension E

soit isomorphe a la fibre générique d'une extension de P par gm En

g

particulier, si P0 est connexe, le foncteur précédent E —> Eﬂ est une

équivalence de catégories.
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b) Soient P et Q deux schémas en groupes lisses sur S, posons

_ o - o
g=p/p° , ¥=0/° |,

et supposons que & ou ¥ soit un groupe de torsion {(par exemple P ou Q de

type fini sur S8) ; alors le foncteur E —> Eﬂ dans la catégorie des

biextensions de (P,Q) par dans la catégorie des biextensions de

Ens
(Pﬂ’Qﬂ) par _qmn est pleinement fidéle. Supposons qu'il existe un entier n > 0O

tel que n$=0 ou n¥=0, alors si E'rl est une biextension de (PT]’QT]) par

gmn , il lui est associé un accouplement canonique

(7.1.2) d(ETI) 1 ®m‘i’ —> (/Z )k s

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour que E soit isomorphe

2 la fibre générique d'une biextension E de (P,Q) par Qm g* En particulier,

si P, ou Qo est connexe, le foncteur précédent E b En est une équivalence

de catépgories.

Démonstration, a) Soit G le modile de Néron-Raynaud de gm . Le foncteur
envisagé est le composé du foncteur "extension du noyzu -qu —> G " avec
le foncteur "restriction & 1 " défini sur la catégorie des biextensions
par G . Ce dernier fomcteur &tant une équivalence de catégories en vertu
de 6.6, on est ramené 3 étudier le premier foncteur, Pour ceci, on utilise

la suite exacte de schémas en groupes

(7.1.3) 0—>(G _ —> 0 —> Z — 0
“mS S,s ?

la notation pour I‘ZS s étant cellc de 5.7. La suite exacte des Ext-
3>
(i=0,1) associée 2 cette suite exacte nous montre que pour que le foncteur

envisagé soit pleinement fidéle, il faut et il suffit que 1l'on ait
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(7.1.4) Hom(P,ZS’s) =0 |,

et que l'obstruction, pour une extension E de P par G, de provenir

d'une extension E de P par -G-mS se trouve dans

1
(7.1.5) Ext (P,ZS,S)

Or le premier groupe (7.1.4) est isomorphe 2 Hom(Po,Zk) en vertu de
(5.7.2), qui est isomorphe lui-méme 2 Hom(&, Zk), de sorte que (7.1.4)

équivaut & la relation
(7.1.4 bis) Hom(Q,Zk) =0

Cette relation est certainement vérifiée si ¢ est un groupe de torsion,
Dlautre part, si on a méme n® = O, alors en vertu de 5,9 et 5.5 on a

des isomorphismes canmiques

1 ~ 1 ~
(7.1.6) Ext (P’Zs,s) Ext (Po,Zk) — Hom(%, (@/Z )k) s
ce qui ach2ve de prouver 7.1 a),

b) La démonstration est essentiellement la m@me. On est ramené,
grace & 6.7, & étudier le foncteur "extension du noyau -ng —> G " de

1a catégorie des biextensions de (P,Q) par §_ms dans celle des biextensions
de (P,Q) par G . Cette &tude se fait en utilisant la suite exacte (7.1.3}),
et 1la suite exacte des Biext' (i=0,1) associée (VII 3.7.5). La pleine

fideélité du foncteur envisagé équivaut a la relation

(7.1.7) Rom{P8Q, zz:s’s) =0 |,

or le premier membre est isomorphe 2 Hom(Po®Qo , Zk) en vertu de (5.7.2),
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donc 2 Hom($®Y, Zlk), groupe qui est bien nul si ¢ ou ¥ est un groupe

de torsion. D'autre part, pour une biextension donnée E de (P,Q) par G,
1'obstruction 2 ce qu'elle provienne d'une biextension E de (P,Q) par
ng se trouve dans Biextl(P,Q;ZZS,S), qui est isomorphe en vertu de 5.10
a Biextl(Po,QO, Zik), lui-m&me isomorphe (si n® = 0 ou n¥ = 0) 2

Hom(3&Y, Q/Z ) en vertu de 5.6, Cela ach2ve la démonstration de 7.1.

Remarque 7.2, On peut se proposer, étant donné un schéma en groupes lisse
P sur un schéma localement noethérien régulier connexe S de point géné-
rique T} , d'étudier le foncteur E > En de la catégorie des extensions
de P par gms dans celle des extensions de Pn par gmn . Ce probléme se
raméne en fait facilement & celui traité dans 7.1 a), Supposons pour
simplifier P de type fini sur S. Alors il résulte facilement de 7.1

que le foncteur envisagé est pleinement fidele (¥), On en déduit aisément
que si En est une extension de P_ par gm

n n’
isomorphe & la fibre générique d'une extension E de P par gm

alors pour que celle-¢i soit
g il faut
et 11 suffit que pour tout s € S tel que dim SPEC(QS,S) = 1, le probléme
de prolongement énalogue obtenu par le changement de base Spec(gs,s) - 8

ait une solution, - ce qui, en vertu de 7.1 a), s'exprime par la nullité

d'un certain homomorphisme
.2.1 : O
(7 ) d(En,s) P /P, @z, (o
L'assertion précédente se réduit de facon évidente 2 la suivante : soit

U un ouvert de S, de complémentaire T tel que

codim(T,8) = 2 ,

(®) 11 suffit pour ceci que § soit normal (au lieu de régulier).
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alors le foncteur E k> E{U de la catégorie des extensions de P par EmS

dans celle des extensions de P par gm est une équivalence de catégories.

v U
Or cette assertion est essentiellement triviale en termes de la descrip~-
tion VII 1.1.6, en utilisant le fait que pourtout S-schéma lisse X
(tel P,PXP,PxP¥P ,..), X est localement factoriel et XT=X—XU est de
codimension = 2 dans X, d'oli résulte que le foncteur F > F XU de la
catégorie des torseurs sous G , dans celle des torseurs sous G ., est

=m¥ ’-m}\U

une équivalence de catégories,

On a des résultats tout analogues pour la question des prolon-

gements de biextensions, qu'on laisse au lecteur le soin de formuler.

7.3. ©HNous allons expliciter guelques propriétés fonctorielles des
obstructions définies dans (7.1.1) et (7.1.2) pour P,Q,S variables,

et de leurs relations entre elles, On supposera vérifiées par la suite
les conditions qui permettent de définir ces obstructions., Comme les
vérifications n'offrent pas de difficulté, nous les laissonms aux eoins du

lecteur.

7.3.1. Soit

u: P! > P
un morphisme de schémas en groupes lisses sur §, Eﬂ une extension de Pﬂ
par G, d'od par image inverse par u_ : P! —3> P_ une extension
el n n i

EI
%

de P% par Qm . Ceci posé, on a commutativité dans le diagramme
1
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P'/P'O
o o
d(e!
(n)

(7.3.1.1) u, (e/z )k

d
(E T1)
P /B .

De méme, si on des morphismes de schémas en groupes lisses sur S

4 P'—>»P , v:Q —>Q

et une biextension E_ de (P Q) par G d'oll par image inverse par
n n *n par & P g P

n 3
(u,,v_) une biextension E! de (P'.,Q! r
un, n u o n ( n ’QT]) pa

le diagramme

G , on a commutativité dans
“=m1)

1 ,O i 10
Po/?o ® Qo/Qo

d(En)
(7.3.1.2) u ®v (e/z )k

d(En)

o] [+]
PO/PO ® QO/QO

La vérification, essentiellement mécanique, de ces compatibilités est

laissée au lecteur,

7.3.2. De la compatibilité (7.3.1.1) résulte que si E'Q est une extension
de P”l par gm , 11 existe un plus grand sous-schéma en groupes V de P

tel que la restriction de ET] a VT} s'étende en une extension de V par
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ng : c'est le sous~-groupe ouvert V de P contenant Pn défini par la

condition
(7.3.2.1) v /v = Ker d(E ) )
o o 7

Si alors u:P' —> P est un morphisme de schémas en groupes lisses sur S,
1'extension E% , image inverse de Eﬂ par un s se prolonge en une extension

de P! par G , si et seulement si on a
“mS
(7.3.2.2) u(P') < v .

Dans le cas d'une biextension E de (Pn , Qﬂ) par il existe de méme

-(-;-mn’

un plus grand sous-schéma en groupes V de P tel que la restriction de E
5 . L]

a (Vﬂ ) QTR se prolonge en une biextension de (V,Q) par G : clest ie

sous-groupe ouvert de P, contenant la fibre générique Pn , défini par la

condition que VO/VO0 soit le sous-groupe de ¢ annulateur gauche de

1'accouplement (7.1.2), i.e. noyau de 1'homomorphisme correspondant de

¢ dans Hom(Y, (Q/Z),) :

d(E)
(7.3.2.3) v /v ° = ker (§ ——T> Hom(¥,@/z))) .

Si alors on se donne u: P' —> P de schémas en groupes lisses sur S, la

biextension de (P! , Q) par G _ image inverse de E_ par u_ se prolonge
» Q) par G imag q PET up se P

n

en une biextension de (P',Q) par [ si et seulement $i on a la relation

S
(7.3.2.2). On a des résultats symétriques en échangeant le rdle de P
et de Q, Mais bien entendu on ne pourra en général trouver un plus grand
couple de sous-groupes P' —> P, Q' —> Q tels que la restriction Eh

de E_ en une biextension de (P! ') par G se prolonge en une biex-
n n> & par & P g

n
tension de (P',Q') par G, 5 on peut seulement dire que pour un couple
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(P',Q') donné, plus généralement pour un couple de morphismes donné
P! —» P, Q' —> Q de schémas en groupes lisses, le prolongement cherché
existe si et seulement si la restriction de la forme d(Eﬂ) a

13 ’o 1 lo
Po/Po ® Qo/Qo est nulle.

7.3.3, Symétrie. Soit En une biextension de (P_ , QT? par Em , et

n i
considérons la biextension symétrique SEn (VITI 2.7), qui est une biex-

tension de ( P ) par ¢ _ . On a alors commutativité dans le diagrzamme
Qﬂ’np Son, g

FRY
d
(Eﬂ)
(7.3.3.1) sym (@/z )y
aC®e )
m
Y ® 3 s

olt 1a fléche verticale est la symétrie canonique. (On comparera cet
énoncé avec 1'énoncé d'antisymétrie de 2,2,10.) On en déduit en par-

ticulier que si P=Q, et si Eﬂ est une biextension symétrique de (Pn » Q)

i

par gm , 1.e, si En est isomorphe 2 SEn , alors la forme bilinéaire

n
d(ETQ sur § X § & valeurs dans (Q/Z:)k est symétrique (et non alternée
comme dans 2,2.12 !}, On notera que si elle est nulle, i.e. si E se
prolonge en une biextension de (P,P) par gms , cette dernidre est
nécessairement symétrique également, puisqu'en vertu de 7,1 a) tout

s s
isomorphisme En ——ce Eﬂ se prolonge de facon unique en un isomorphisme

e
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7.3.4. Réduction des obstructions du type (7.1.2) a celles du type (7.1.1),

Supposona pour fixer les idées qu'il existe un entier n >0

tel que n & = 0, et soit
q € Q(s)
une section de Q. On désigne, par abus de notation, par

q, € ¥ (k)
1'image dans ¥(k) de la valeur de q en s, Considérant E_ comme une

extension de P par G . , on trouve une extension
ne, “mQ,,

" .
qn(ET? , extension de PTl par an ,

d'olr une obstruction

dfn

(7.3.4.1) dg = AQXED) 1 &> (@z) .

Ceci posé, on a la relation (ol on a posé d = d(ETP)

(7.3.4.2) dq(x) = d(x,qo)

3
valable pour tout point x de ¢ 3 valeurs dans un k-schéma T .

7.3.4,3., Cette formule, qui pour tout g € Q(S) détermine dq en termes

de 1'accouplement d , redonne évidemment ce dernier en termes des
invariants dq , du moins lorsque tout point de Y provient d’une sectionm
de Q, Cette condition est d'ailleurs vérifiée automatiquement lorsque

S est strictement.local, en vertu du lemme de Hensel. Comme 1'accouplement
d est connu quand on le connait sur la cldture séparable de k, et que

sa formation commute 2 la localisation étale sur S en vertu de 7.3.5.3
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ci-dessous, on voit que, quitte A passer au localisé strict de S, la
détermination de l'accouplement d se raméne 3 celle des invariants dq .
En particulier, lorsque tout point de ¥ provient d'une section q de Q,
on voit que d est nul (i.e, En se prolonge en une biextension E de (P,Q)
par gm) si et seulement si pour tout section q de Q, dq est nul i,e.
q;(ETR se prolonge en une extension de P par G . Lorsqu'on ne fait pas
d'hypothése sur ¥, le critdre analogue est valable, 2 condition de

prendre pour q des points 2 valeurs dans des S' locaux étales sur 5.

7.3.4.4, Inversement, partant de la situation de 7,1 a), l'obstruction
(7.1.1) peut s'interpréter comme une obstruction du type (7.1.2), en
prenant Q = ZZS et la biextension de (P,ZZS) déduite de E, Pour le voir,

il suffit d'appliquer ce qui précdde en prenant pour ¢ la section 1 de 225 .

7.3.5, Effet d'un changement de base S' —3>» S, On suppose donné un

morphisme local dominant de traits

f:8" —5 ,
et on désigne par m' le point générique de S',par s' son point fermé,
et on pose k'=k{s'), $i S=Spec(V), 8' = Spec(V'), V' est donc un anneau

de valuation discriéte dominant 1'anneau de valuation discréte.V. Posons
(7.3.5.1) e(8'/8) = e(V'/V) = long(V'/m V) ,

ot m est 1'idéal maximal de V., Soient maintenant P dans 7.1 a), E_ une

ext i d | B t 1 [ : '
xtension de Pn par P PXSS s Eﬂ' l'extension de Pn, par Qm

gmﬂ 4 n!

image inverse de En . On a alors un isomorphisme canonique
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dfn

3" = P(')/Péo ek =&,

avec les notations de 4.1 a), et on peut par suite considérer
. ]
d(En)k, : 3 —s (Q/Z )k,
Ceci posé, on a la relation
] = 1
(7.3.5.2) aEL) = e(s1/8) 4ED),

De méme, sous les conditions de 7.1 b), et avec les notations évidentes,
on a la relation (7.3.5.,2), ot d(Eﬂ) désigne maintenant 1'accouplement

(7.1.2), d(ET?k’ 1'accouplement
¥R Y ———> (Q/Z )k'

qui s'en déduit par le changement de base k —> k', et oi E%, est la
biextension de (Ph,, Q%,) par gmﬂ' déduite de la biextension En de

(P_,Q ) par § _ & 1'aise du changement de base 73/ —> 1 .
n)n P an g T 1

7.3.5.3. Un cas intéressant est celui ol on a e(S'/S) =1 ., i,e. oi

Et=gvt R
ol m' désigne 1'idéal maximal de V', C'est le cas en particulier si V'
est étale sur V, ou si c'est le hensélisé, ou le hensélisé strict, ou

le complété de V, Dans ce cas la relation (7.3.5.2) s'exprimeé simplement

en disant que la formation de 1'obstruction (7.1.1) resp. (7,1,2)

commute au changement de base envisagé S§' —> G,

7.3.5.4, D'autre part, }a relation (7.3.5,2) dans le cas général montre
que pour toute extension En comme dans 7.1 a) (resp. toute biextension

Eﬂ comme dans 7.1 b)), il existe un morphisme de traits fini S' —> S,
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tel que k{n') soit une extension séparable de k{n}, et que 1'extension
(resp. la biextension) Eh, déduite de En par changement de base M’ —> T
se prolonge en une extension (resp. biextension) E' sur S' tout entier.
En effet, il suffit de choisir $'/S tel que e(S'/S) soit un multiple

de 1l'entier n > O figurant dans 7.1, et on sait qu'on peut toujours

trouver une telle extension, avec k(n') séparable sur k{mn).

Proposition 7.4, Soit S un schéma réduit.

a) Soit P un schéma en groupes lisse sur S dont les fibres

aux _points maximaux de S sont connexes., Alors le foncteur naturel

VII 1.3.4.1

(7.4.1) EXT(P,G _.) —=> TORSRIG(P,e )
=mS

p3Cns

de la catégorie des extensions de P par ng dans la catégorie des

torseurs Scus ng rigidifiés par rapport & la section unité de P, est

pleinement fidéle, Si S est normal, et P 2 fibres conmexes, alors un

s,

objet E du deuxiéme membre de (7.4.1) appartient & l'imaze essentielle

de ce foncteur si et seulement si pour tout point maximal 7 de 5, le

A : . ' .
torseur rigidifié Eﬂ sur Pﬂ provient d'une extension de I’,ﬂ par an .

b) Soient P,Q deux schémas en groupes lisses sur S dont les

fibres aux points maximaux de S sont connexes. Alors le foncteur naturel

VII 2.9.1
(7.4.2; BIEXT(P,Q;ng) — TORSBIRIG(P,Q;ng)

de la catégorie des biextensions de (P,Q) par Qms dans la catégorie

des torseurs sous gm birigidifiés relativement au couple des
Px.Q
S
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sections unités de P et de Q, est pleinement fideéle. Si S est normal,

et P ou Q2 fibres connexes, un objet E du second membre de (7.4.2)

appartient 3 1'image essentielle du foncteur si et seulement si pour tout

point maximal 7 de S, En provient d'upe biextension de (Pﬂ’Qﬂ) par gmﬂ .

Nous prouverons a), la démonstration de b), essentiellement
identique, étant laissée au lecteur. Pour 1'assertion de pleine fidélité,
on peut noter que 4,1 reste valable si X et Y sont des schémas plats
sur un schéma réduit S, dont les fibres aux points maximaux satisfont
aux conditions énoncées dans 4,1 : en effet, la famille des fibres
maximales de XXSY (qui est plat sur S réduit) est schématiquement

dense dans XxSYs de sorte qu'un morphisme de XXx_Y dans le S-schéma séparé

S
QmS est trivial dés qu'il 1'est sur les fibres maximales, Ceci dit, la
pleine fidélité de (7.4.1) se démontre comme 4.2, et la caractérisation
qui y est donnée de 1'image essentielle reste également valable. Il

reste & prouver que si le torseur rigidifié E sur P est tel que les

En proviennent d'extensions, il en est de méme de E, lorsqu’on suppose

8 normal et P a fibres connexes, Cette dernidre condition implique que

P est de présentation finie sur S (SGA 3 VIB 5.5) ; la pleine fidélité
nous montre d'autre part que ia question est locale sur S, qu'on peut

donc supposer local affine, et le passage 2 la limite habituel (utilisant
le théoréme de NAGATA de finitude de la cl®ture intégrale d'une Z -alggbre
réduite de type fini EGA IV 7.8) nous raméne au cas ol S est de plus

supposé noethérien, Alors 7.1 a) nous montre qu'il existe un ouvert UC 3,

dont le complémentaire est de codimension 2 2, tel que EU provienne d'une
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extension de P En d'autres termes, l'isomorphisme cherché

y PaT Sy -
m#*(E) 2= pr?(E)pr%(E)

peut 8tre construit au~dessus de (PXSP)U . Or c'est 12 un ouvert du schéma

normal PXSP, dont le complémentaire est de codimension 2 2, Donc 1'isomor-

phisme en question sur (PXSP)U se prolonge a PXSP tout entier, ce qui

achéve la démonstration.

Corollaire 7.5. Soient S un schéma normal, P et Q deux schémas en groupes

lisses sur S, & fibres maximales connexes, P ou Q étant 2 fibres connexes.

Supposons de plus_que pour tout point maximal 7 de S, Pn ou Qn soit

une extension d'un schéma abélien par un tore (plus généralement qu'il

admette une suite de composition dont les facteurs soient des schémas

abéliens, des tores ou des groupes ga). Alors le foncteur (7.4,2) est

une_ équivalence de catégories.

C'est en effet une conséquence immédiate de 7.4 b) et de 4.7.
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12, Modéle de Néron d'une jacobienne et formule de Picard-Lefschetz

13, Liens avec la théorie transcendante : cas analytique complexe
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O. Introduction

0.1, Dans le présent exposé, nous appliquons les résultats des exposés
précédents 3 1'étude du modele de Néron (1,1) A d'un schéma abélien AK
défini sur le corps des fonctions K du trait hensélien S. Nous verrons

en effet que les propriétés les plus importantes du modele de Néron
peuvent s'interpréter en termes de l'action du groupe de monodromie

locale I sur le module de Tate TL(AK(E)) (o1 4 est un nombre premier # p).
Comme le dual de ce dernier s'interpr2te comme le groupe de cohomologie
{-adique Hl(Ai,Z£), et que pour tout schéma projectif et lisse X sur K,
HI(XE,Z&) s'identifie 2 Hl(AI-(*,Z&), ol A!.(. est la variété d'Albanese

de Xi, on voit donc que le présent exposé peut aussi &tre considéré comme

une étude détaillée des phénoménes de monodromie locale pour les Hl

{~adiques (ou mieux encore, pour les H1 "motiviques") des variétés pro-

Jjectives et lisses sur K, Dans cette optique, il semble clair que les

principaux résultats du présent exposé sont destinés 2 Btre englobés

dans une"théorie de Néron" pour des motifs de poids quelconque, i.e.

pour des Hi (4-adiques, ou de De Rham, ou de Hodge etc) avee i quelconque,
qu'on ne commence qu'd entrevoir a 1'heure actuelle. (Cf. 2 ce sujet [97,
et plus particulidrement les conjectures de DELIGNE 9.8 2 9,13 du

rapport cité,)
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0.2, Le résultat le plus important du présent exposé est le "théordme

de réduction semi-stable" 3,6, affirmant qu'aprés extension séparable

finie K! de K, le mod2le de Néron de A

gt @ une fibre spéciale dont la

composante neutre est extension d'un schéma abélien par un tore, Ce
résultat avait été conjecturé par J.P. SERRE en 1964, et le principe

de la démonstration que nous en donnons ici (¥) remonte & la méme
année, Il apparait (3.5) que cette propriété de "réduction semi-stable"
équivaut au fait que l'action du groupe de monodromie I sur T&(AK(E))
est "essentiellement unipotente d'échelon 2" (4 &tant un nombre premier
fixé distinct de la caractéristique résiduelle p de S), et sous cette
forme a été prouvée en termes de H1 L-adique dans 1'exposé III comme

cas particulier du "théoréme de monodromie', en utilisant la résolution

des singularités des schémas excellents de dimension 2 (due 3 S, ABHYANKAR).
Pour établir 1'équivalence des deux propriétés, nous aurons besoin
d'autre part d'un "théoréme d'orthogonelité" 2.4, dt a IGUSA [11] dans

le cas particulier oi AK est la jacobienne d'ume courbe lisse X _ sur K,

K
fibre générique d’un schéma projectif régulier et comnexe X sur S dont
la fibre spéciale géométrique n'a comme seuls points singuliers que
des points singuliers quadratiques ordinaires. C'est d'ailleurs 13

un cas de réduction semi-stable, qui ne suffirait pas pour notre
propos ; c'est surtout pour établir le théoréme d'orthogonalité sous
sa forme générale que nous utilisons 1'outil commode que fournit la
théorie des biextensions, développée dans les deux exposés précédents,

Signalons d'ailleurs qu'une démonstration trés différente du théordme

de réduction semi-stable, n'utilisant pas la résolution des singula-

(*} 11 est développé dans une lettre du conférencier a J.P, SERRE du 30.10,64,
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rités, a été trouvée par D. MUMFORD, en utilisant sa théorie des fonc~
tions 8 (non publié) ; malheureusement, il est obligé de se limiter au

cas d'une caractéristique résidueclle # 2.

0.3, Le théoréme de réduction semi-stable est ltoutil principal utilisé
dans les paragraphes ultérieurs pour 1'étude des modeéles de Néron,

que nous entreprenons ici du point de vue "algébrique". Il semble

indispensable également dans 1'&tude des variétés abéliennes sur K

du point de wue "rigide-analytique" ou des "fonctions 8 " (ces termes

étant synonymes, parait~il, lorsqu'il est question de variétés abéliennes
sur des corps valués complats ...), telle qu'elle a été développée
récemment par D, MUMFORD et M, RAYNAUD (& la suite de travaux de TAIE

et MORIKAWA), (Nous dirons quelques mots aux § 13, 14 sur les liens

entre les points de vue algébrique et transcendant,) Enfin, ce méme
théoréme est un ingrédient-clef de la démonstration du "théor2me de

réduction semi-stable des courbes algébriques' de ARTIN-DELIGNE-MUMFORD

{31 (*), dont nous avons déj2 e 2 faire usage dans 1'étude de 1'action
de monodromie sur le groupe fondamental ("théor2me d'action essentiellement
modérée" V ), et qui est utilisé A nouveau dans la démonstration du

théoréme d'intégrité et de positivité 10.4 dans le présent exposé (%),

0.4. Le présent exposé se distingue des autres exposés du Séminaire
par le fait que dans 1'étude du module de TATE TL(AK)’ nous avons Sys-

tématiquement tenu compte aussi du cas ol 4 est &gal & la caractéristique

(*) La démonstration de ce théor2me avait été donnée par P, DELIGNE dans
le Séminaire oral, mais il n'a pas été jugé utile de la reproduire
dans les textes de Séminaire.

(¥%) 11 existe une autre démonstration de ce dernier théordme, via la
théorie rigide-analytique, n'utilisant pas le théoréme de réduction
semi~stable,
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résiduelle p, I1 se trouve que le langage des groupes de Barsotti-Tate

[33] (*) permet d'étendre 2 ce cas tous les phénoménes les plus importants
établis pour le cas 4 # p, sous la réserve toutesfois, parfois, de disposer
du théor2me fondemental de TATE [33 th. 4], établi pour 1'instant seulement
dans le cas ol K est de caractéristique nulle, Bien entendu, dans ce
dernier cas le pro-p-groupe de Barsotti-Tate Tp(AK) s'interpr2te encore

en termes de 1'action du groupe de monodromie I sur le module p-adique
TP(AK(E)), mais on fera attention que la plupart des énoncés que pourrait
suggérer cette analogie superficielle avec le cas £ # p sont grossidrement
faux, (Ainsi, il n'est plus vrai que 1'action du groupe de monodromie

soit essentiellement unipotente pour {4 = p,) Mals utilisant des traductions
plus judicieuses (telle par exemple 5.13 plus bas), il est clair dés
maintenant que 1'étude des pro-p-groupes de Barsotti-Tate définis par

voie géométrique sur le corps des fonctions d'un trait a caractéristique
résiduelle p > 0, qu'il soit ou non d'inégales caractéristiques,doit

etre considéré comme faisant partie de la théorie de la "monodromie

locale", ot ces groupes jouent le rdle de "systdmes locaux p-adiques”

sur Spec(K). En fait, ce sont essentiellement les "systemes locaux"

qui s'introduisent dans 1'étude, du point de vue ‘p~adique ", du Hl des

variétés projectives et lisses sur K. Pour 1'étude des Hl supérieurs

du point de vue p-adique, qui reste & faire, il apparafit qu'il faudra
élargir convenablement la catégorie des pro-p-groupes de Barsotti-Tate
sur K resp. sur 8, en s'inspirant des points de vue fournis par la

"cohomologie cristalline".

(¥} ou "groupes p~divisibles" dans la terminologie de TATE.
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0.5, L'exposé domné ici, tr2s proche des exposés oraux jusqu'au § 4,

est nettement plus détnillé et complet 2 partir des paragraphes suivants,
qui avaient été seulement partiellement esquissés, Il ne sera pas
utilisé dans les exposés ultérieurs. Par contre, certains résultats

du présent exposé (10,4 et 12,5} utilisent la formule de Picard-Lefschetz,

qui sera établie seulement ultérieurement,

LEITFADEN

4 ////,3
6/5\\\9
ﬁ/i
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1. Modele de Néron des schémas abéliens : notations ; 1'accouplement

canonique @oxéé — (Q/Z h{, et la biextension cancnique w° de (AO,A'O).

1.0, Dans toute la suite du présent exposé, on suppose fixé un trait S,

pour lequel nous utilisons nos notations habituelles s, N, k, X etc.

de I 1 . Nous supposons donné un schéma abélien AK sur K, dont le

schéma abélien dusl [57] sera noté Aﬁ . La dualité entre A et ' est

dnnée par une correspondance divisorielle W, sur (AK,Ak), i.e, un

Module inversible sur AKxAé , birigidifié relativement aux sections

unité de AK’Ai , lequel est déterminé & isomorphisme unique prés

par sa classe (ef, VIII 3.1)

(1.0.1) w, € Blext' (A AL € ) .

Un r8le important sera joué par 1'accouplement correspondant (VIII 2,2)
dfn

(1.0.2) P TL(AK) X T&(AI'() — ZL(l)K = TL(ch) ,

oli £ est un nombre premier quelcenque, Lorsque £ # p = car.k, la

donnée de ¢ équivaut 2 celle d'un accouplement de ZXZ,-modules libres

£
de type fini

(1.0.3) o TL(AK(K)) X T&(AI'((K))» T&(K*) s
compatible avec 1l'action de
= Gal(kK/R)

sur les trois modules en jeu, X étant une clBture séparable de K, Il
est connu (VIII 3,2) que 1'accouplement en question est une dualité
parfaite, i,e. qu'il identifie chacun des modules T%(AK(E))’ T&(Aé(ﬁ))

au "dual" de 1'autre 2 valeurs dans le module inversible Zzifl) = T£(§*).
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On supposera parfois choisie une polarisation de AK , qui

est donc un élément

(1.0.4) € € NS(AK/K) = _N_S_%(/K(K) ,
ol
dfn
NS == Pic

. O -
S WS AK/K/ (~P1—°AK/K A0

Elle définit de la fagon habituelle un homomorphisme

(1.0.5) zy% Py A,

d'olt un homomorphisme
) : — !
(1.0.6) T%(ibg) ou q;g TL(AY) TL(AK) R
et une forme bilinéaire qt
] . 7 3y
(1.0.7) qﬁ(x,y) m(x,wg(y)) : TL(AK) X T,{a ) —> ZZ&(I)K s
qufon peut aussi interpréter pour £ # p comme accouplement de 7ZL-modules
libres de type fini 2 opérateurs :
. 7 e T
(1.0.8) e TL(AK(K)) X TL(%((K)) —— TL(K ) .
Ces constructions ont un sens pour tout élément du groupe de Néron-Séveri
de A, et fournissent une forme g (1.0.7) ou (1.0.8) alternée
(VIII 2.2.11). Le fait que § soit une polarisation implique que &5
dans (1.0.5) est une isogénie, ou ce qui revient au méme puisque
dim AK = dim Aé, un épimorphisme de Groupes, ou encore que T&(Wg) dans
(1.0.6) est injectif (ou encore, a un conoyau fini), ou enfin que la

forme P de (1.0.7) est séparante,
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1.1. Rappelons qu'il existe sur S un schéma lisse A, appelé moddle de

Néron de AK s qui représente le foncteur
1 1
(1.1.1) S' +—> Hom (Sn’AK)

sur la catégorie des S-schémas lisses. On a donc par définition un

isomorphisme de foncteurs en S', schéma relatif lisse sur § :
t e ¥
(1.1.2> HcmS(S LA) HomK(Sn’AK) .

La construction de A est donnée par NERON [19] lorsque le corps résiduel

k de S est parfait, et a été étendue par RAYNAUD au cas général an

cours dun séminaire non rédigé qu'il a donné 3 1'IHES en 1966/67

(c£.[21] pour 1'énoncé des résultats principaux obtenus par RAYNAUD,
complétant les résultats de NERON de loc, cit.). Nous admettrons ici

ce résultat d'existence, ainsi que le fait que A est un schéma quasi-
projectif sur 5. Appliquant (1.1.2) pour S$' lisse sur m,0n constate de plus que

le morphisme canonique suivant est un isomorphisme

(1.1.3) AxgSpec(K) ~*> Ac s

ce qui justifie le couple de notations A,AK . On écrira aussi, le cas
échéant, An au lieu de AK . Utilisant (1.1.3) comme isomorphisme
dfidentification, la bijection canonique (1.1.2) n'est autre que 1'appli-

cation de restriction aux fibres génériques.

Comme le foncteur (1.1,1) a évidemment une structure de Groupe
commutatif, il s'ensuit que le mod2le de Néron 4 qui le représente a

lvi-m&me une structure de schéma en groupes commutatif lisse sur S.

La suite de cet exposé est consacré a 1'étude de ce schéma en groupes,
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Un invariant important, déduit de la considération du modéle de Néron,

est évidemment le schéma en groupes commutatifs, lisse et de type fini sur k!
(1.1.4) A = Axgs = A .

: : .o o
Suivant les notations générales, on désigne par AO sa composante neutre,

et on considére également le schéma en groupes
(1.1.5 8 =4a/a°
o o' "o

des composantes connexes de AO, qui est un schéma en groupes fini et
étale sur k. En termes de la cldture séparable k de k, il est donc

déterminé par le groupe fini ordinaire

(1.1.6) 2 {k
[¢]

avec les opérations naturelles de

m = Gal(k/k
sur ce groupe,
En méme temps que le modéle de Néron A de AK , nous étudierons

(1.1.7: A' = modéle de Néron de Ai s

qui est également un schéma en groupes commutatifs, lisse et de type

fini sur 5. On désignera par
{1.1.8) gt = AT/AC
o oo

le groupe des composantes connexes de sa fibre spéciale Ao .
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1,2, Appliquons VIII 7.1 b) au couple (A,A') et & la biextension WK

] .
de (1.0.,1) (AK,AK) par GmK . On trouve donc un accouplement canonique

1
(1.2.1) g, % 8 —> (e/z e ,
i,e. un accouplement de no—modules
(1.2.2) 8 () x 800 —> @/z .

Cet accouplement apparailt ici comme obstruction au prolongement de WK
en une biextension W de (4,A') par Gms , et la signification de ce point
de wvue est explicitée danms VIII 7,3,2. Signalons tout de suite a propos

de cet accouplement la

Conjecture 1.3, L'accouplement (1.2.1) est une dualité parfaite, i.e.

identifie chacun des groupes de composantes connexes & et Qé au dual

2 valeurs dans (Q/ZZ)k de 1'autre.

1.3.1. Signalons qu'il résulte de la commutation de la formation de
(1.2.1) sux changements de base formellements nets (VIII 7.3.5,3), et

de la propriété analogue pour la formation des modeles de Néron, qu'il
suffirait de prouver 1.3 dans le cas ol S est complet & corps résiduel
séparablement clos. La conjecture a été prouvée par ARTIN et MAZUR dans
le cas ol AK est la jacobienne d'une courbe propre et lisse sur K, en
utilisant leur théorie générale (non publiée) de 1'autodualité de la
jacobienne relative (au sens des catégories dérivées) d'un schéma en
courbes propre sur 5 ; ils ont prouvé la m@me conjecture 1.3 dens

le cas ol le corps résiduel est fini, en utilisant la théorie de dualité

de TATE [327. Nous verrons également dans 11.4 et 11,5(modulo des
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vérifications de compatibilité) que 1,3 est vrai pour les composantes
{-primaires pour 4 # p, et que 1,3 est vrai dans le cas de la

"réduction semi-stable", Ces résultats rendent 1.3 extr@mement plausible,
D'ailleurs 1.3 peut également 8tre considéré comme un sous-produit

d'une théorie de dualité générale pour les schémas en groupes sur les
corps de fractions d'anneaux de valuation discréte complets, formelie-
ment analogue & celle de SGA 5 I, qui reste heuristique & 1'heure
actuelle, et qui contiendrait également la théorie du corps de classe

local sous la forme que lui a donné SZRRE [27].

1,3.2, La velidité de 1.3 pour un schéma abélien donné AK revient 3
dire que 1l'accouplement (1.2.1) est géparant 2 gauche et 2 droite.
D'ailleurs le fait qu'il scoit séparant & gauche signifie, en vertu
de VIII 7.3,2, que le seul sous-schéma en groupes ouvert V de A tel
que W, puisse se prolonger en une biextension de (V,A') par GmS est

la composante neutre 4° de A, On a une interprétation symétrique pour la

condition que (1.2.1) soit séparant 2 droite,

1.4. De fagon générale si
(1.4.1) UC A et U' CA'

sont des sous-schémas en groupes ouverts tels que W, se prolonge en
une biextension de (U,U') par € < (ce qui, en vertu de VIII 7,3.2,

s'explicite par la condition gque les sous-groupes
(1.4.2) ¢ =u/ucs , ¥ =0 /Uy
o o o o o o' "o o

de @O et de Yo définis par U et U'sont orthogonaux l'un 3 1'autre pour
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1'accouplement (1.2.1)), on désigne par W ce prolongement (unique 3

isomorphe unique pra2s) de W,

X Il est déterminé & isomorphisme unique

prés par sa classe

{1.4.3) w € Biextl(U,U' ;6.
mS

elle~mtme caractérisée par la condition que son image dans

Biextl(AK,Aﬁ;Gm K) soit we de (1.0.1).

On peut prendre par exemple pour U et U' les composantes

o o . : . . o
neutres A et A’ de A et A', On trouve ainsi une biextension canonique W

ouWde (A%, par & o, donnant lieu 3 une classe

S’

(1.4.4) w = € Biext' (a°,A1%;6

b,

avec laquelle nous travaillerons principalement. Evidemment les classes

w (1.4,3) relatives a divers couples (U,U') ont toutes w° (1.4.4) pour

restriction a (AO,A'O).

Proposition 1.5, Considérons la fibre spéciale ws de la biextension

. o
canonique (1.4.4) W de (A A1) par € ., de sorte que WS est une

biextension de (A °,A'%) par & , . Cette dernidre est géparante (VIII 4.11),
e, M 2%y mk

Choisissons en effet un Module fnversible ample L sur a°.

Alors'lr¥définit un homomorphisme (cf, 1,0.5)
Ay
qui se prolonge en un homomorphisme A —> A', d'ol
Y AC s p1° s

et on peut considérer la biextension %L de (AO,AO) par GmS, image inverse
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de W par (idAo , ¥). La restriction de %L aux fibres génériques n'est
alors autre que la biextension 60Lﬂ) de (VIII 4.12), donc en vertu de
VIII 7.4, W est associé au Module birigidifié (L), et par suite
(“L)s est défini par 6GLS). D'autre part, il peut également &tre

décrit comme 1'image inverse de la biextension w3 par les morphismes

. LA © . © . o 0

ldAoO : z‘.o ———>Ao s iyo : Ao I Ao .

Comme 1L doncims est ample, il résulte de VIII 4,13 que %L est séparant,
8

et en particulier séparant & gauche, et a fortiori Ws est donc séparant

& gauche, Par symétrie, ws est également séparant a droite, ce qui

prouve 1,5,

Notons que nous préciserons considérablement 1,5 dans le cas

. .0 . PN
ol AO est de rang unipotent nul (5,4).

2. Partie fixe et partie torique de T&(AK>‘ Critéres de bomne réduction,

Théoréme d'orthogonalité pour 4 # p

2,1, Comme tout groupe algébrique commutatif sur k, Ao admet un plus
grand sous-tore, dont la formation commute & toute extension du corps

de base [SGA 3 XVII 7.2,1, XII 1.12] :

{2.1.1) T < A .
o [o]

. : - o
Lorsque k est parfaitg, To est caractérisé par la condition que Ao /To
soit extension d'un schéma abélien B0 sur k par un groupe unipotent
(lisse et connexe) {257, qui admet nécessairement une suite de com~

position & quotients tous isomorphes 2 Gak (SGA 3 XVIT 4.1.3}
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(2,1.2) 0—>U —>A°%T —>B —>0 .
o (o] o O

. . o . .
En tous cas, k parfait ou non, si Ao est extension d'un schéma abélien

Bo par un schéma affine lisse et connexe Lo :
(2.1.3) 0o—>1 ~—>Aa°—>3B —>0 |,

on sait que cette structure d'extension est unique [25], et que To est
alors C Lo’ donc To est le plus grand sous-tore de Lo’ de sorte qu'on

a une suite exacte (2,1,2), avec

(2,1.4) U =1L/T .
Q [o] [

. o . ;
2.1.5. Signalons que Ao est de rang unipotent nul {(i.e. que, sur
une clBture algébrique de k, il n'admet aucun sous-groupe isomorphe
a Ga} si et seulement si AOOITO est un schéma abélien Bo, de sorte

uon sera alors sous les conditions précédentes, avec U_ = 0.
P o

Si £ est un nombre premier distinct de la caractéristiqum
de k, de sorte que Ao0 est {~divisible, 1'inclusion (2,1.,1) donne lieu

a une suite exacte de pro~schémas en groupes :

o [s]
(2.1.6) 0 —> T&(TC) —> T,(A ") —> T, (A /T ) —> 0
ool
T, (A ) T, (A /T ) ,

dont les termes peuvent aussi s'interpréter comme des faisceaux L-adiques
libres constants tordus ; lorsque l'on dispose d'une suite exacte (2.1.2],

o .
par exemple k parfait ou Ao de rang unipotent nul, on aura

o ~
(2.1.7) T,(,,(A0 /'ro) > T&(Bo) s
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- 10 - IX

de sorte que la suite exacte (2,1.5) s'écrit alars

o
(2,1.8) 0 = T&(To) — TL(AO ) — TL(BO) —> 0 .
Posons
(2.1.9) n = dim AK = dim A0 , W= dim To , A= dim U0 , 0 = dim Bo ,

de sorte qu'on a
(2.1.10) n=u+r+a

o N
rang T,(T ) =y, rang T,{A_ /T ) = rang T,(B )} = 20 ,
(2.1.11) Lo Lo Lo

rang TL(AOO) =u+ 20 |,

La deuxidme relation &tant un théordme bien connu de Weil [5] [15].

2,1,12, Les entiers n, y, X\, 0 sont définis manifcstement sans mPme supposer
qu'on dispose d'une suite exacte (2,1,2), en passant & une cldture
algébrique de k ; ils sont connus respectivement sous le nom de dimension

de Ao’ rang réductif de A0 = dimension de To , rang unipotent de A05

rang abélien de AO . Il sont encore reliés par les relations (2,1.10)

et (2,1.11) (en omettant dans ces dernidres le terme rang TL(BO)"')'

2,1.13. Lorsque k est de caractéristique p > 0, et que AOO est
p-divisible, ou ce qui revient au méme, de rang unipotent nul (cf, 2.1.5},
alors il y a lieu également de considérer le pro-groupe TP(AOO), qui

sera un groupe de Barsotti-Tate (ou groupe p-divisible dans la termino-

logie de [33]). Alors la suite exacte (2.1.8) reste valable pour 4=p

et c'est une suite exacte de groupes de Barsotti~-Tate, Ici on aura \ = O,
donc

(2,1.13.1) n=u+o
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et les formules (2,1,11) restent valables, en y interprétant le rang
comme le rang (ou "hauteur") des groupes-de Barsotti-Tate envisagés,
2.1,14, On introduit également pour Aéo des invariants

TéC:AC')O . uo, B,
ot Té est la partie torique de Aéo, Bé sa partie abélienne (définie
notamment si k est parfait ou si Aéo est de rang unipotent nul), Ué
sa partie unipotente (définie par exemple si k est parfait, ou, tri-
vialement si Aéo est de rang unipotent nul). On trouve une suite
exacte correspondant 23 (2,1.6) ou (2.1.8), que nous ne réécrirons pas.
On pourrait introduire pour Ago des entiers y', A', a' comme dans
(2.1.9), mais on verra plus bas (2.2,7) que ce sont les m8mes que

[ . R .
pour Ao , ce qui nous dispense d'introduire une nouvelle notation pour eux.

2,2. Nous nous proposons de préciser les relations entre TL(AK) et

- o . . ) ' .
T&(Ao) TL(Ao ), en faisant intervenir TL(A ). Rappelons d'abord :

Lemme 2.2,1, Soit m > O un entier. Alors les conditions suivantes sont

€quivalentes :
(1) mid,, est plat.

(ii) m idAo est surjectif,

(iii) m id o est quastfini.

(iv) m est premier i la caractéristique de k, on AOO est de

rang unipotent nul (cf, 1.5.9).

De plus, si les conditions envisagées sont vérifiées pour m,

\Y
elles le sont pour m pour tout v > 0, les groupes
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dfn v
va =  Ker (m idAo)

sont gquasi-finis, séparés et plats sur S, et ils forment pour v variable

un_systéme projectif de schémas en groupes, 3 _.-morphismes de transition

’—
fidélement plats x t—> mv Vg . v'Ao — vAo .
m m

En effet, le critére de platitude par fibres (EGA IV 11.3.5)
nous montre que (i) tout comme (ii), (iii) sont des conditions sur les
fibres, et elles sont équivalentes par (SGA 3 VIA 5.6), parce que les
fibres envisagées sont lisses et connexes, D'ailleurs on voit sur la
forme {ii) et par un théoréme classique de Weil [5] [15] qu'elles
sont vérifiées sur la fibre générique, qui est un schéma abélien, il
suffit donc de l'exprimer sur la fibre spdéecisle. L'équivalence avec
(iv} est alors également bien connue, grace 2 la théorie de structure,
Sous n'importe quelle forme, la stabilité de la condition envisagée
par m > mv est triviale, d'ol le fait que ces conditions impliquent

o . s e
que les VA sont des schémas en groupes plats quasi-finis sur §,
m

évidemment séparés sur S puisque A° 1'est. La derni2re assertion sur
la fidéle platitude des morphismes de transition envisagés, qui revient
a4 dire que ce sont des épimorphismes pour la topologie fppf, résulte
formellement du fait que m idAo est fidélement plat, donc un épimor-~

phisme pour 1la topologie envisagée.
2.2.2. Par suite, nous prendrons pour m un nombre premier 4 satisfaisant
les conditions de 2,2.1, On désigne alors par

(2.2.2.1) T&(Ao) = ( VA°)

2 v >0
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le systéme projectif décrit dans 2.2,1. On notera que par les deux
changements de base 1 —> S et s —> S, il redonne les syst2mes projectifs

oy _ , ;
T£(AK) et T&(Ao ) Té(Ao) envisagés dans 1.0 et 2.1 respectivement,

2.2.3., Supposons maintenant S hensélien, On sait alors que tout schéma

quasi~fini et séparé X sur § se décompose canoniquement en une somme
(2.2.3.1) x =xiilx

ol Xf est fini sur S, et ou Xé =@ i.e. X' est réduit 3 sa fibre géné-
rique Xﬁ ; done Xf a méme fibre spéciale que X, Cette décomposition
est évidemment fonctorielle en X, On en conclut en particulier que si
X est un schéma en groupes sur 5, alors Xf en est un sous-schéma en
groupes, Si X est plat resp. étale sur S, il en est évidemment de

méme de Xf.

Nous appliquerons ceci aux composants VAO de T£(A0), dlol
4

un sous-systéme projectif de groupes

o,f dfn o, f 0
(2.2.3.2) ((&VA ) )\) = T&(A ) Rl T/L(A ),

qu'on appelera la partie fixe du module de Tate Tﬁ(Ao). On a évidemment,

>0

par construction, des isomorphismes canoniques, fonctoriels en A :
£
(2,2.3.3) T, (8%)*" e a°® o2 ©
&( xS T, ( IXgs T&(Ao) .
D'autre part, la fibre générique de TL(AO)f définit un sous-pro-groupe
canonique de T&(AK)’ appelée encore "partie fixe" de ce module de Tate, soit

£
(2,2.3,4) TL(AY) c TJL(AK) .
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2.2.4, Lorsque 4 #p = car.k, alors TL(AO)f s'interpr2te comme un
faisceau {~adique constant tordu sur S (les vAo étant finis étales

£
sur 5). Comme le foncteur

X > X =Xxgs

de la catégorie des schémas finis étales sur S dans celle des schémas
finis étales sur k est une équivalence de catégories, S étant hensélien,
et qu'on a donc une équivalence analogue pour les catégories de faisceaux
{-adiques constants tordus sur S resp. sur k, la relation (2,2,3.,3)
donnant la fibre spéciale de T&(Ao}f caractérise donc cette partie

fixe & isomorphisme unique pres. D'autre part, en tant que sous-faisceau
{~adique de TL(AO), elle est évidemment caractérisée par sa fibre
générique (2.2,3,4}), ou ce qui revient au m@me, par le sous Zi£-modu1e

correspondant, stable par T = Gal(K/K)

dfn

JE = f =
(2,2,4.1) TL(AK; (K) TL(A(K)) c TL(A(K)) .

En fait, on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.5, Supposons comme ci-dessus 4 # p, et S hensélien.

Alors le sous-module (2.2.4.1) de TL(A(K)) = T%(AK)(E) correspondant

1 I
5 ) Y g 8o
3 la partie fixe TL(AK' (2.2.3.4; de TL(AK) est le sous-module T%(A(K))

des invariants sous le groupe d'inertie I © .

Ceci résultera, par passage 2 la limite projective, de la

relation analogue, valable pour tout entier m > O premier & p = car.k :

(2.2.5.1) (mA)f(E) = a®NT .
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Pour prouver cette relation, introduisons le localisé strict S de S,

de corps des fractions K 1a sous-extension non ramifife maximale de K
sur K, Comme (mA)f est fini étale sur §, ses points 3 valeurs dans X
sont déja a valeurs dans ¥, donc le premier membre de (2,2,5,1) n'est
autre que Homs(g , (mA)f), tandis que le deuxidme est, par définition

de ¥,égal 2 mA(i). Or le premier membre, par définition de (mA}f, compte
tenu que 5 est une limite projective de schémas Si étales finis sur S,
est aussi égal 2 Homs(g . mA) = mHomS(g,A), et par définition du modéle
de Néron on a Homs(g,A) = A(R), ce qui donne bien 1'égalité annoncée

(6.2.5.1).

Pour en déduire 2.2.5, on note qu'on déduit de (2.2.5.1) que

* T, AENY = e 2F® o 1im ( AOF®

L €<—,V Y
v 4 L
mais si (xv) est un €lément du deuxi2me membre, alors pour tout entier
v =0, XV est une section de A qui est infiniment divisible par £, donc
sa valeur en s est un élément de Ao(k) infiniment divisible par 4, donc
il est dans Aoo(k), ce qui prouve l'égalité des deux derniers membres

de (¥) et achéve de prouver 2.2,5.

Proposition 2,2,6, Soient CK un deuxidme schéma abélien sur K, de modéle

de Néron €, et considérons un homomorphisme uK:CK —> AK’ se prolongeant

donc en un homomorphisme u: C —> A, Supposons que u, soit une isogénie.

K
Alors pour tout nombre premier &,TL(UK):T&(CK) —_— TL(AK) induit une

isogénie des parties fixes

f

\ f
(2.2,6,1) T&(CK’ —> TL(AK) s
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et de méme le morphisme induit par u C0 — Ao

o, . o o
(2.2.6.2) T, (w0 2 T,(C ) —> T, (4 ")

est une. isogénie, Enfin, u Co — AO induit une isogénie du plus
o

grand sous-tore de C0 dans le plus grand sous-tore TO de Ao, et au-dessus

d'une extension k' de k sur laquelle les "parties abéliennes"” de C, et

de Ao sont définies (par exemple sur la cldture parfaite de k), u,

induit une isogénie entre les parties abéliennes de Cok’ et de Aok' .

. P . f [}
Cet énoncé est conséquence formelle du fait que T&(AK} s T&(Ao ),
le plus grand sous-tore de AO, enfin la "partie abélienne" de Aok' ,

sont pour AK variable des foncteurs additifs en AK’ et que le fait

que u, soit une isogénie s'exprime par la condition qu'il existe un
morphisme v : ! i = n,id = n,id [

P K AK —> CK tel que 1l'on ait vV = n.id, vpu, = n.id, ave
n un entier > 0,

Notons en particulier

Corollaire 2.2.7, Si AK et C, sont des schémas abéliens isogénes sur X,

alors les invariants correspondants i, A, o (2.1.11) sont les mlmes

pour AK et pour CK . En particulier, ils sont les m@mes pour AK et

son dual Aé .

Remarques 2.2,8, Dans les deux énoncés précédents 2.2,.6 et 2,2.7, on

a supposé S5 hensélien, Il est d'autre part immédiat que 2,2,7, ainsi

que les assertions de 2.2.6 concernant les propriétés de 1'homomorphisme
induitc u ol Co —> AO , sont valables sans cctte hypothése, On se

raméne en effet au cas traité par le changement de base Sh —> S, ot

S est le hensélisé de S, compte tenu du fait (immédiat en vertu des
définitions) que la formation des mod2les de Néron commute & ce chan-

gement de base,
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Corollaire 2,2,9, (Cas de bonne réduction.) Soient S un trait, AK un

schéma abélien sur le corps des fractions K de 5, A le mod2le de Néron

de Ay, 4 un nombre premier # car.k . Les conditions suivantes sont
L8 Ay

équivalentes,

(i) Il existe un schéma abélien sur S dont la fibre générique

est isomorphe 2 AK .

(ii) A est un schéma abélien.

(11®) A° ost un schéma abélien.

(iii) A est un schéma abélien,

(111%) Aoo est un schéma abélien, i.e. (avec les notations
de (2.1 onaX=p=0,

(iv) A est propre sur S. ‘

(iv®) A% est propre sur §,

v T%(AK) est "non ramifié sur S" i,e., se prolonge en un

faisceau {-adique constant tordu sur S, i.e. le groupe d'inertie I

opdre trivialement sur T&(AK(E)).

(v bis) Pour tout entier v 2 O, VAK est "non ramifié sur S"
L

i.e. se prolonge en un revBtement étale sur 5, i.e. le groupe d'inmertie I

opére trivialement sur &vAK(K).

Enfin, un schéma abélien sur S comme dans {i) est un modile

de Néron de AK s et en particulier est déterminé a isomorphisme

unique prés,

2,2,5,1, On dit que AK a bonne réduction sur § s'il satisfait la
condition (i) ci~-dessus. Le critdre (v} ou (v bis) est connu sous le

nom de critére de NERON-OGG-CHAFAREVITCH de bonne réduction.
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Prouvons 2,2.9, Le fait qu'un schéma abélien sur 5 satisfait
3 la propriété universelle d'un mod2le de Néron, qui se réduit au fait
qu'une section rationnelle d'un schéma abélien sur une base régulidre
est partout définie, est bien connu (cf, p.ex. [5]). Cela prouve
1'équivalence (i, <== (ii) <==s (ii®), ainsi que la dernidre assertion
de 2,2.9. Les conditions envisagées impliquent évidemment (iii), (iv)
(ivo), qui impliquent chacune (iiio), prouvons que (1ii%) = (119
(ce qui prouvera 1'équivalence des conditions (i) a {iv®)). or cela
régulte du fait qu'un schéma en groupes lisse sur un schéma S, & fibres
des schémas abéliens, est propre sur S (donc est un schéma abélien)
en vertu de (EGA IV 15.7,10), D'autre part, compte tenu de 2.2.5 et
du fait que TL(AK(E))!T&(AK(E))I est manifestement un Z-module sans
torsion, la condition (v) s'exprime par 1'égalité des rangs de
T&(Ax(ﬁ)) et de sa "partie fixe", i.e, (par (2,1.11} et (2.2,3.3})

par la condition

w20 =200+ p+ ,

i.es 22+ 1 =0, f.e. X = u = 0, qui n'est autre que (i11°). Enfin
1'équivalence de (v} et (v bis, est claire par définition, Cela achéve

1a démonstration de 2,2,9,
2,3, Nous supposons 2 nouveau S hensélien, et L # p = car, k. Utilisons
maintenant 1'inclusion
(2.3.1) T, (T Y&— 1,4 %
L 7o Lo

de (2,1.6), et 1l'équivalence de catégories rappelée dans 2.2.4, On

. . £
trouve un sous-faisceau {~adique constant tordu canonique de T&(A 23 s
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appelée la partie torique de T,{A ),

£
(2.3.2) 7, s 1 O s T
caractérisé par la condition que sa fibre spéeiale soit donnée par
1'inclusion (2,3.1)

- ANt - \ N
(2.3.3) T, (A7) "xgs TL(TO,C—-> T, (A %) .
Nous donnerons d'ailleurs plus loin une interprétation de la partie
torique de TL(AO) comme le module de Tate T&(T) dfun tore T sur S qui
reléve le tore T0 sur k, interprétation qui permettra d'étendre la
définition de la partie torique au cas 4 = p. Pour l'instant, et
pour fixer les idées, nous nous bornons 3 examiner le cas 4 ¥ p,

auquel cas la partie torique de TL(AO) peut donc se décrire par le

sous~-Z %—module correspondant de TL(A(K)) :

(2.3.4) TL(A(E))tC—% %(Adi))fﬁ—a T, (AE)

stable par l'action de 1, ofi le premier terme est défini comme TL(AO)t(E),

et est appelé encore comme de juste le sous-module torique du module

de Tate TL(A(E))' Ce dernier apparalt donc comme muni d'une filtration
canonique 3 trois crans (2,3.4). Appliquant ces réflexions au schéma

abélien dual Aﬁ , on trouve de m8me une filtration 3 trois crans

(2.3.5) T, W@ s T, @) s T, @) .

Les termes médians dans (2.3.4) et (2.3.5) ("parties fixes'")é&tant décrits
en termes des structures de T-modules des modules de Tate de A(K) , (A'(K)

comme les modules d'invariants sous le groupe d'inertie I (1.6.5), les

parties toriques sont complétement décrites en termes des parties fixes
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et de 1'accouplement ¢ de (1.0,2), grate au théorgme suivant (dont

un cas particulier se trouve déja dans [11]).

Thoérzme 2.4, (Théorime d'orthogonalité). Soient S un trait hensélien,

AK un schéma abélien sur somn corps des fractions K, Aﬁ le schéma abélien

dual, £ un nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle de S,

d'oi sur les modules de Tate TL(A (X)) et TL(A'(E)) la filtration canonique

(2.3.4) resp. (2.3.5) par la "partie fixe" et par la "partie torique”.

Alors la partie torique T&(A(E))t est 1'intersection de la partie fixe

T&(A(E))f avec 1'orthogonal de la partie fixe T&(A'(E))f = TL(A'(E))I

pour_1'accouplement canonique ¢ (1.0.3), donc_symétriquement, la

partie torique TL(A'(E)}t est l'intersection de TL(A'(i))f avec 1l'ortho~

gonal de la partie fixe T{’(A('Iz})f = ré(AdE))I. (NB 1'exposant I démote

le sous-module des invariants sous 1'action du groupe d'inertie I,)
E P

Démonstration a) Prouvons que TL(A(E))t est orthogonal 2 TL(A’(E))f.
Pour ceci, nous allons interpréter la restriction de la forme ¢ aux
parties fixes des modules de Tate, & l'aide de la biextension canonique
W =W de (1,4.4), prolongement canonique de la biextension Wy de

. 0,40
(AK’AK) par GmK en une biextension de (A ,A'") par GmS . En vertu

de VIII 2.2, 3 W est associé un accouplement
. Oy 1© N
(2.4.1) @, TL(A 3 X TL(A ) —> TL(GmS' ,
dont 1'accouplement o de (1.0.3) est déduit en passant aux points 2

valeurs dans K . Il en résulte que la restriction de @ aux parties

fixes envisagées dans 2.4 s'obtient & partir de 1'accouplement

o, f o,f
(2,4.2) T&(A JT% TL(A' )T — T&(Gms)
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restriction de (2.4.1), en passant aux points 3 valeurs dans K .

Comme les deux termes qui interviennent dans le premier membre de
(2.4,2) sont maintenant des faisceaux {~adiques constants tordus,

pour étudier ce dernier accouplement, on peut se borner 4 étudier
1'accouplement induit sur les fibres spéciales. Or les fibres des deux
termes envisagés ne sont autres que les modules de Tate Ta(Aoo),TL(AéO)

(2.2.3.3), et 1'accouplement déduit de (2.4,2) par passage aux fibres

spéciales n'est autre que 1l'accouplement
o {0
(2.4.3) Tit(Ao ) X T&(Ao ) —> T{,(Gmk)

déduit de la biextension Wo de‘(Aoo,Aéo) par € , restriction de W

aux fibres spéciales.

Rappelons maintenant (2.3) que la partie torique de TL(A(E))
s'obtient en passant aux points & valeurs dans K dans le sous~faisceau
{w=adique constant tordu T}L(Ao)t de TL(Ao)f, donc la relation d'ortho-
gonalité 2 prouver s'exprime en disant que 1'accouplement induit
par (2,4,2)

(2.6.4) T, () x T, — 1 (e
est identiquement nul, Or il suffit de le voir pour 1'accouplement

correspondant sur les fibres spéciales, qui par la définition de la

partie torique n'est autre que 1'accouplement
o
(2.4.5) T&(To) X T&(Ao ) —> T£(Gmk)

induit par (2.4.3). Or en vertu de VIII 4.10 cet accouplement est

nécessairement nul, ce qui prouve lforthogonalité annoncée,
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b) Prouvons que 1'inclusion
— — — 4
(2.4.6) T,A@N° c T,a@>" n (1, (' ®)5)

est une &galité, ol le signe 1 désigne l'orthogonal, Il revient au
méme de dire que dans l'accouplement (2.4.2), 1'annulateur du deuxiéme
facteur, qui contient la partie torique TL(AO)t comme on vient de voir,
est €gale 2 cette dernidre. Comme il s'agit encore de relations entre
faiscesux {~adiques constants tordus, il suffit de vérifier cette

assertion sur les fibres spéciales, i.e. que 1'inclusion déja obtenue (1.10)

o L
(2.4.7) TL(‘I‘O) < TL(AC', )

est une égalité ; en d'autres termes, il faut vérifier que la biextension

Wo de (AOO,AéO) est non dépénérée a gauche (VIII 4,11}, Or c'est ce

que nous avons déjd noté dans 1,5, comme conséquence d'un résultat

de 1a thése de RAYNAUD,

2.5. On peut donner une forme équivalente au théordme d'orthogonalité,
en utilisant une polarisation g de AK , et la forme bilinéaire alternée
(1.0.8), compatible aux opérations de 717 ,

(2,5.1) v fr&(mi{);' X T%(A(E)) —> T&(E*) ,

déduite de la forme ¢ (1,0.3) par tramsport de structure sur le
deuxidme argument 2 l'aide de 1l'isogénie de Z!L-modules

TL(A(K)) —— TL(A'(K))

induite par 1l'isogénie wg : AK — Aﬁ définie par £ ., L'égalité dans

(2.4.6) prend alors la forme simple
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(2.5.2) W o= vV ,
ot on a posé

usT,(AE) , V= ol = "partie fixe" de T, (AGR))
(2.5.3)
W = partie torique de TL(A(E)) ,
et o 1 désigne 1lorthogonal par rapport 2 la forme de polarisation

(2.5.1). Les modules précédents donnent alors lieu au diagramme d'inclusions

20
(2.5.4) vyt oyl /
o

ol les entiers 2a, 2)\, | désignent les rangs du quotients de deux
modules consécutifs dans le diagramme, les notations &tant celles de
(2,1.9), (Le fait que W soit de rang y est la définition de y, que
V/W soit de rang 20 est la deuxi2me relation (2.1,11) jointe 3 la
suite exacte (2.1,6), d'oh par orthogonalité rang U/w‘Lm et

rang whvh = 20 ;.enfin les formules
X
(2.5.5) rang V/VN V" = rang V/W =2) ,
et la formule duale, résultent des précédentes, compte tenu de (2.1.10)

et de rang U = n,)

Remarques 2,6, a) Nous avons obtenu ici le théoreéme d'orthogonalité
2.4 comme conséquence facile de la théorie des biextensions développée
dans les numéros précédents. On peut démontrer 1'inclusion (2.4.6) sans

utiliser la théorie des biextensions, par un argument arithmétique dans
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le style de la démonstration du "théoréme de monodromie" donnée dans I,
en se ramenant 2 une situation ot S est de corps résiduel fini, et ol
le résultat d'orthogonalité résulte d'une simple considération de poids
pour 1l'opération de frobenius (utilisant le résultat de A, WEIL sur

les valeurs propres dudit frobenius). (Il est inutile d'invoquer ici
la résolution des singularités, en énongant le résultat voulu pour

des schémas en groupes A sur des schémas S, sous des conditions suffi~
samment générales.) Il ne semble pas malheureusement qu'on puisse
obtenir par cette méthode 1'égalité dans 1'inclusion précédente, qui
sera utilisée, de fagon essentielle semble~-t-il, dans 1a démonstration

du "théoréme de réduction semi-stable' au n° suivant,

b) Le théoréme d'orthogonalité 2.4 permet dfexpliciter
les propriétés les plus importantes du mod2le de Néron d'une variété
abélienne AK en termes de la représentation du groupe d'inertie I sur
le module de Tate TL(A(g)), £ étant un nombre premier fixé distinct
de la caractéristique résiduelle., (Le cas {=p sera examiné 3 part
plus loin (n° 5)). Comme premier énoncé de ce type, mais n'utilisant
pas le théoreme d'orthogonalité, rappelons le critére de bonne
réduction 2.2.9, Nous allons donner de nombreux autresexemples par

la suite, en commengant au n° suivant (3.5),
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3. Cas_de 1a réduction semi-stable, Le théordme de réduction semi-stable.

Donnons d'abord un résultat auxiliaire dans le style de SGA 3 :

Proposition 3,1. Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes commutatifs,

plat, séparé, de présentation finie sur S, H un schéma en groupes

guasi~séparé et localement de type fini sur S, u: G —> H un homomorphisme

de S-schémas en groupes, K = Ker u . Pour tout s € S, désignant par s

le spectre d'une cl8ture algébrique de k(s)}, on note u(s) (resp. a(s))

le rang réductif (resp. le rang abélien) de KS , i.e. la dimension du

plusgrand sous-tore (resp, de la plus grande variété abélienne quotient)

de (Kg): Soient s € S, t € S une générisation de S, p 1'exposant

ed”®

caractéristique de k(s),

a) Pour tout entier n > O premier 23 p, nK egt étale de type

fini et séparé sur S au voisinage de s, et on a la divigibilité

(3.1.0 rang(nKs) | rang(nKt) .
b) On a

(3.1.2) uls) + 20(s) = ule) + 2a(e) .

o]
red

;e\ © . _
c) §l(Kt)red est unipotent, il en est de meme de (KS)

d) Supposons Gs de rang unipotent nul, H lisse sur S, et u

t
une isogénie. Alors u est plat et quasi~fini au-dessus d'un voisinage

ouvert U de s, a fortiori KlU est plat et quasi-fini,

e) Sous les conditjons de d), si v, est de plus un monomor-

phisme (donc un isomorphisme de Gt sur un seus~groupe ouvert de Ht)’

alors ug est un_isomorphisme de Gs sur_un sous-groupe ouvert de HS,
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et si de plus S est irréductible de point générique t, alors 1l existe

un voisinage ouvert U de s tel que u induise un isomorphisme de G\U sur

un_sous-groupe ouvert de BlU.

Démonstration.

a) On peut supposer que n est inversible sur S, et alors
n.idG est &tale fibre par fibre (SGA 3 XV 1.3), donc, G étant plat de
présentation finie sur S, il résulte du crit2re d'étalité par fibres

EGA IV 17.8.2 que n,id, est étale, donc son noyau nG est étale ; il

G
est clair d'ailleurs qu'il est séparé et de présentation finie sur S,
puisque G l'est, On voit de mme que nH est localement de type fini,

quasi-séparé et formellement met sur S (¥) donc sa section unité

est une immersion ouverte (EGA IV 17,.4.2 b'}), donc le noyau de
nu: nG — nH est un sous-schéma ouvert de nG’ donc étale sur S, qui
est retrocompact dans nG donc de présentation finie sur §, et séparé
sur S puisque G 1'est. Or ce noyau n'est évidemment autre que nK .
La formule (3.1.1) résulte des propriétés précédentes de oK, comme
on voit en se ramenant par changement de base au cas ol S est local
hensélien de point fermé s, et en utilisant alors la décomposition
de K en an et un schéma 2 fibre spéciale vide (cf, 2.2,3), En

fait, cet argument montre, plus précisément, qu'il existe un monomor-

phisme pour les fibres géométriques

kK(s) —> x(t) .
n n

(¥) Du moins si H est commutatif ; dans le cas général, il restera

vrai que’ H est net sur S le long de sa section unité, ce qui suffit
pour notre propos.
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b) Soit m > 0 premier 2 1'exposant caractéristique de k{(s)
et aux rangs des quotients des fibres géométriques de K en s et t
par leurs composantes neutres réduites, alors les deux membres de
(3.1,1) s'obtiennent en élévant n respectivement & la puissance
d'exposant 1'un et 1'autre membre de (3,1.2), comme il résulte de la
structure connue des groupes algébriques commutatifs. Donc b) résulte de a).

c¢) Comme 1'hypothdse (KE)Z unipotent équivaut aux relations
ule) = alt) = 0, et de méme pour K, 1'assertion ¢) résulte formellement
de b),

d) L'hypothese que u, soit une isogénie implique que Kt est
fini, donc on est sous les conditions de ¢}, et par suite (Kg)ged est
unipotent, Comme GS est de rang unipotent nul, on en déduit que Ks
aest fini, D'ailleurs le fait que u, est une isogénie implique
dim Gt = dim Ht’ et le fait que G et H sont plats localement de pré-
sentation finie implique dim G = dim G, dim H_ = dim H_ (SGA 3 vig 4,3),
d'olt dim GS = dim HS . Comme dim Ker u, =0, onen conclut que
dim H = dim us(Gs) (SGA 3 vig 1.2.), ce qui équivaut 2 ug plat

grace 4 1'hypotheése H lisse (SGA 3 VI, 5.6). On en conclut qu'il

A
existe un voisinage ouvert U de s tel que u soit plat et quasi-fini

en les points de la section unité sur U (SGA 3 vig 2.2 (i) et 2,5 (ii)).
Il en résulte, comme pour Uy que u, est plat pour tout s' € U, donc

ulGU est plat et quasi-fini, 1'étant sur chaque fibre.

e} Pour la premier assertion, on se ramdne aussitdt par
changement de base au cas oft S est intdgre de point générique t, donc

a4 prouver la deuxilme assertion de e), Celle-ci résulte aussitdt de d) et du
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Lemme 3,1,3. Soient 5 un schéma, K un S-schéma quasi-fini, de présen-

tation finie, séparé et plat sur 5, s € §, t € T une générisation de s.

Alors on a

rang KS S rang Kt .

S5i rang Kn < 1 pour tout point maximal de S, alors K —> S est une

immersion ouverte (donc un isomorphisme s'il admet une section).

Pour la premiere assertion, on se raméne par localisation
stricteau cas ol S est strictement local, Décomposant alors K en
. 3 s g1 P .
somme d'un schéma fini K et d'un schéma 3 fibre spéciale vide, on

aura
rang K = rang K= = rang K, <€ rang K
24 s 24 s g t 2 t s

la deuxiéme égalité provenant du fait que Kf est plat, fini et de
présentation finie sur S, donc localement libre sur S,

Pour la deuxi2me assertion, ce qui précéde montre déja que
pour tout s € S on a rang KS < 1, donc KS est vide ou isomorphe 2
Spec k(s). Par suite K —> S est un monomorphisme (SGA 3 VI, 2.11),
et étant plat et de présentation finie c'est une immersion ouverte

(EGA IV 17.9.1), ce qui acheve la démonstration,

Remarque 3.1.4. Dans 3.1 2) et la suite de la proposition 3.1, on ne
donne aucun renseignement sur nKs lorsque n est une puissance de p
(lorsque p > 1), Lorsque G est lisse (et S localement noethérien ou
H de présentation finie sur 8) tout au moins, on peut donner um tel

renseignement, par essentiellement la méme méthode que dans la
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démonstration de a) {en se ramenant au cas S local noethérien complet,

et utilisant SGA 3 XV 1.6 ¢), X 3,2, IX 3.6, IX 5.2), savoir
(3.1.4.1) rang mult ( K ) | rang mule( K )
n's ot

ob rang mult désigne le rang du plus grand sous-groupe de type mul-
tiplicatif du groupe algébrique commutatif envisagé (SGA 3 XVII 7.2.1) ;
on notera qu'un groupe algébrique de type multiplicatif de torsion est
fini, La formule (3.1.4.1) est valable pour tout entier n 2 1. On

conclut, grace a SGA XVII 4.6.1 (vi), que dans c}, si K, est unipotent

(SGA 3 VII 1.1, il en est de méme de K.

Proposition 3.2, Soient S un schéma localement noethérien régulier

intdgre de dimension 1, K son corps des fonctions rationnelles, AK

un_schéma abélien sur K, A son mod2le de Néron sur S, qui est un

schéma en groupes lisse et séparé sur S (et quasi-projectif sur §

si § est noethérien {23, viIT 2, 3°]). Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) Pour tout s € 8, ASO est de rang unipotent nul, i.e.

(2.1.5) est une extension d'un schéma abélien par un tore,

(ii) Il existe un schéma en groupes G lisse, séparé de type

fini sur S, prolongeant AK’ et dont les fibres sont de rang unipotent nul.

De plus, si G est comme dans {ii}, alors 1'unique morphisme

G —> A induisant 1'isomorphisme donné sur les fibres génériques est

un isomorphisme de G sur un sous-groupe ouvert de A, done induit un

. C ~ o
isomorphisme des composantes neutres G == A .,
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3.2.1, VNotons tout de suite que la définition du modéle de Néron A

de AK est la m@me que dans le cas local, rappelée dans 1.1, L'existence
de ce modéle de Néron, et le fait qu'il est séparé de type fini sur 8,
est bien connue, et se ramdne en fait immédiatement au cas local.

Bien entendu, pour tout point fermé s € §, §' = Spec(gs’s) est un trait,
et AXSS' n'est autre que le modeéle de Néron de AK sur 8', dans le

sens envisagé dans 1,1,

Démontrons 3.2, Il est trivial que i) implique ii), car il
suffit de prendre G = A , 11 reste donc A prouver que si G est comme
dans {1i), alors G —> A est une immersion ouverte, Or c'est en effet

un cas particulier de 3.1 e).

Corollaire 3.3. Avec les notations de 3.2, supposons les composantes

neutres des fibres du modéle de Néron de rang unipotent nul, Soit S'

un schéma satisfaisant aux mémes hypotheses que S, K' son corps des

fonctions rationnelles, £: S' —> S un morphisme dominant,

AK' = AKSkK' = fibre générique de AXSS', A' le mod2le de Néron de

AK" et considérons le morphisme unique

u AXSS' — Al

induisant 1'identité sur les fibres pénériques. Alors u est une immersion

ouverte, et induit donc un isomorphisme sur les comnosantes neutres

(3.3.1) onss' oty pt©

I1 suffit en effet d'appliquer 3.2 dans le cas de $§', en

prenant G = A XSS' .
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3.3.2. On voit donc que les propriétés équivalentes de 3.2 impligquent

une propriété de "stabilité” partielle pour les modeles de Nérom ; on
fera attention que lorsque AK n'a pas bonne réduction i,e, que A n'est

pas un schéma abélien, il n'est pas vrai que pour tout S' comme dans

3.3 (et meme pour S' fini sur S, et K'/K séparable ...}, le morphisme
AXSS‘ —=> A' lui-méme soit un isomorphisme, i.e. induise des isomorphismes
sur les groupes de composantes connexes des fibres (cf. 11.10 plus bas
pour le comportement de ces groupes de composantes conmnexes par extension
de la base). Ces observations, renforcées par 3,9 plus bas, justifient

la terminologie suivante, introduite par MUMFORD (et qui s'harmonise

aussi, paratt-il, avec les notions de méme nom étudides dans son livre [17}):

Définition 3.4, Les notations étant celles de 3.2, on dit que le schéma

abélien AK sur K a réduction semi~stable sur § si les conditions équi-

valentes (1) et (ii) de 3.2 sont vérifiées.

3.4,0. On notera que sous la forme (ii), cette condition ne fait pas
appel 2 la notion de mod&le de Néron. D'autre part, elle se raméne
immédiatement par localisation au cas ot § est un trait, comme 1l
résulte par exemple de 3,2,1, D'ailleurs, comme la formation du modéle
de Néron commute au changement de base de § vers son hensélisé, ou

son hensélisé strict, la notion se raméne m@me au cas S ol S est

un trait strictement local,
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Proposition 3.5. (critére galoisien de réduction semi-stable). On

suppose S un trait. Les conditions suivantes sur le schéma agbélien AK

sont équivalentes (les notations étant celles de (2.5.3), appliquées

a4 la situation déduite de (AK,S) par passage au hensélisé de S)

i) AK a réduction semi-stable sur S (3,4),

(ii) On a, avec les notations (2,5,3), {(2.5.4)

v ClVJ' .

(iii) On a pour la partie torique W du module de Tate :

W= V‘L .

(iv) L'action du groupe d'inertie I sur U = T&(A(K)) est

unipotente d'échelon 2 (i,e. il existe un sous-module U' de U stable

par I tel que I opere trivialement sur U' et sur U/U'),

On peut supposer S hensélien (3.4.0), Avac les notations de
2.1.9, (i) signifie que 1'on a
A =0 .
ce qui en vertu de (2,5.5) équivaut a V = VﬂVl'i.e. a {(ii). Comme w=vﬂvj' par
le théoréme d'orthogonalité 2.4, cn o (ii) <===> (iii}. D'ailleurs (iv) signi-
fic sussi que I opdre trivislement sur UI = VY, ce qui par dualité signifie

qu'il opére trivialement sur VLi.e. que vie UI=V, ce qui est (ii). Cela
acheéve la démonstration,
Remarques 3.5.1. Les conditions (ii) et (iv) ne dépendent visiblement

que de l'action de I sur le Qﬁ-vectoriel lb%z Q& , et auraient pu &tre
4
formulées en termes de cette action., Signalons aussi que ces conditions

sont manifestement stables par tout changement de base par un morphisme
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de traits S' —> S, Enfin, si {iv) est satisfaite pour AK’ elle 1'est
aussi manifestement pour tout sous-schéma abélien et tout schéma
abélien quotient de AK , et en particulier pour tout schéma abélien

isogéne & A (par exemple pour Aé).

Corollaire 3.5.2. Soit g un générateur topologique de Z‘&(l) = T&daﬂ.

Les conditions équivalentes de 3.5 équivalent aussi 23 la condition

suivante :

(v) L'action du groupe d'inertie I sur U = TL(A(E)) se fait

2 travers le plus grand quotient pro-d-fini I{L) de I, qui est canonique-

ment isomorphe AZL(I) (1 ), et l'opération gy du générateur g

sur U satisfait la condition

(3.5.3) 1-gp? = o .

En effet, pour toute action unipotente continue d'un groupe
profini I sur un espace vectoriel f~adique, on voit aussitdt que
1'image de I est un pro-i-groupe. Il s'ensuit que (v) équivaut & (iv).

Nous pouvons maintenant prouver le résultat central du

présent exposé

Théorgme 3.6, (théordme de réduction semi-stable), Soient S un schéma

noethérien régulier connexe de dimensjion 1, K le corps des fonctions

rationnelles de S, AK un schéma abélien sur K. Alors il existe une

extension finie galoisienne K' de K, telle que le sch?ma abélien

AK' = Aﬁ%KK‘ ait réduction semi-stable (3.4) sur le normalisé §*

de S dans K',
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On observera que §' est noethérien régulier connexe de
dimension 1, ce qui donne un sens 2 la conclusion énoncée, Pour prouver
3.6, cholisissons une cldture séparable X de K, et écrivons 1l'extension
K comme limite inductive de ses sous-extensions galoisiennes finies Ki .
Soit Si le normalisé de S dans Ki , et soit U le plus grand ouvert de
S sur lequel AK ait bonne réduction., Comme S est noethérien connexe
de dimension 1, et U # @, on voit que T = S-U est un ensemble fini

de point fermés de S, et que pour tout t € T, est un anneau de

%, ¢
valuation discréte. Il suffit de trouver, pour tout t € T, un indice
i = 1(t) tel que AK. ait réduction semi-stable en les points de Si
au~dessus de t ; enleffet, il suffira de prendre alors pour K' le
composé des extensions Ki(t) pour t € T, Cela nous raméne donc au cas
oli S est un trait, D'autre part, comme de groupe Gal(K'/K) permute
entre eux les points de Si au-dessus du point fermé s de S, il suffit
de trouver K' de telle fagon que Ay ait réduction semi~-stable en un
point du normalisé S' ; d'ailleurs il est inutile ici que K' soit
galoisien sur K, il suffit de trouver K' extension finie étale de K
satisfaisant la condition précédente, car la cl8ture galoisienne de

cette extension satisfera 3 la mé@me condition. Utilisant le critére

3.5 (iv) on voit donc que 3.6 revient & 1'assertion suivante

Corollaire 3.7. On suppose 3 nouveau S un trait, Alors il existe un

sous-groupe ouvert T' de T tel que l'action I' = IMm' sur U = TL(A(E))

soit unipotente d'échelon 2, ou encore : il existe un sous~groupe

ouvert I' de I dont 1'action sur U soit unipotente d'échelon 2.
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On a un isomorphisme canonique {compatible aux opérations de T)
1 —_
#* — £ 7z
) H (AK, Z&) Hom(T&(A(K)), &) s
qui montre que l'assertion 3,7 équivaut & la m@me assertion pour les
opérations de I sur le premier membre de (%), Or cette assertion a été

prouvée dans III (en utilisant la résolution des singularités des

schémas excellents de dimension 2),

Corollaire 3.8. Les conditions équivalentes (i) a (iv) de 3.5 équivalent

aussi 4 la condition suivante :

(vi) L'action de I sur U = TL(A(E)) est unipotente.

En effet, pour prouver que (v) implique (vi), on note que
si un groupe I opérant de fagon unipotente sur un vectoriel E de dimen-
sion finie sur un corps de caractéristique nulle (en 1'occurrenceQL)
admet un sous-groupe d'indice fini I' opérant avec 1'échelon m {en 1'oceur~
rence m=2), alors I lui-méme opere avec 1'échelon m. En effet, I'!
étant d'indice fini dans I, le groupe algébrique G' C GL(E) qu'il
définit est d'indice fini dans celui, G, défini par I, or G étant
unipotent est connexe (caractéristique nulle !}, donc G=G', donc I
et I' ont m@me “échelon d'unipotence”,

On obtient également une réciproque a 3.3 :

Corollaire 3.9, Les notations sont celles de 3.2. Les conditions (i)

et {(ii) de 3.2 équivalent aussi 2 la condition suivante

(iii) Pour toute extension étale K' de K, désignant par §'

le normalisé de S dans K', par A' le moddle de Néron de AK' = M@SK'=AK®KK'>

le morphisme canonique
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Axss' —2y [V

induit un isomorphisme sur les composantes neutres,

La nécessité de la condition a &té vue en effet, sous une
forme plus forte, dans 3.3. Pour voir la suffisance, on choisit K'
comue dans 3.6. Comme les fibres de A'C sont de rang unipotent nul,
il en est de meme de celles de (AXSS')o = AOXSS', donc aussi de celles

de A° dont les précédentes se déduisent par extension du corps de base,

4, Application & une conjecture de SERRE~TATE et au conducteur

4,1, ©Nous supposons S hensélien, et gardons les notations de (2.5.3),
avec 4 # p (*), Pour étudier 1'action de T = Gal(K/K) et de son sous-
groupe d'inertie I sur U = T&(A(E)), nous allons utiliser le fait qu'il
existe un sous-groupe ouvert I' de I, que nous prendrons m@me invariant
dans 17, tel que l'action de I' sur U soit unipotente d'échelon 2, i.e.
tel que 1'on ait

I

L
U o (UI')

L
I1 est clair que UI ne dépend pas alors du choix particulier de I°',

on pourrait 1l'appeler le sous-module essentiellement fixe de U, et nous

ef
le noterons U ~, son orthogonal premant alors le nom de sous=-module

. : . e )
essentiellement torique de U, qui sera noté U t. On 2 donc unefiltra~

tion en trois crans

(4.1.1) v ot Sttt 5o

évidemment invariante sous 1'action de 1 , Notons par la m@me occasion

(¥) Le cas 4 # p sera étudié dans les §§ 5 et 6 ci-dessous,
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qu'il existe un plus grand sous-groupe de I qui op2re de fagon unipotente
(ou ce qui revient au m@me, unipotente d'échelon deux) sur U : c'est

le sous-groupe I' des éléments qui opdrent de facon unipotente, qui

est aussi noyau de la représentation de I dans le gradué associé a la
filtration (4.1.1) de U, ou ce qui revient ici au m@me, le noyau de

la représentation induite de 1 sur Uef. En vertu du critére galoisien

de réduction semi-stable (3.5}, ce sous-groupe de I' correspond 2 la

plus petite extension galoisienne E' de K (1'extension non ramifiée

maximale de K) telle que Aﬁ' ait une réduction semi-stable. Cette
description montre en m@me temps que ce sous~groupe I' de I ne dépend
pas du choix du nombre premier { # p.

Notons que la représentation de T sur U/Uef est connue 2
isogénie prés quand on connait la représentation sur Uef, donc sur UEt,
grace 2 1'isogénie induite par 1'accouplement de polarisation (2,5,1)

ef

v
(4,1.2) /vt — W) une isogénie,

o le (1) désigne le twist de Tate parZZL(l) = TL(E*) ; 1'"homomorphisme
précédent est en effet, évidemment, compatible avec les opérations de T .
(NB. On a un isomorphisme canonique U/Uef == (U'et}V (1), on
Ut = T&(A'(E))). 11 s'impose donc d'étudier de plus prés l'action de 7
sur UEf.

Or par construction, celle~ci est triviale sur le sous-groupe

inveriant I' de I, elle se factorise donc en une représeantation du

groupe quotient

(4.1.3) w = /1t

3
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action dont nous allons donner maintenant une description "indépendante

de L ",

4.2, Soit donc K' une extension galoisienne de K, correspondant & un
sous=-groupe invariant ouvert V de T tel que VNI = I', le groupe de

Galois G de K'/K apparaissant donc comme une extension

(4,2.1) 1-——>1“-—>G-——>Go—>1 ,
ol
(4.2.2) T =1/1

est le sous-groupe d'inertie, et GO le groupe de Galois de la plus
grande sous~extension non ramifide K" de K'/K . La suite exacte (4.2.1)

est donc image de la suite exacte analogue
(4.2,3) 1-—>I‘~—>n‘——>n0——>1 ,

ol ' est le groupe (4.1.3) opérant sur Uef. On a donc un diagramme

d'inclusions de corps s
(‘:—"“'—‘\\
K ——> K"=KMK' 4
(4.2.4) ¢ r r
k! L I
Il

=1

Soient S' le normalisé de S dans K', A% le modéle de Néron

de AK" Alors par le critdre galoisien de réduction semi-stable (4.5;,

: . o . <
AK' a réduction semi~etable sur S' i.e. Ag est extension d'un schéma

356



~ 39 ~ X

abélien par un tore ; d'autre part, par transport de structure, G op2re

sur A* done sur A*° par automorphisme de facon compatible avec l'action

donnée de G sur le schéma de base S' de A%, I1 est clair alors que

1'action de T sur Uef = TL(A*O)f(E) est déduit par transport de structure
de l'action de 7' sur (A*O/K',ﬁ’), ' équivaut sur A* via G. Tenant
compte de l'isomorphisme canonique

ef . ovf —= ~ O. T
(4.2.6) U TL(A* )H(K) ~= T}L(A‘g (k)

(valable pour tout faisceau {~adique constant tordu sur 8', cf. I ),
on trouve alors la description suivante de l'action de mM' sur Uef :

On considére le schéma en groupes lisse connexe A§O sur le
corps résiduel k' Sk de S', qui est une extension quasi-galoisienne
de k de groupe de Galois Go' Le groupe quotient G de 1! op2re sur A§O

de fagon compatible avec son opération sur k' via GO. D'ailleurs T’

opére sur k via son quotient s donc il opére sur la situation

(Ago/k',i). Donc par tramnsport de structure T' opére sur

et =1 @
L o

et c'est l'opération cherchée de 7', En particulier, lc sous-groupe [ de G
qui opére trivialement sur k' opére sur Ago par k'-automorphismas,
et la représentation correspondante de T = I/I' sur T&(A§O}(E) est
la représentation déduite de la représentation naturelle du groupe
d'inertie 1 sur Uef.

D'autre part, la partie essentiellement torique v°t de U

correspond simplement au sous-module

f

et .. - e ~ O,
4,2,7 U= TL(T;*)(k) cyu s = 'I‘L(Ag Yy o,
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~,

ot Tg est le plus grand sous-tore de Ago. Posant de mbue
(4.2.8) B¥ = A%O/Tx
o o' o

pour la partie abélienne de Aio, l'opération de G sur Aﬁo induit

séparément des opérations de G sur Ti et sur Bg, et 1l'opération de T’
et ef | et . . . s 1t

sur U et sur U /U = se déduit des opérations précédentes 2 1'aide

de 1'isomorphisme (4.2.7) et de 1'isomorphisme correspondant
(4.2.9) L (G IO

De ceci, et de l'isogénie (4.1,2), on déduit, pour le carac-

tére g > Tr By de 1'action de 1 (ou de ) sur U, 1a formule

{(4.2.10) Tr g
i3

oft au premier membre on a écrit U our U our rappeler le nombre
2 P s P PP

-1
= {()Tr =
Tr gBﬁ,L + Tr gTﬁ,% + x&\g/;r °T§,L s

. s N P 3 .
premier choisi £ # p, ou gBﬁ,& resp. gTﬁ’& désigne 1'action de g sur
le module de Tate TL(Bi)(E> resp, TL(Ti)(E)’ déduit de son action

sur Bi resp. Tg qu'on vient d'expliciter, et ol

11 . 1 cid
(4,2,11 %, @ > —>Zf

est le caractére de 11" {ou de ﬂb) déduit de l'taction surZ;&(l) = T£(§*),
o . - o
- caractére qui est trivial sur T .,
Nous sommes maintenant en mesure de prouver un cas particulier

d'une conjecture de SERRE-TATE (29, Appendice] (*).

(*) C'est essentiellement le cas i=l desdites conjectures pour les u .
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3

Théoréme 4,3, Soient S un trait hensélien de corps résiduel k, corps

des fonctions K, AK un schéma abélien sur K, considérons la représen-

tation de T = Gal{K/K) sur le module de Tate U, = T%(A(—Iz)}, ot 4 est

L

un nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle,

a} Il existe un sous-groupe ouvert I' du groupe d'inertie

qui opére de facon unipotente sur U,, de sorte que le caractdre de la

représentation de T sur U&

sur T'= I/1' cette fonction est 2 valeurs entilres, et est indépendante

est en fait une fonction sur T/I' . De plus,

de £ , Plus généralement, pour tout g € I, les coefficients du polynfme

caractéristique de 8y sont des entiers rationnels indépendants de 4

b) Supposons que k soit un corps fini 3 q &léments, de

sorte que T = /I == Gal(k/k} s'identifie au complété Z de Z, au

générateur 1 de Z correspondant 1'automorphisme de frobenius

fq P X > xq de E/k. Alors pour tout g € 11 dont 1'image dans Tro

dans Z, la trace (et plus généralement tout coefficients du polynBme

est

caractéristique) de gy est un nombre rationnel indépendant de 4, qui
L

. . . n
est m@me un entier si 1'image de g dans ", est de la forme fc , avec n = O.

Prouvons par exemple les assertions sur les traces. Les
assertions sur les coefficients du polyndme caractéristique se prou=-
veralient de la méme fagon, mais on peut noter aussi qu'elles résultent
formellement des assertions faites sur les traces, grice au calcul
de ces coefficients en termes des traces des itérés (formules intro-
duisant cependant des dénominateurs, donc ne donnant pas 1'intégralité

anmoncée}, et & un lemme de DWORK-FATOU (dont unc jolie démonstration

359



- 42 - X

est donnée par KLEIMAN dans [14 2.0]).

a) On utilise la formule (4.2,10), qui devient ici

{4.3,0 = -l
{ ) Tr gy Tr Bk, + Tr Bt + Tr Brx g
4 o o o
3 i 1. i ~ B¥* res ¥,
ol maintenant ng et gT§ sont des k'-automorphismes de B0 resp, de TO
I1 suffit donc de montrer que les deux traces correspondantes sont
des entiers rationnels indépendants de £ ce qui est un énoncé "géomé-
trique' général sur les groupes algébriques. Pour Bgx c'est un résultat
o
bien connu de WEIL sur la théorie des variétés abéliennes [5 1s } 3
POUT gy clest pratiquement trivial, en explicitant la représentation
o

de T sur T=T: 3 1'aide de la représentation correspondante sur le groupe
dual M', isomorphe 3Z" : 1a trace cherchée est contragrédiente de celle
de cette derniére représentation, gra2ce 2 l'isomorphisme canonique

v

" N
Mg, %(1;

b) Si 1'image de g dans m, est fqn, la formule (4.2.10)

~ Y v dfn
T&(T) - M&(lz

devient maintenant
(4.3.1) Ir g = Tr g, , +Tr gy , + q Tr g~% .
U,4 Bg,& Tg,L 'Tg,é

Nous sommes ainsi ramenés 2 prouver le lemme suivant (ot on fera k +> k',

* % %
A a7 g, 1)

Lemme 4.3,2, Soient k la cldture algébrique d'un corps fini, A un schéma

en groupes commutatif de type fini sur k, g un automorphisme de ce

schéma en groupes, compatible avec 1'automorphisme f de Spec(k) déduit

par transport de structure d'un automorphisme de frobenius itéré

. T . A
X > xq (33 q = p est une puissance de la caractéristique, avec ¢ 2 0),
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-donc on a pour l'action de g sur des fonctions ¢ :
-1 -r

g Oap) = £*(0g* () = A4 g% = 3P g hEw .

Considérons 1'automorphisme 8y induit par g sur T&(A(k)) par "transport

de structure", ot £ est un nombre premier # p. Alors la trace de 8y

(plus généralement, tout coefficient de son polynBme caractéristique)

est un _entier rationnel, indépendant de 4, et ses valeurs propres

1/2

sont des entiers algébriques de valeur absolue égale a g cu q.

Si A est un schéma abélien, les valeurs absolues sont ql/2 s si A

est_affine, les valeurs propres sont de la forme qei, ot les ei sont

des racines de 1'unité,

En effet, considérons 1l'endomorphisme fﬁ "puissance q.igme"
du schéma absolu sous-jacent 3 A, qui est défini comme 1'identité
sur les points et 1'élévation & la puissance q,idme sur le faisceau
structural. C'est un endomorphisme du schéma en groupes A compatible
Spec(k) _ -1

avec 1'endomorphisme fq f ° sur la base Spec(k), donc le
compesé
(4.3.3) F=tg

q
est un endomorphisme du schéma en groupes A, compatible avec l'iden-
tité sur Spec(k), i.e. c'est un k-endomorphisme du schéma en groupes A,
Je dis que 1'automorphisme Té de A(k) défini par g par transport de
structure, explicité par la formule

(4.3.4) rw = gouof ™t pour u € A(K)

peut aussi de décrire par

(4.3.5) Tg(u) F(u) pour u € A(k)
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Pour le vérifier, il suffit de voir que l'application ensembliste sous-~
jacente aux morphismes Spec(k) —> A représentés par les deux membres
sont les m@mes, ce qui nous réduit & prouver 1'égalité déduite de (4.3.5)
en 7 composant le premier membre 2 gauche avec fi, et le deuxiéme membre
4 droite avec f-l (puisque fg et f_l induisent 1'identité sur les
ensembles sous-jacents aux schémas source). Mais la formule en question
est alors conséquence immédiate de (4.3.3) et de (4.3.4).

Appliquant (4,3.5) aux u € LvA(k): et passant a la limite
sur Vv, on trouve que gy peut aussi s'interpréter comme 1'endomorphisme
TﬁiF) de T%(A(k)) associé 3 1'endomorphisme F de A, On sait dfautre
part que Tz(F) a un polynBme caractéristique qui est & coefficients
entiers indépendants de 4, en se ramenant par dévissage au cas ol A
est, soit un schéma abélien, soit un tore, oil le résultat en question
était déja utilisé dans la pertie a) de notre démonstration. De plus,
cette démonstration prouve également les assertions faites sur les
valeurs propres, compte tenu, dans le cas d'un schéma abslien, des
classiques résultats de WEIL [15].

Cela prouve 4,3,2 et achéve la démonstration de 4.3, et prouve

en méme temps :

Corollaire 4.4, Placons nous sous les conditions de 4.3 b), Alors

pour_tout élément g dans T dont 1'image dans M, est de 1a forme fz

: . . et
avec m 2 0, les valeurs propres des automorphismes induits de U ,

ef , et ef . P
v /U, u/u sont_des entiers algébriques dont les valeurs absolues

. n  n/2 .
sont respectivement q , q et 1. En ce qui concerne les deux morceaux

extr@mes, on peut dire, plus précisément, que les valeurs propres
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correspondantes sont respectivement (qnei) " et (ei) i< ol les

ei(lsisp) sont des racines de l'unité.

En fait, la formule (4.1.2) donne pour le dernier morceau
n,, n ~1 . .
les valeurs propres q /(q ei) =€, , mais comme e, est une racine
de 1'unité, on a ei_l = E;~(Conjugué complexe), et comme la famille
des Si est stable par conjugaison complexe (comme famille des solutionms

. . . . , -1 .
d'une équation 2 coefficients entiers), la famille des €i est aussi

celle des ei, ce qui prouve la derniere assertion de 4,4.

4.5, MNous allons donner une application de 4.3 a) & la théorie du
conducteur local des schémas abéliens. Supposons k algébriquement
clos (¥*), Rappelons (SGA 5 X 6.2 ou [20])que pour tout schéma en

L-groupes commutatifs étale F, sur K, (L # p), on définit un entier

K

(4.5.1) ag(Fe) = o (1, {Fp))

(i:m —> S désignant 1'inclusion), de la facon suivante : on choisit
une extension galoisienne finie K' de K, de groupe T, qui déploie FK,
de sorte que FK soit défini par un &-groupe fini M sur lequel T opeére.

D'autre part, on associe a 1l'extension K' de K un certain22£[T]-modu1e

projectif (défini & isomorphisme prés)

(4.5.2) Sw = Sw(K'/K,ZL) R

et on pose

(4.5.3) a {F_} = long Hom

[
o\ Tx (5w, M) .

z, (T)
On vérifie (loc. cit) que cette expression ne dépend pas du choix de

1'extension K'/K, D'ailleurs, le fait que Sw soit un Z{I[f]-module

(*) I1 suffirait en fzit que k soit parfait, mais par passage au hensé-

lisé strict de S, on se raméne aussitdt au cas envisagé,
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projectif implique que aS(FK) se comporte additivement pour les
suites exactes,

Nous allons appliquer cette définition au cas du faisceau
LAK’ o AK est notre schéma abélien sur K, On 2 donc, dans ce cas,

un entier

(4.5.4) aS(AK;&) = long Ho (SW,U{Q%Z Ek) , U

L 4

T étant choisi comme il a &té dit (choix dépendant i priori de 4),

mza& @ = T&(A(K)) ,

Ltentier (4.5.4) s'appellie 1'exposant conducteur immodéré (ou

i

sauvage™) (#) du schéma abélien AK par rapport & 1l'anneau de valuation
discréte VC K ; par passage au hensélisé, il est défini bien sOr sans
supposer V hensélien, et il se raméne aussitdt au cas od S est strice-

tement local, Nous nous proposons de montrer le

Corollaire 4.6, L'exposant conducteur immodéré (4.5.4) ne dépend pas

du choix du nombre premier 4 # p,

Nous pouvons supposer § strictement local, Nous allons donner
le calcul de (4.5.4), en remplagant Sw par n'importe quel autre &&(I?-module
projectif L. Notons que la filtration (4.1,1) de U,

sous-ﬂ%}-modules qui sont manisfestement des facteurs directs, done

se fait par des

{(¥) I1 y a lieu de définir aussi 1'exposant conducteur modéré de AK

par rapport & V comme 1l'entier différence des longueurs sur Z/LZ

%AO, qui est

indépendant de £ et égal & 2\ + p avec les notations de (1,1,11) ;

des fibres géométriques générique et spéciale de

1'exposant conducteur (total) de AK est défini comme la somme des
deux entiers précédents; c'est le terme local qui intervient dans

la formule d'Euler-Poincaré pour ,A° de SGA 5 X 6.2, [20].

L
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cette filtration induit une filtration analogue de U(L) = Ud&z T, »
£

dont les facteurs successifs sont déduits des facteurs Vi(i=1,2,3)

et , Uef/uet ef

u , u/u
intervenant dans la filtration (4.1.1) par tensorisation par Ei . Bien
entendu, cette filtration est stable sous T, et donne par additivité

une décomposition de long Hom, {L,U(£)) en somme de troils termes,

ZX,(T)

longueurs des groupes

) )(L,Vi® Ek) == (Hom,

Hom (L,V,)®,, F
zﬁ(r z& zx(r) i’z

LL
1t'isomorphisme écrit dans (¥) résultant encore de 1'hypoth&se de pro-
jectivité faite sur L ; on suppose seulement K' choisi assez grand pour
que T opére sur les Vi . Or Homz‘&(r)(L,Vi) est évidemment un ZZ&—module
sans torsion, donc sonrang est égal au deuxi2me membre de (¥), Si %

est le caract®re de la représentation de [ dans Vi’ et § le caracteére

~
de la représentation de I dans L , on trouve donc

(4.6,1) long Hom,, (r)(L,U({)) = ¢yt X w(g)wi(g)
' 1<i<3 g€l
= N_l ¥ Y{giplg), avec N=card T,
gl

ot plg) = T ¢i(g) est aussi la fonction sur T déduite par passage au
quotient de la fonction sur le groupe d'inertie I caractére de la repré-
sentation de monodromie de I sur U, Or en vertu de 4.3 a} ce caractdre

est une fonction & valeurs enti2res rationnelles indépendante de 4 .

Prenant L = Sw, il en est de meme du caractére {y(g) de L, qui est égal

a a-N&+1l, ot & est la "fonction de Dirac" de T, et a le "conducteur
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d'Artin" de K'/K [267]. Cela prouve donc 4.6, en mettant en évidence en
m2me temps 1'expression suivante, indépendante de £, de l'exposant
conducteur immodéré

1

(4,6.2) as(AK) =N T (a(g)~N8(g)+1) «lg) .

gl

ot I" est le groupe de Galois d'une extension galoisienne finie K' de K
qui splitte Uef (par exemple la plus petite telle extension, cf, 4.1),
a{g) le conducteur d'Artin sur T, et o(g) la fonction trace sur T expli-
citée dans {(4,3.0). Dans le cas de réduction semi~stable, on peut prendre

K'=K, donc T = e, et on trouve
(4,6.3) QS(AK) = 0 (cas de réduction -semi-stable),
Pour terminer, explicitons un critére de réduction semi-stable

qui résulte des réflexions générales de 4,2

Proposition 4.7. (Critére de M, RAYNAUD de réduction semi-stable).

Soient S un trait, AK un schéma abélien défini sur son corps de fonctions K,

n en entier > 1 premier 3 la caractéristique résiduelle p (¥}, et tel

que nAK soit non ramifié par rapport 2 S i.e. tel que le groupe d'imertie

opére trivialement sur nA(K). Alors, ou bien AK a une réduction semi-

stable sur 5, ou bienn = 2, et si S est strictement local, AK acquiert

une réduction semi-stable sur une extension finie galoisienne K' de K

3 groupe de Galois isomorphe 3 (Z /2% ).

(¥) Comme il résulte d'un exemple qui m'a été communiqué par J, TATE,
4.7 ne reste pas valable quand n est égal a la caractéristique rési-
duelle p, m@me si K est de caractéristique nulle 2t si AK est une

courbe elliptique a multiplication complexe.
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On peut évidemment supposer S strictement local. Avec les
notations de 4.1 et de 4,2, prenons K' le plus petit possible, i.e.
supposons que I opére fidélement sur Aio. Par hypothgse, T opere tri-
vialement sur nA(E), et a fortiori sur nA(E)ef e nAﬁ(k) o) 1,‘A"‘;O(k).

On conclut alors par les deux lemmes suivants

Lemme 4.7.1, (J.P. SERRE;. Soient G un schéma en groupes commutatif sur

un corps k, extension d'un schima abélien par un tore, n un nombre entier

2 2, Alors tout automorphisme d'ordre fini de G induisant 1'identité sur
p

G est réduit 2 1'identité si n # 2, et est 1'identité ou d'ordre deux

sin= 2,

Lemme 4.7.2. Un groupe fini dont tout élément # 1 est d'ordre 2 est

isomorphe 3 (Z /2Z )r, pour un r 2 O convenable,

4,7.3, Rappelons la démonstration de 4.7.1, qui est bien connue, Cn note
que grace au fait que n idG est un épimorphisme, 1'hypoth2se que u induise
1'identité sur e i.e. que 1 - u induise O sur HG, s'exprime par la
condition que l'on ait 1 - u = nv dans 1'anneau des endomorphismes de G.
Pour prouver la conclusion anucncée, on est ramené (en décomposant le
groupe cyclique fini engendré par u en ses composantes p-primaires, pour
les divers nombres premiers p divisant l'ordre de u) au cas od u est
d'ordre pN, puissance d'un nombre premier., Soit E le sous-anneau de End(G)
N
engendré par v, qui est un quotient de Z [T7/{7% ~1;, donc de type fini
sur Z , et qui de plus est sans torsion (ceci est conséquence formelle

du fait que G est divisible}, Il se plonge donc dans EQ = Eﬁ%z Q, qui
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N
apparait comme un quotient de [T/ (TP 1), qui est un composé direct

de corps extensions finies de Q. Il en est donc de méme de E Considérant

Q"

les images de E,u,v dans les corps composants Ki de E on est donc

@
ramené 2 voir que si K = Q(u) est un corps engendré par une racine
primitive pn~éme de 1'unité u, et si n est un entier =z 2 tel que u-1==0
mod n (dans 1'anneau des entiers de K}, alors on a u=l, ou u=-1 et n=2.
Or ceci résulte aussitdt du fait bien connu que si u¥l i.e. m 21, 1'idéal
(u~1) est premier et 1'idéal (p) en est une puissance, dont 1'exposant
est > 1 sauf si p=2,m=1 i.e. si u=-1. Du fait que (u-1) est premier et

divise p résulte en effet que n =2 2 ne peut diviser u-l que si n=p,

et p ne divise u-1 que si (u~]l) = (p) i.e, u = -1, done n = 2,

4,7.4, Démontrons 4.7.2, Il suffit de prouver que T est commutatif,
Or si x, vy €T, on aura (xy)(xy) = 1, ce qui peut s'écrire aussi, puisque

x =1,y =1, xy = (xy)"l = y.lx_1 = yx, cqfd,

Remarque 4,7.5, La démonstration donnée 4.7.3, jointe a 4.7.2, nous
montrent que si G est un Groupe commutatif divisible d'un Topos, n 2 2
un entier, et I" un groupe fini, opérant fid2lement sur G en induisant
1t'identité sur nG, alors T est réduit a 1l'identité si n 2 3, et est

isomorphe 2 un groupe (Z /22 )Y si n=2.
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5. Le théordme d'orthogonalité dans le cas £ = p (cas semi-stable). Dualité

des schémas abéliens Bo t B'., Caractérisation de la partie fixe, Criteéres

'
- 0

de bonne réduction, de bonne réduction essentielle et semi-stable.

5.1. Plagons nous dans le cas 2.2.3 olt 5 est hensélien et A% est

{~divisible, de sorte que la partie fixe

;0. f
T, (a") s T, (A)

est définie comme le pro-{-groupe de Barsotti-Tate formé des (LvAo)f .
Nous allons maintenant donner une définition de la partie torique (2.3,2)
de TL(AO), indépendante de 1l'hypothdse { # p faite dans 2.3, mais
supposant en revanche S complet {(¥), Pour ceci, introduisons pour tout
entier n 2 0 le schéma artinien local

(5.1.1) s_ = specv/m™™)

n.eéme voisinage infinitésimal de s dans S, et pour tout S-schéma X soit
X = %x.S_. Comme (8°) = (A )° est lisse sur S , il est connu
n S'n n n n

(SGA 3 IX 3.6 bis) que To est la fibre spéciale d'un unique sous-tore
(5.1.2) T < a°

D'aprés 1'unicité des Tn’ ceux-ci se déduisent les uns des autres par
les changements de base Sn' —> Sn . En d'autres termes, il définissent

un sous=tore formel T du groupe A° (dans la catégorie des schémas formels

sur S} complété formel de A% 1e long de la fibre spéciale

(5.1.3) TcA®

(*) Cette hypoth2se n'est d'ailleurs pas essentielle, comme on montre
dans 6.1 ci-dessous,
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Comme le foncteur X p——> i (complétion formelle le long de la fibre
spéciale) induit une équivalence entre la catégorie des schémas finis
sur S, et celle des schémas formels finis sur S (EGA 111 4.8), nous
allons identifier simplement un schéma fini sur § avec le schéma formel
correspondant. Avec cette identification, la définition des "parties

fixes" nous donne aussitdt pour tout v 2 O :

o,f e
(5.1.4) AT = @

ce qu'on peut écrire aussi comme une identité de systimes projectifs

IS S R
(5.1.5) T%(A )= T&(A ) .

On obtient donc un sous-pro-groupe de Barsotti-Tate de la partie fixe d
T&(Ao) en prenant Tﬁ(T) e TL(AO). On définira alors la partie torique
de Ti(Ao) comme

(5.1.6) T, (8%)° dfn oyt

- o )
T&(T) st T&(A ) = TL\A

Done par définition, on aura

~

7,0t
(5.1.7) T = Gy Ly s

le S-groupe fini et plat &VT étant lui-méme décrit comme la limite
inductive des Sn-groupes finis et plats
(5.1.8) (T _} , n variable ,
PN
i.e, son algébre affine est décrite comme la limite projective des al~-

gébres affines des groupes (5.1,8). Bien entendu, on aura

o, t _
(5.1.9) (T&(A ) )n = TL(Tn) ,
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ce qui, pour n=0, n'est autre que la formule (2,3,3) par laquelle on
avait caractérisé la partie torique (comme groupe pro-fini-étale) dans
le cas 4 # p. Ceci montre que la définition (5.1.6) est compatible avec
celle donnée dans 2.3 lorsque { # p.

Passant aux fibres génériques, les parties fixe et torique

de TL(AO) nous définissent des parties fixes et toriques dans T&(AK)

t f \
(5.1.10) TL(AK) < T&(AK) < TL(AK’ .
Ce sont des inclusions de pro-{-groupes de Barsotti-Tate., Considérons

la filtration analogue, correspondante au schéma abélien dual Aé :
it i '

(5,1.11) T&(AK) CT}L(AK) (:T&(lﬁ() .

On a alors le résultat suivant, qui généralise 2.4 (du moins dans le

cas § complet, auquel on pourrait facilement se réduire dans 2.4)

Théoréme 5.2, Supposons que S scit un trait complet, et soient AK un _schéma

abélien sur K, Aﬁ le schéma abélien dusl, 4 un nombre premier tel que

le modele de Néron comnexe A soit 4-divisible (cf. 2.2.1), de sorte

qu'on dispose alors des filtrations (5.1.10) et {5.1.11) des pro-groupes

T N £t T . . - N . . . .
&(AK} et L(AK') Ceci posé, les parties toriques se reconstituent en

termes des parties fixes par la formule

- \ t _ £ By L
(5.2.13 TL(AK) = T&(AK) 0 (TL\Aé/ )

et la formule analogue obtenu en échangeant les r8les de AK et de ﬁé R

ot le signe } désignme 1'orthogonal par rapport 3 1'accouplement

canonigue (1.0.2).
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Enfin, lorsque AK est 3 réduction semi-stable sur S (ce qui

résulte des autres hypothéses dans le cas 4 = p), alors on_a méme la formule

’ £ £.4
{5.2.2) TL(AK} = (TL(AI’() );

5.2.3. La signification de la formule (5.,2.1) étant bien claire si £

est premier 2 la caractéristique de K (o elie peut s'interpréter en

passant aux Z ,-modules ordinaires, 2 action de T = Gal(K/K), formés

£
des K-points des pro-groupes en jeu, comme dans 2,4), explicitons-13

dans le cas général, en utilisant la notion de dual
(5.2.3.1) D(G) = Hom(G,T (€ ))
L m

d'un pro-i-groupe de Barsotti-Tate G = (G{V))}, qui par définition est
le syst2me projectif des duals de Cartier D(G{v))} (8GA 3 VII 3.3.1 et
VIII 1), ol les morphismes de transition se définissent de fagon évidente
(par transposition & partir des morphismes d'inclusion entre les G(v),
par exemple), La théorie de dualité des variétés abéliennes nous apprend

que 1'accouplement mentiomné dans 5.2 définit en fait un isomorphisme
¥ s
(5,2.3.2) T&(AK) D(TL(AK)) )
d'olt par composition un morphisme
(5.2.3.3) 1, ()% — p(r, (a5
. 2 Ak 1A '

et la formule (5,2.1) affirme que le noyau de 1'homomorphisme précédent
(qui 2 priori est un sous-pro-groupe du premier terme) n'est autre que

s . r . . . .
la partie torique I&(AK) . On notera gu'il s'agit d'un isomorphisme de

pro-objets, et non de systdmes projectifs : nous n'affirmons pas (et il
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serait faux en général) que pour tout entier v, TL(AK)t(v) soit égal

f . f .
au noyau de T%(AK> V) ——> D(Tﬁ(Aé) }{v) ; ce dernier pourra &tre plus
grand 2 priori. {Nous verrons cependant plus bas qu'il ne l'est pas si
AK a réduction semi-stable, ce qui est le cas en particulier, d'aprds

les hypohtéses faites dans 5.2, lorsque £ = p).

5.2.4, La démonstration de (5,2.1) ne fait que répéter, pratiquement sans

changement, celle de 2.4, On note que l'accouplement induit
(5.2,4,1) Tt x T, a0t — 1 (e )
S AR 1 2k
donnant naissance a (%.2,3,3) est induit par un accouplement
(5.2.4.2) 1,%5% x 1@t — 1 e 0
sk ek & 7 '{, »f,ms

de pro-groupes de Barsotti-Tate sur S, lui-m@me induit par 1'accouplement

de pro-groupes
. 3) O 10y
(5.2.4.3) TL(A ;X TL(A }o—> T&(Gms)

déduite de la biextension W de (AO,A'O) par GmS . Par suite, 1'accouplement

(5.2.4.4) T,(a°
L o

\ O \
; X T’f,(AO ) o— TJL(Gmk' s
déduit de {5,2.4.2) par passage aux fibres spécizles, n'est autre que

celui déduit de la biextension W de (AOO,AéOE par & En vertu de

K *
VIII 4,11 et de 1.5, 1'annulateur gauche de 1'accouplement (5.2.4.4
est donc égal 2 T£<To>’ qui n'est autre que la fibre spéciale de la

. . o, t P
partie torique T%(A * . On conclut donc, en revenant & la définition

des annulateurs gauches explicitée dans 5.2.3, a l'aide du
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Lemme 5,2.5., Soit u : G > H un homomorphisme de pro-{-groupes de

o

Barsotti-Tate sur S, Si u e GO —>H_ est nul, alors u est nul. S5i

u i GO — Ho est une isogénie {(resp, un isomorphisme’, u est une

isogénie (resp. un isomorphisme;,
Hous appliquerons en effet la premiére assertion de 3.2.5 au

morphisme composé

1,8 —= 1, (% — pir a0
ot le deuxiéme morphisme est celui déduit de 1'accouplement (5.2.4.2Y,
on trouve que ce composé est nul, donc que l'accouplement envisagé
s'annule sur la partie torique & gauche., Par symétrie, il s'annule donc
sur la partie torique a droite, donc il provient d'un accouplement sur

les quotients, ou "morceaux zbéliens'

TL(AO)ab X T&(A'O)"’b > T

e
(¢ > s
m

£

lesquels quotients sont encore des pro-groupes de Barsotti-Tate, comme

on vérifie aisément., Il reste 3 prouver que le morphisme correspondant

a4 cet accouplement

o,ab
)

— D(T&(A'Oﬁab)

T&(A )
est une isogénie, ce qui résulte encore de 5,2,5,

Nous laisserons au lecteur la démonstration {(facile: de 5,2.5,
qui est un résultat vealable sur toute base noethérienne connexe, Nous
trouverons d'ailleurs plus bas (7.4,7), par une analyse un peu plus

P : . P o ; . -
précise des biextensions wn des \An ,Aé ), une démonstration directe

assez &vidente des deux cas particuliers ol nous avons eu & utiliser 5,2.5.
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5.2.6, Supposons maintenant que AK ait une réduction semi-stable sur S,
de sorte que nous pouvons prendre pour L n'importe quel nombre premier
(distinct ou non de p), D'ailleurs, en vertu du critdre galoisien de
réduction semi-stable 3,5, on a pour £ # p

6.2.7) (%zag()f)* CENCNLICE NOWEI

Il reste 2 prouver, pour terminer la preuve de 5.2, que cette inclusion
est valable sans restriction sur 4.

En effet, le membre de gauche est canoniquement isomorphe a
D(T&(Ai)/T&(Ai)f), et est donc de "rang" (ou "hauteur’} égal 2
2n - 20 - | = \ (notations de (2.1.9), oh par hypothese X = 0}, qui
est aussi celui de T&(AK)C. Comme 1'inclusion

R t
9 (AK) < TL(AK)

est stricte, dans le sens qu'elle induit déj2 un monomorphisme pour tous

Ty

les termes du systémes projectifs envisagés, il s'ensuit aisément que
le premier membre de (¥*) est maximal parmi les sous-pro-groupes de
Barsotti-Tgte de T&(AK> ayant méme rang que lui, de sorte qu'om a bien

1'égalité de (5.2.7), qui équivaut 3 1'inclusion entre les termes extrimes

de 5,2,7 par le théoréme d'orthogonalité,

5.3. Utilisant la correspondance par orthogonalité entre sous-pro-groupes
de Barsotti~Tate stricts (au sens précisé plus haut) des pro-groupes duals
$L(AK) et ?ﬁ(Aé}, on déduit formellement de (5.2.2) que 1'accouplement

(1,0.2] entre ces pro-groupes induit un accouplement

- N . ab ab
(5.3.2) r ;@ ty .
1&“‘1(' X T}L(AK —> '1&(9; x:)

375



- 35 - b

qui est une dualité parfaite, i,e. identifiant chacun des deux facteursz

du premier membre au duasl de 1'autre (zu sens de 5.2.2). (NB les exposante
ab désignent les "parties abéliennes", quotient de la partie fixe par

la partie torique). Il est clair d'autre part que (5.3.2) est induit

par 1'accouplement

N o, ab 1043b 3
(5.3.3; T&(A; X T&(A ) ——->T£(Gms,

déduit par passages aux quotients de 1'accouplement (5.2,4.2). Celui-ci
étant une dualité parfaite sur les fibres génériques, i,e. 1'homomorphisme

correspondant
(5.3.4) 7, (%)% —> n(1,(4'%) ™)

étant un isomorphisme sur les fibres génériques, nous avons évidemment
envie d'en déduire qu'il en est de mBme sur § tout entier, ou ce qui
revient au meme, sur les fibres spéciales, Cette déduction est valable,
trivialement, si {4 # p ; elle est valable également, du moins dens le
cas d'inégales caractéristiques, si 4 = p, gra3ce & un théordme profond
de TATE [33, th.4]. Nous allons cependant pouvoir 1'établir directement,
sans 1'aide du théor2me de Tate, plus bas (7.4.6).

Pour préciser la signification géométrique du résultat que nous
désirons établir, notons que 1'accouplement déduit de {5.3.3) par passage

aux fibres spéciales n'est autre que 1'accouplement
{gt
(5.3.5) T, (B) x T, (B —> T,(6 )

déduit de la biextension WO de (Aoo,Aéo) par passage au quotient, Bo et Bé
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désignant respectivement les parties abéliennes de AO et Aé . Comme,
en vertu de VIII 4.8, 1la biextension WO provient d'une biextension

ab

wo de (BO,Bé) par Gmk’ déterminée & isomorphisme unique prés, 1l'accou-

plemenc (5.3.5) peut aussi s'interpréter comme déduit de la correspon-

N

dance divisorielle WOQD, et 1'homomorphisme correspondant
e n{m 1 L D 1YY
(5.3.6) T,(8)) — b(1,(8))) T, (5(8)))

(ot dans le dernier terme, la lettre D désigne le schéma obélien dual)

nfest autre que celui déduit par fonctorialité de T& de 1'homomorphisme
(5.3.7) B —> p(B')
o o

n
.. b . . s -
défini par WO( . Donc le fait que (5,3.5) soit une dualité parfaite
signifie aussi, par le dictionnsire bien connu {cf. [ 57]) que le noyau
de {5.3.7), qui est un groupe fini sur k en vertu de 1.5, = une composanie
{=primeire nulle, Dire qu'il en est ainsi pour tout 4 signifie donc
que l'isogénie (5.3,7) est un isomorphisme, i.e. que la correspondance

. . ab y s . ' ;
divisorielle wo est une dualité narfaite entre BO ct BO . Les consi-
dérations qui précédaient montrent seulement que 1z noyen de (5.3.7)

28t un p~groupe. Enongons donc le résultat plus complet :

Théoréme 5.4. Soit S un trait, et AK un_schéma abélien sur S ayant une

réduction semi~-stable sur 5. Désiznons par Bo’ Bé lcs perties sbéliennes

des monéles cde Néron de A, et du schéma abélien duel 4! respectivoment.

i

' - . . ab ; .
Alors 1z correspondence divisorialle canonique W SUr (BO,BS), déduitc

Q

. . . o 0 . L
par VIIT 4,8 de 12 biextension canonique W de (A ",A'") (fibre spéeicie
par o— "o *o

w

de 1a bigxtension W de 1.4), est une dualité perfaite entre B 2t é’
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i.e. définit un isomorphisme de chacun de ces schémas abéliens avec

le dual de 1'autre,

La démonstration de 5.4 dans le cas géméral va 8tre donnée au
n® 7, comme conséquence d'une construction fort naturelle et importante
due & RAYNAUD, Notons seulement ici que pour prouver 5.4, on peut

fad

supposer $5 complet, comnte tenu de 3.3,

5.5. Pour exprimer commodément les facteurs extr@mes dans les filtrations
(5.1.10) et {(5.1.11), dans le cas de la réduction semi-stable, intro-

duisons les schémas en groupes constants tordus sur $
{5.5.1) o= n(r ) o, o= (7'
~0 o o

duals des tores maximoux TO, des fibres spéciales de A,A' (SGA 3 X 5.7).
Comme & est local compmler, ces schdmes en groupes mesven: 8tre considérss
ccmmz les fibres spdciales ce schémas constents rordus

(5.5.23 o, Msur &

ainsi, si le tore T, est dééployé (par exemple si k est séparablement

clos) i.e, si yé est le groupe constant défini par le groupe ordinaire

5.5.3 MY = B T
{5 ), M Pomk_gr( O,Gmk

>,

alors M' est le groupe constant défini par M!' :

M=o
- (¥

On peut d'ailleurs noter que, nuisque TO et Té sont isoocznes (2,2.6),

Té est déployé si To llest, de sorte qu'il y a lieu d'introduire également
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dans ce cas

(5.5.4) M= HOmi(-gr(Té’Gmk) ,

et ou aura alors
Mo= oMo

Ceci posé, on aura évidemment, pour tout entier n, des isomorphismes
{5.5.5) M= p(rt ), M = pth s
~n n -7 n
olt TA est défini en termes de A' comme Tn en termes de A (5.1.2),
d'oli on déduit des isomorphismes canoniques (od on pose Z1£(1) = TL(GHS)} :
W v
Y 1y
(5.5.6) TL(TR) ;gn@:?za&(l) , 'r&(Tn) §n®zzz(l(1> .
et par passage 3 la limite sur n des isomorphismes canoniques :
oyt ~ >
= T) <= M
T, (69" = 1, (D) = 1o Z, (1)
(5.5.7)
T, % 1, (1) o 7 (1)
) 1) ne g :
Dans le cas de la réduction semi-stable, on en conclut par dualité, en
utilisant le théoréme d'orthogonalité 5.2 er la relation (5.2.2), des
isomorphismes canonigues :
T ()T, a0t = we z
ARG U8z 2,
(5.5.8)
£
' ' N
T, (40 /T, (AD) M, Z, .
On trouve de m@me, gréce 3 la mlme formule (5,2,2), des isomorphismes
canoniques :
T, (A /T, (A" = bt ()
LA T Uy L%
(5.5.9)

N t . £
?L(AéllTﬁ(Aé) D(TL(AK) ) R
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ol on se rappelera que les groupes Tﬁ(AK}f et Ta(Aé)f qui figurent au
second membre sont les restrictions 3 7 de pro~{-groupes de Barsotti-Tate
définis sur S, T’L(Ao)f et T&(A’D}f respectivement ; la lettre D désigne
ici les duals au sens des pro-groupes de Bzrsotti-Tote, savolr

Hom( - , EL(I))‘ Alnsi

Proposition 5.6, Supposons S complet ct que AK ait réduction semi-stable

sur S, Alors pour tout nombre premier & (qui peut 8tre &pgal 2 la carac-

téristique résiduelle de 3), le pro-{-groupe de Barsotti-Tate T&(Ax)t

est la fibre générique d'un pro-groupe de Barsotti-Tate sur 3, "de type

torique”, domné par (5.5.7), tandis que TL(AY)iT%(AK)f est la fibre générique

d'un pro-groupe de Barsotti-Tate sur S de type pro-Ztale, donné par

£ t .
{5.5.8). Enfin les groupes TL(AK) et T£(AK)/TL(AK) sont les fibres

génériques de pro-groupes de Barsotti-Tate définis sur S, égaux res-
£

pectivement 2 TL(AO)f et 2 D(T&(ﬂ'o)f) = Hom (TL(f;'O)

s Zz{fl)).

5.6.1. On notera qu'il revient au m@me pour le revltement étale S'

t . £
de déployer TL(AK) ou de déployer T&(“K)/T&(AK) , car cela signifie
respectivement que S' déploye les groupes constants tordus M et M', or
ceux~ci sont isogénes, pulsque To et Té le sont, On voit en m@me temps

quiil existe une plus petite extension &dtale $' de S qui fait 1'affaire,

Signalons aussl la conséquence facile suivante des définitions

de 2,2.3 :
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Proposition 5.7, Supposons A° {~divisible, T hensélien. Soit F, un

K

faisceau L-adique constructible sur K qui soit "non ramifié" i.e. qui

se_prolonge en un faisceau {-adique constant tordu F sur S, et soit

u: FK — TL(AK} un homomorphisme de pro-groupes, alors u se factorise

en_un homomorphisme de F dans T£(AK)f.

En effet, on sura
(5.7.1) u = (“(V))vzo’ avec u(v): FK(v) — TL(AK)(v) = LVAK .

Par la propriété universelle de A, comme F(v) est étale donc lisse sur

5, le morphisme u(v) provient d'un homomorphi sme

v(v) @ Fv) —> A R
L

et par définition de la partie fixe, cet homomorphisme se factorise en
¢ £
v(v) : F(v) —> \LVA) .

Comme 1'image du morphisme induit sur les fibres spécizles tombe dans
la partie infiniment {-divisible de AO, on conclut que v{v) se factorise

meme par (LVAO)f. Par passage 2 la limite sur v, on trouve un homomorphi sme
A o, f
v: F—> TL(A ) s

et le morphisme induit sur les fibres génériques donne évidemment la

factorisation cherchée,

Remarques 5.7.2. Lorsque & # p, il est ¢lair que la propriété 5.7 du
sous-pro=groupe TL(AK)f de TL(AK) caractérise celui-ci de fagon unique,
comme le plus grand sous-faiscezau {-adique de TL(AK) qui soit "non ramifié",

Lorsque £ = p, 1'énoncé 5,7 cesse d'8tre bien raisonnable, et on va donner
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une propriété nettement plus forte que celle énoncée dans 5.7, qui pourra
alors servir de caractérisation intrins@que de la partie fixe de Tp(AK)
(en termes de la seule structure de pro-groupe de Barsotti-Tate de

Tp(AK))’ - du moins dans le cas d'inégales caractéristiques

Théoréme 5.8, (M. RAYNAUD), Soit AK un schéma abélien 3 réduction semi~

stable sur le corps des fonctions K d'un trait hensélien S. Soit 4 un

pombre premier {le cas intéressant étant celui od 4 = p), et considérons

le pro-L-~groupe de Barsotti-Tate Xn = TL(AK) et sa "partie fixe“Xi s
qui est la fibre générique du pro-{-groupe de Barsotti-Tate Xf = T&(Ao)f.

Supposons, si 4 = p, qu'on ait car. K = 0(de sorte que nous disposons

sur S du théordme de TATE [33, th.4]).Soit F un pro~{-groupe de

. £
Barsotti-Tate sur 5., Alors tout homomorphisme Fn > Xn se factorise par Xﬁ

Passant aux ind-{-groupes associés aux pro-i-groupes de
Barsotti~Tate envisagés, 1'énoncé précédent devient équivalent au suivant,

grice au théordme cité de TATE :

Corollaire 5.9. Si F est un ind-i-groupe de Barsotti~Tate, alors tout

Eomomorphisme un : Fﬂ —> A _ se prolonge (de facon unique) en un homo-

n

morphisme u: F —=> A,

En d'autres termes, la propriété "néronienne” caractéristique
(1.1.2) du modele de Néron reste valable pour des homomorphismes de
ind-schémas en groupes de Barsotii-Tate, sans hypothese de lissité sur
celui-ci, (8eul le cas des groupes ind-étales résulterait directement

de la définition,)
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Remarque 5.9.1. En fait, M. RAYNAUD démontre 5.9 sans supposer AK

3 réduction semi-stable, et m&me pour tout schéma en groupes néronien A
sur S (dont la fibre générique n'a pas besoin d'8tre un schéma abélien) j
bien sQr, il est également inutile dans la formulation 5,9 que 5 soit
hensélien, La démonstration de RAYNAUD de ce cas plus général procdde

par réduction au cas particulier envisagé dans 5.8, en utilisant une
propriété inédite dans la construction des modeéles de Néron, Nous nous

bornerons ici & donner la démonstration de RAYNAUD de 5.9.

Démonstration de 5.9. On sait [33] que F est une extension d'un groupe

de Barsotti-Tate F' qui est ind-étale par un groupe de Barsotti-Tate F"
a4 fibre spéciale comnexe, de sorte que pour tout entier n, on a une

suite exacte
0 —>F"{:) —> F(n) —> F'(p) ~> C

avec F'(n) connexe et F"(n}o purement infinitésimal, L'homomorphisme

donné un se définit par une suite d'homomorphismes

uﬂ(n) : F(n)ﬂ — An

£ 2

et tout revient & prolonger séparément ceux-ci en des u{n) : Fln) —> A,
Le lemme 5.9.2 ci-dessous nous ramdne alors 2 prouver que 1'homomorphisme
u% : F% — ATl induit par o se prolonge en u" : F" ~>» A, Par suite,

on peut supposer F & fibre spéciale connexe,

Nous pouvons considérer uﬂ comme un homomorphisme de Fﬂ dans
le ind~{~groupe de Barsotti-Tate Yﬂ associé a Xﬂ = T&(AK}’ et considérer

alors le composé
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£
(% tF —>Y ~>Y /Y .
) Vn ' iy n '

En vertu de 5.6 ce dernier groupe se prolonge en un groupe de Barsotti-Tate
ind-étale Z sur 5 (savoir M (Q&/Zli)). En vertu du théoréme de TATE

cité dans 5,8, 1'homomorphisme (¥) se prolonge alors en un homomorphisme
Vi F >l .

Comme F est & fibre spéciale connexe et que Z est ind-étale, ce morphisme
f

est nul, Donc il en est de meme de vn, donc un se factorise par Yﬂ .

Clest ce qu'il fallait démontrer !

Reste & prouver le

Lemme 5,9.2, Soient S un trait, A un schéma en groupes néronien sur

5 (1.1.,2),

1—> 3 —> G —> G —> 1

une extension de schémas en groupes sur S, avec G" lisse,

u: G =>4

un_homomorphisme de grounes, et

n n i
[
un_homomorphisme de groumes prolongeant un. Supposons que 1'extension

de G par A image de l'extension G par u soit représentable {¥), - ce

qui est le cas par exemnle si G — G" admet une section localement

pour la topologie "finie localement libre® (cf, 5GA 3 IV 6,3) et si A

est gquasi-projectif sur 5, Alors il existe un unique morphisme de groupes

v:G—>A

prolongeant vn et u,

)

B

Des résultats inédits de i, RAYNAUD impliquent d'ailleurs que cette
condition est toujours satisfaite.
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in effet, la derniére hypothése faite nous ramdne au cas od

~

6'=A, u = identité, et o vn : &y — An est don¢ une proiection, gqu'on
se propose de prolonger en une projection v: G —> A, Or G est lisse

comme extension de deux schémas en groupes lisses, de sorte que la

conclusion résulte de la définition de la propriété néronienmne de A,

Corollaire 5.10. Soient AK un_schéma agbélien sur le corps des fonctions K

d'un trait S, { un nombre premier, Lorsque % = p, on_suppose car,K = 0,

pour pcuvoir disposer du théorgme de TATE dé€ja invoqué dans 5.8, Pour

que AK ait bommne réduction sur 5, il faut et il suffit que le pro-{-groupe

de Barsotti-Tate T&(AK) "ait bonne réduction sur 3", i.e, se prolonge

en un groupe de Barsotfi-Tate sur §,

(C'est le résultat conjecturé dans [8, 4.97.)

La nécessité étant claire, il reste 2 prouver la suffisance ;
notons d'ailleurs que le cas 4 # p a déja étéd traité (2.2.8). On peut
supposer 5 hensélien (2.2.5). Supposons &'abord que A}‘r eit réduction
semi-stable sur S, Alors 5.8 appliqué & F = X nous montre qu'on a
T&(AK) = TL(AK)f’ ce qui signifie aussi que le tore maximal de AO est
nul, i.e, que AOO est un cchéma abélien, de sorte que la conclusion
résulte de (2,2.9 (111%)). Traitons maintenant le cas général. En vertu
de 2,2,9 on peut supposer évidemment 5 strictement local. Soir K' une
extension galoisienne finie telle que AK' ait réduction semi-stable sur
le normalisé S' de S dans K' (2,6), Si A% désigne le mod2le de Néron

correspondant, G = Gal{K'/¥) op2re sur la situation (4%,S'), donc sur
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Aﬁo, et d'aprés ce qu'on a vu dans 4,1, il suffit de prouver que G opére
trivialement sur ce dernier, ce qui impliquera en effet que AK a réduction
semi~-stable, i,e. qu'on est dans le cas 4éjid traité, Or soit X un groupe
de Barsotti-Tate sur S qui prolonge Xﬂ = T&(AK)' En vertu du théoréme

d'unicité de TATE dé3j2 invoqué, il existe un (unique) isomorphisme
v e %9
XS TJL(A 3

qui induit 1'identité sur les fibres génériques. Par transport de struc-
ture, cet isomorphisme est compatible avec les opérations de G, Or il

est clair que X opére trivialement sur la fibre spéciale de XXSS', done
°)

il op2re trivialement sur T, (A%}, d'olt il résulte évidemment qu'il

L0

_ el . 5 . :
opére trivialement sur Ag , ce gui achéve la démonstration,

Remarque 5.11, Une fois le théoréme de TATE prouvé sans hypoth2se res-
trictive sur car.K, les résultats précédents 5.8, 5.9, 5.10, ainsi que

5.13 plus bas, seraient évidemment établis sans une telle restriction.

Posons une définition, qui pourra &tre encore utile ailleurs :

Définition 5,12, Soient 5 un trait hensélien,{ un nombre premier, Xp

28

un pro-L-groupe de Barsotti~Tate sur le point générique 71 de 5. On dit

que X a bonne réduction sur S si X se prolonge en un groupe de Barsotti-Tate

sur 8 {¢f, 5.10), qu'il a bonne réduction virtuelle sur 5, s'il existe

. . L L N ) o
une fileration (Fil (X >;1 5  de X par des sous-groupes de Barsotti-Tate
! L i3

stricts (¥} telle que les groupes de Barsotti-Tate

. i it ) . ,
Gr (Xn) = Fil (Xﬂ)/Fll (An) aient bonne réduction sur S ; si on peut

A

n (i.e. que n

choisir la filtration de sorte qu'elle soit de longueur

{*) i.e. qui sont des sous-objets comme systdmes projectifs, i.,e, terme 2
terme,
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i N . s .
au plus parmi les Gr™ sont # CJ, on dit que X a bonne réduction virtuelle

o

d'échelon n sur 3. Enfin on dit que X a bonne réduction essentielle sur §

(resp, bonne réduction virtuelle essentielle, resp, bomme réduction

virtuelle essentielle d'échelon n) s'il existe une extension finie K!

telle gque XK’ ait bonne réduction (resp, bounne réduction virtuelle,

resp, bonne réduction virtuelle d'échelon n) sur le normalisé 8' dans K',

5.12,1, Lorsque 4 # p, de sorte que la catégorie des pro-i-groupes de
Barsotti-Tate sur 7 resp. sur S s'interpréte en termes de représentations

L

liques de 11 = ﬂl(ﬂ) resp, de n, = nl(s), on voit aussitdt que les
six noticns introduites s'expriment en termes de la représentation
naturelle du groupe d'inertie I sur Xn(i), par la propriété respectivement
que celie~ci soit triviale, resp. unipotente, resp. unipotente d'échelon

n, resp. essentiellement triviale, resp. essentiellement unipotente,

resp, essentiellement unipotente d'échelen n,

5.12.2, Supposons qu'on prenne XT} = T&(AK}, ol AK est un schéma abélien

sur X, On a vu dans 5,6 que si A, a réduction semi~stable sur S5, alors

K
Xn a bonne réduction virtuclle d'échelon 2 (et on verra nne réciproque
dans un instant) ; donc en vertu du théoréme de réduction semi-stable
3.6, X_ a bonne réduction essentielle virtuelle d'échelon 2, 11 convient

it

de regarder cet énoncé comme donnant la ‘‘bonne" formulation du théorazme

. . PP 1 .
de monodiromie géométrique 11X , dans le cas du B d'un schéma propre

et lisse sur K, sans exclure le cas 4 = p {dont il n'avait pas été ques-

tion dans loc, cit.). I1 conviendrait de reformuler également le théordme
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{ou plutdt, pour l'instant, la conjecture) de monodromies géométrique
pour les Hi supérieurs, donné dans III , de fagon & tenir compte
des coefficients "p-adiques", comme il a été dit dans C.4.

Donnons un énoncé récapitulatif des relations entre les pro-~
priétés de réduction des schémas abéliens sur K, et des groupes de

Barsotti~Tate associds :

Proposition 5,13, Soient 8 un_trait hensélien, AK un schéma abélien sur

son _corps des fractions, £ un nombre premier. Lorsque L=p, on sup-

pose que K est de car, nulle(cf, 5.11).

a) Pour gue A ait bonn~ réduction sur § (2.2.9), il faut et il

suffit que TL(AY) ait bonne réduction sur § (5.12),

b} Pour que AK ait bomne réduction essentielle sur §, i.e.

qu'il existe une extension finie K' de K telle que Ay, ait bomne

réduction sur le normalisé 5' de § dams K', il faut et il suffit que

T&(AK) ait bonne réduction essentielle sar 8 (5,12}, On peut slors

prendre pour K' une extension finie séperable de K,

¢} Les conditicons suivantes sont éguivalentes :

1) A a réduction semi-stable sur S (3.4).

\

2) T£(AK) a bonne réduction virtuelle d'échelon 2 sur § {(5,12),

3) T&(AY) 2 bonne réduction virtuelle sur S,

Démonstration. Le cas a) n'est autre que 5,10 et a été mis pour mémoire,
b) La premildre assertion est une conséquence triviale de a}
et des définitions, Pour prouver la dernidre assertion dans b), on

peut supposer que 4 # p, mais alors gr@ice & a) il suffit de prendre
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pour K' une extension finie séparable de K correspondant 2 un sous-groupe
ouvert m' de T = Gal(R/¥) dont 1'intersection avec le groupe d'inertie
I est contenue dans le noyau de la représentation de I sur T&(AK(E)),
lequel est ouvert par hypothese {(cf, 5.12.1),

c) On 2 déja signalé que 1)=—= 2) (5,12,2), il est trivial
que 2) ==> 3), reste & prouver que 3) ===> 1). Pour £ # p, ce n'est
autre que le critére galoisien de réduction semi-stable 3.5. Pour 4 = p,
on peut procéder ainsi. Choisissons un nombre premier 4' # p, et appli-~
quons & celui-ci les considérations de 4.1, Supposons S strictement
local, ce qui est loisible (3.4.0), prenons une extension galoisienne
finie K' de K, de groupe G, telle que AKl ait réduction semi-stable.
I1 faut prouver que la représentation de G sur les trois quotients in-
tervenant dans (4,1.1) est triviale, ou ce qui revient au mBme, que
la représentation somme est triviale, ou encore, que la trace de cette
dernidre est "triviale", i,e. constante. Or nous avons vu dans 4.3 a)
que cette fonction trace est indépendante du choix de £' # p, et dans
6.4 plus bas nous indiquons une méthode de calcul de cette fonction
en termes de TP(AK) également, Ce calcul donne trivialement une fonction
constante dans le cas ol Tp(AK) a bonne réduction virtuelle, et cela

achéve la démonstration

Remarque 5,13.1, 1l semble plausible que si Xﬂ est un pro-{-groupe de
Barsotti-Tate sur 7, qui a bonne réduction virtuelle sur S, et bonne
réduction virtuelle essentielle d'échelon n, alors il a bonne réduction

virtuelle d'échelon n , (C'est vrai pour { # p.)
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Le résultat suivant, conséquence facile de 5.7 et du théor2me

de réduction semi-stable 3,6, m'a été signalé par J.P, SERRE :

Proposition 5.14. (Crit2re de bonne réduction essentielle.) Soient S

un_trait de corps de fonctions K, AK un schéma abélien sur K, 4 un

nombre premier distinct de la caractéristique de K,

a} Supposons 4 # p = car.k. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) A, 3 essentiellement bonne réduction sur §, i.e. il

existe une extension finie séparable K' de K telle que AK, ait bonne

réduction relativement au normalisé S' de S dans K',

(ii) L'action du groupe d'inertie I sur U, = T&(A(E)) est

4

essentiellement triviale, i.e. est triviale sur un sous~groupe ouvert

de I, i.e. se fait par 1l'intermédiaire d'un groupe quotient fini T de I.

(iii)L'action du groupe d'inertie 1 sur U&®Z QL est semi-simple,
L

b) Supposons 4 = p, alors, si n = dim AK # 0, 1l'image de I

dans_le groupe des automorphismes de U& n'est pas finie, plus précisément

2n
son_image dans le groupe Z«L des automorphismes de A U& est d'indice

fini. Pour gue AK ait essentiellement bonne réduction, il suffit {mais

il n'est nullement nécessaire) que llaction de I sur Qé%a Q& soit
1

semi-simple.

Démonstration. Dans le cas L # p, 1'équivalence de (i) et (ii) est une
conséquence triviale du critére de bonne réduction 2.2.9, et (ii)
implique (iii) puisque Q£ est de caractéristique nulle. L'homomorphisme

— 2n
1 = Gal(K/K) —> Z:Z == Aut( A U&) est égal A XP, ot X est induit par
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le caractare

* -
zL Aut(ZL(l))

provenant de l'action de I sur les racines 2V-2mes de 1'unité, et on

sait que si { = p, 1l'image de I par ce caract2re est bien d'indice fini
(337 ; le fait que l'action de I sur UP®QP puisse ne pas 8tre semi-simple,
méme si AK est une courbe elliptique avec bonne réduction, se voit dans
{28, IV A 2.4]. 11 reste & prouver que (quel que soit 4) (iii) implique
{i). Pour ceci, nous utilisons le théordme de réduction semi-stable 3.6,
qui nous permet de nous ramener aussitdt au cas oi AK a une réduction
semi-stable sur S (puisque 1'hypoth2se (iii) est conservée en remplagant
K g1 une extension séparable finie K', i,e, I par un sous-groupe ouvert
1t { ). Lorsque 4 # p, l'action de I sur U8R, est unipotente (3.5 (v3)
et semi-simple, donc triviale, et on gagne par le criteére de bonne
réduction 2,2,9, Donnons uie démonstration valable sans restriction

sur 4, et qui donne un résultat légdrement plus précis :

Corollaire 5.15, Les notations étant celles de 5,14, supposons que AK

ait une réduction semi-stable sur §, et que la partie fixe (U&Q yE gg?(Ui}Q
4

L

admette un supplémentaire dans U

&QL, stable sous I. Alors AK a bonne

réduction,

I1 suffit de prouver que sous ces coaditions, on a U& = ULf,

ce qui par 5,6 signifie en effet que la partie torique TO de Ag est
nulle, donc que Ag est un schéma abélien, ce qui implique bien que A
est un schéma abélien (2,2.9). On peut évidemment supposer k séparablement

clos, Alors llintersection du supplémentaire postulé dans 5.15 avec UL
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définit un sous-pro~i-groupe F, de TL(AK)’ isogéne a la partie cotorique
£
N ) i : £q
TL(AK}/T&(AK) . Comme ce¢lle-ci est proétale non ramifiée en vertu de
5.6, 11 en est de méme de F, et on conclut par 5.7 que FK est contenu

f
dans T{,<AK) , donc que F

" O ce qui prouve bien que U& est égal a

sa partie fixe,

6, Remarques sur la construction de la partie torique et la partie fixe

de TP(A) dans le cas de réduction non semi~-stable.

6.1. La construction de la partie torique de Té(AK) donnée dans 5.1
garde un sens dés que S est complet, sans supposer A® f-divisible i.e.
(dans le cas p = L) sans supposer qu'on soit dans le cas de la réduction
semi-stable (hypoth2se qui avait servi seulement pour pouvoir formuler
le théoreme d'orthogonalité 5,2). On peut d'ailleurs construire Tp(AK)t
en supposant seulement S hensélien, en montrant que la partie torique
Tp(AR)t sur le complété, construit par la méthode de 5,1, provient

d'un sous-pro-groupe de Barsotti~Tate de Tp(AK) (Svidemment déterminé

de facon unique). Plus précisément, on arrive 3 construire un p-pro-groupe
de Barsotti-Tate TP(A)t sur S et un homomorphisme TP(A)t — TP(A) de
systémes projectifs, qui soit un monomorphisme terme 3 terme, et qui

par image inverse sur 5 donne les objets analogues construits par la
méthode de 5,1. Ceci se voit en paraphrasant la construction de 5.1,

mais au lieu de relever le tore maximal de T0 de AO tout entier, on

se borne, pour tout entier v 2 0, 2 relever le sous-groupe vTG en un
P
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sous-groupe de type multiplicatif ( VAD)t de nvAo. Pour l'existence et
1'unicité d'un tel relévement, on nite que 1ebfoncteur (Sch)?s —> Ens,
8! > ensemble des sous-groupes finis de type multiplicatif de AOS, )
est représentable par un schéma X de type fini sur S (cf, démonstration
de SGA 3 XI 3.12 a)) qui est étale sur § en vertu de SGA 3 IX 3.6 bis ;
il y a par suite une section et une seule de X sur S qui proclonge une

section donnée de Xs sur s, ce qui prouve notre assertion, Ce raisonnement

montre d'ailleurs, plus généralement, que pour tout sous-groupe fini et

de type multiplicatif HO de AO, il y a un unique sous-groupe fini et

de type multiplicatif H de A qui le prolonge ; par suite, pour tout
sous=p-groupe de Barsotti~Tate Ho de Ao qui soit torotdal (i.e, dont
les composantes sont de type multiplicatif), il existe un unique sous-p-—
groupe de Barsotti~Tate H de A qui le prolonge, et qui fournit par
suite un sous-p-groupe de Barsotti-Tate de p“‘&K’ ou, si on préfére,

un sous-p-pro-groupe de Barsotti-Tate de TP(AK). Ce procédé s'applique
notamment au cas ou HO est le plus grand sous-p-groupe de Barsotti-Tate
torofdal de Ao’ lequel s'obtient en prenant le plus grand sous-groupe
p-divisible E: de AOO = pNAoopcur N grand), et la "partie torofdale’

de o® K; {définie par exemple gr@ice & SGA 3 XVII 7.2.1). On obtient
ainsi un sous-groupe de Barsotti-Tate de pa AK’ qu'on pourrait appeler

la partie torofdale de ce dermier.

5.2, Reprenons le plus grand sous-schéma en groupes p=-divisible X: de Aoo,
et considérons le p-groupe de Barsotti~Tate F_ = nd{ﬁ;) 3 il est immédiat
qu'il peut 8tre caractérisd comme le plus grand sous~-p~groupe de

Barsotti~Tate de A (ou de Aoo). Il est naturel de se poser la question
[

393



- 76 = b4

de prolonger ce groupe de Barsotti-Tate en un sous-groupe de Barsotti-Tate
F de A, qui jouerait slors le rdle joué par la partic fixe Tﬁ(A)f de
(2,2.3.2) dans le cas ot A® est {-divisible, Dans le cas semi-stable,

ol on a K; = Aoo,la question se résoud par 1l'affirmative par la méthode

de 2.2, Dans le cas général, lorsque le probléme envisagé a une solution,
on voit facilement qu'elle est unique, et que les sous~pro-groupes
correspondants de Tp(AK) et de Tp(Aé) {qui méritent alors encore le

nom de partie fixe des pro-groupes envisagés) satisfont encore au

théoréme d'orthogonalité 5.2, enfin que la partie fixe TpiAK)f peut

encore se caractériser comme indigqué dans 5.3,

6.2,1, YMontrons cependant qu'en général le probl2me envisagé n'a pas

une solution affirmative, i.e. qu'il n'est pas possible en général de

définir la partie fixe Tp(A)f (cas de la réduction non semi-stable).
En effet, en vertu d'un théor2me de reldvement de SERRE-TATE [30],
lorsque S5 est complet, l'existence de la partie fixe équivaut 2 celle
de relévements infinitésimaux Z; de K; dans Jles An, ou encore 2 celle
dfun schéma en groupes lisse A sur S, extension d'un schéma abélien
par un tore T, de fibre spéciale K;, et d'un homomorphisme formel
i-——> K prolongeant l'inclusion sur les fibres spéciales. Donc, dans
ie cas ob K; est un schéma abélien i,e, ob TO = 0, cela équivaut &
l'existence d'un schéma abélien A prolongeant K: et d'un homomorphisme
A—>A prolongeant 1'inclusion des fibres spéciales, Il suffira donc
de donner un cas ol TO = 0, ol AOo est non unipotent et non propre, et

ol AK est simple sur K,

394



- 77 - IX

6.2,2, Voici un exemple, 40 & M, RAYNAUD, basé sur 1l'observation que

si 5 est un trait, S' le normalisé de S dans une extension finie séparable
K*' de K, et A' un schémz abélien sur S', alors le schéma en groupes

A= g{?;A'/S’ sur S est néronien, i,e, s'identifie au moddle de Néron

de sa fibre générique (qui est bien un schéma abélien). La vérification
de ce fait est immédiate en termes des définitions et du fait que A!
lui-méme est néronien sur §'. Alors A = ;E;Z(A’XS,S;)/S; est une
extension d'un schémaaélien, non nul si A' ¥ O, par un schéma unipotent
connexe, non nul si A' # 0 et si S' est ramifié sur S, Il suffira donc

de donner un exemple ou A' # 0, S' ramifié sur § (trait local complet),
et A = 2:7; A&,/K' est simple sur K', Or prenons pour K' une extension
quadratique ramifiée de § (il en existe toujours), pour A' une courbe
elliptique sur S', Alors A est de dimension relative 2, et dire que AK
est simple sur K signifie que l'on ne peut trouver un homomorphisme

non nul BK —_—> AK’ ou BK est un schéma abélien de dimension 1 sur K.

Or la donnée d'un tel homomorphisme revient & la donnée d'un homomorphisme
non nul BK' —> Aﬁ, , qui sera donc nécessairement une isogénie, i.e,

la condition que AK soit simple sur K signifie que Aé, ne soit pas
isogéne & une courbe elliptique »rovenant de K. Mais dans le cas con-
traire, l'invariant j de &' serait algébriquement dépendant (sur le corps
premier) du conjugué 3 de j par le Ke~automorphisme non trivial de K',

et si j est choisi tel que a = j +‘3 = TrK'/K j soit transcendant sur

le corps premier, il revient au méme de dire que j est algébriquement

dépendant de a, Or, pour des raisons de cardinalité, il existe un élément
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a € V qui soit transcendant sur le sous-corps premier P de K, puis un
élément b de V' (normalisé de V dans K" qui soit transcendant sur P(a)

et tel que Tr = 0, et il suffit de prendre j = a + b € V', On

vi/v P
peut d'ailleurs supposer que b € r(V'), et que l'image de a dans k = V/m
est un élément donné de k, qu'on choisira distinct des valeurs excep-
tionnelles j0 =0 et jo = 123 (NB c'est possible meme si k n'a que

deux éléments, car alors les deux valeurs envisagées de jO cofncident).

Donc 1'image 40 de i dans k(s') est # 0,123, et on sait alors qu'il

existe bien une courbe elliptique sur §' d'invariant j .

6.3. Revenons au cas ol on suppose seulement S hensélien sans plus.
En analogie avec des définitions de 4.1 dans le cas 4 # p, on peut
définir alors une filtration de Tp(AK)’

N o (A - vef et
(6.3.1) LP(AK) o) Lp(AK/ o) TP(AK) o0

par des sous-pro-groupes {(stricts) de Barsotit-~Tate, appelés respecti-

vement la partie essentiellement fixe et la partie essentiellement

torique de Tp(AK)' Pour ceci, orn choicit unes extension galoisienne finie

X! de K telle que AK’ ait une réduction semi~stable sur le normalisé §'

de § dans X', de sorte que la pa-tie fixe Tp(AK|)f de Tp(AK,)=(Tp(AK))K.

est définie (2.2,3), ainsi que la partie torique (6,1}, qui n'est d'ailleurs
autre que l'orthogonale de la partie fixe TP(AIE)f de Tp(ﬁ') (5.2). 11

est clair que 1l'on a Tp(AK')t c TP(AK.)f(résulte de 5.3, ou directement

de la construction 6.1 de la partie torique), et que le groupe de Galois

de K'/K laisse invariants ces deux sous-pro-groupes stricts de (Tp(AK))K' .
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Donc par descente on en déduit la filtration (6.3.1) voulue., Elle ne
dépend pas du choix de K', comme il résulte de la propriété 3.3 de la
réduction semi-~stable, De plus, on aura évidemment par descente la
propriété d'orthogonalité

et, L

ef.] ef _ .
>, Tp(AK) = (;p(Aé) ) .

et
(6.3.2) TP(AK) = (Tp(A&)

I1 serait possible de donner une caractérisation intrins&que
de la filtration (6.3.1), en termes du pro-groupe de Barsotti-Tate
X = Tp(AK) sur le corps des fractions K de S, dans l'esprit de 5.8, -
du moins, pour l'instant, dans le cas d'inégales caractéristiques
la partie essentiellement fixe est le plus grand sous-pro-groupe de
Barsotti-Tate qui ait "essentiellement bonne réduction sur S", i.e.
qui, aprés extension finie séparable K' de K, donne un pro-groupe
de Barsotti-Tate XK,ayant bonne réduction sur le normalisé S' de §
dans K, i,e, se prolonge en un pro~groupe de Barsotti-Tate sur S'
(nécessairement unique & isomorphisme unique prés, par le théordme de
TATE [33, th. 4] déja cité), La partie essentiellement torique se
définit alors en termes de la partie essentiellement fixe par ortho-
gonalité (6.3.2).

Signalons aussi la conséquence immédiate suivante de 5.8 et

des définitions,qui pour £ = p se réduit d'ailleurs 2 5.12 a)

Proposition 6.3.3, Soit 4 un nombre premier. Si 4 = p, on suppose car.K = 0

(¥}, Pour que A, ait essentiellement bonne réduction sur § (5.12 a)), il

e (4.1.1 et

faut et il suffit que la partie essentiellement fixe T%(AY

6.3.1) soit égal 2 T&(AK) tout entier,

(*) Hypoth&se sans doute inutile, cf., 5.11,
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6.4, Notons que lorsque L # p, nous avons mis en évidence dans 4,3 a)
une fonction 2 valeurs entidres remarquable sur le groupe d'inertie

I de S, d'ailleurs indépendante du choix de {, et dont la connaissance,
dans le cas d'un corps résiduel parfait, suffit 2 reconstruire l'exposant
conducteur de A (4,5), en prenant le produit scalaire, sur un quotient
assez grand T = I/I' de I, de la fonction précédente et du conducteur
dfArtin sur T (cf, (4.6.2)), Il peut &tre intéressant d'observer que
cette fonction & valeurs entidres sur I peut se réconstituer également
par lez connaissance de TL(AK) pour L = p - du moins {pour le moment)

en inégales caractéristiques. Lorsque le corps résiduel k est fini,

une observation analogue s'applique & la fonction & valeurs dans @,
définie sur le sous-~groupe ﬁ! de 1 formé des éléments dont 1'image

dens T est de la forme fqn {n € Z), considérée dans 4.3 b), Indiquons
le principe de la vérification de ces assertions. On utilise la fil-
tration (6.3,1), et on est réduit 3 attacher une fonction convenable
(sur I resp. sur ﬂ!) a4 un p~pro-groupe de Barsoti-Tate Y sur K qui

a "essentiellement bonne réduction sur S ", au sens précisé dans 6.5.
{Y sera un des trois quotients provenant de la filtration (6.3.1).)
Dans le cas de 4.3 a), on se raméne au cas d'un corps résiduel parfait
(ou méme algébriquement clos, si on veut) par extension résiduelle

convenable dans S (EGA 0y 10.3.1). Prenons alors une extension galoi-

11

sienne finie K' de K telle que YK’ ait bonne réduction sur S', d'oli un

groupe de Barsotti-Tate Y., sur §' et une opération de G sur Y_, com=~
o

Sl

patible avec son action sur §', Si k' est le corps résiduel de S', G
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opére (de fagon non nécessairement fidele) sur k' (le corps des invariants

étant k), et sur Y , da fagon compatible avec son action sur k', Or,

k
d'aprés la théorie de DIEUDONNE {16 bis], au p-pro-groupe de Barsotti-Tate
Yk' est canoniquement associé un module M libre de type fini (de rang
égal au rang de Yk,) sur 1l'anneau W(k') des vecteurs de Witt sur k',

et G opére évidemment sur M de fagon compatible avec ses opérations

sur W(k') (via ses opérations sur k'), On en déduit une opération
W(k')~linéaire du sous-groupe d'inertie T de G sur M (qui est un quotient
du groupe d'inertie 1), d'ol une fonction trace sur [ donc sur I, qui

est la fonction cherchée.Elle est a priori a valeurs dans W(k') (¥), mais

cofncide avec 12 fonction analogue définie en termes des pour 4 # p,

Ty
lorsque 1l'opération de G sur YS' s'obtient 2 partir d'une opération de
G sur un schéma en groupes lisse et p-divisible C' sur §', en prenant
Y = Tp(C') (cf. [25 bis, th,7 p.737)) ; elle est donc dans ce cas &
valeurs entiéres. On procdde de facon analogue dans le cas de 4.3 b)
pour définir une fonction trace sur n:, en utilisant le procédé de

la démonstration de 4.3.2 pour "linéariser" 1'opération dans M définie

par un élément g € T qui se trouve au-dessus d'un fqn avec n = O,

7. L'extension de Raynaud 6% sur S attachée au_schéma abélien AK 3 réduction

semi~stable, Dualité des schémas abéliens B,B' sur S.

7.1, Soit 5 un schéma noethérien spectre d'un anneau V, séparé et complet

pour la topologie définie par unm idéal m de V, Soit A un schéma en groupes
, o . -

lisse sur §, A~ sa composante neutre, et supposons que AO/AO0 soit fini

fos [*] . : . .
{donc fini étale) sur So, et que AO soit une extension d'un schéma abélien

(#) En fait, il est immédiat que cette fonction est toujours i valeurs
dans W(k), étant invariante par Gal(k'/k).
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od §_ = Spec(V/mn+1}.

par un tore, Nous avons posé comme d'habitude An = Axssn,
Nous nous intéresserons surtout au cas olt S est un trait, et ol la fibre
générique AK est un schéma abdlien & réduction semi-stable sur S, A étant
le modéle de Néron de AK .
. . o
Soit T le tore maximal de A , de sorte que B_ = A /T est
° o [ o o
un schéma abélien, La construction de 5.1 s'applique alors pour fournir

un sous-tore formel T du complété formel A, On sait que pour tout n,

le quotient

(7.1.1) B = AC/T
n o n

ast représentable (SGA 3 VI, 3.2), plus précisément c'est un schéma
nlat et de type fini sur Sn, dont 1'imnge inverse sur SO est le schénma
abélien BO. Par suite Bn est un schéma sbélien sur Sn’ et pour n

variable, les Bn se déduisent les uns des autres par changement de base,

donc ils définissent un schéma abélien formel

(7.1.2) B = (Bn) nz0 .

Nous allons donner des conditions impliquant que ce schéma abélien est
algébrisable (EGA III 5.4.1), plus précisément que c'est le complété
formel d'un schéma abélien projectif sur 5, que nous noterons alors B,
En vertu de loc.cit. B est déterminé 2 isomorphisme unique pr2s (comme
S-schéma ; la structure de groupe de ﬁ’provient alors de fagon unique
d'une structure de groupe de B, en vertu de loc, cit, également), Ce

schéma abélien B sera alors appelé la partie abélienme du schéma 4,

. b
et parfois noté A® .
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7.1.3. Lz projectivité de B signifie, en vertu de EGA IIT 5.4.5, que l'on
peui trouver un Module inversible E sur B, i.e, une suite de Modules
inversibles Mh sur les Bn qui se "recollent" pour n variable, qui soit
ample relativement 2 8§ i,e. qui soit tel que M soit ample, L'idée
naturelle serait de partir d'un Module inversible ample M de G, et de
montrer que pour tout n, la restriction Ln de L & Gn provient par image
inverse d'un Module inversible Mn sur B . J'ignore si de tels M existent
nécessairement {et en doute fort)., Nous alloms suivre une méthode un
peu différente, en construisant une polarisation de B, i.e. un systéme
projectif de polarisations Py des Bn qui se recollent, On sait alors
[53 que les doubles de ces polarisations définissent canoniquement
des Modules inversibles yn (symétriques) sur les Bn’ qui par leur
nature canonique se recolleront nécessairement, et fourniront le M cherché,
Nous allons interpréter un élément de NS(Bn/Sn) comme une
correspondance divisorielle symétrique sur (Bn,Bn) (51, i.e. comme une
biextension de (Bn,Bn) par Gm g En vertu de VIII 3,5, ces biextensions
correspondent biunivoquement auz biextensions de (An,An) par € o . Pour
obtenir un systéme cohérent de telles biextensions Wn il suffit de partir

d'une

(7.1.4 W, biextension symétrique de (A,A) par §

mS ’

en prenant les wn se déduisant de W par les changements de base Sn - G,
Nous devons de plus supposer que 1'élément de NS(BO) défini par W_ est une

polarisation de Bo pour obtenir ainsi une polarisation de B,
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P

Proposition 7.1.5. Avec les notations précédentes pour 5,A, D, supposons

o«

que S soit normal, Alors P est alpébrisable, et le schéma abélien B sur

S dont il provient est projectif sur S,

On peut évidemment supposer A=Ao, et § int2gre, D'aprds
M. RAYNAUD [23 XI 1.13], 1'hypoth&se que § est normal implique que A
est quasi-projectif sur S, Soit donc L un Module inversible sur A
qui est relativement ample, et formons le Module birigidifié
8(L) = n*(g)prf(g)'lprg(g)"l sur AX A comme dans VIII 4,12, Comme
les fibres de AO sont de rang unipotent nul, il en est de meme de celles
de A {résulte facilement de 3,1), donc em vertu de VIII 7.5, 8(L)
définit une biextension W de (4,A), évidemment symétrique, qui en vertu
de VIIT 4.13 (i,e. essentiellement en vertu de RAYNAUD [23 XI 1.117;

satisfait 32 la condition d'amplitude voulue en les points de So'

demarque 7.1.56, On peut prouver, sans hypoth@se de normalité sur S, que

(e~

est toujours algébrisable, en se ramenant au cas normal comme dans

13.5.3 al.

7.2, Motons maintenant le

Lemme 7.2.1, Sojent S le spectre d'un anneau noethérien V, séparé et

complet pour la topologie définie par un idéal m de V, C la catégorie

des schémas en groupes A sur 5, lisses de type fini sur S, tels que

o} . < . o :
AfAT soit un schéma en groupes Stale fini sur S et que A  soit une

extension d'un schéma abélien B par un tore isotrivial T (SGA 3 IX 1.1),
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C' la catégorie des groupes dans la catégorie des schémas formels de

type fini (EGA I 16.3,3 ) sur Specf(A), et A+—> A le foncteur de C dans

¢! "complété formel le long de A = AX So ", ob SD = Spec(V/m). Alors :

S

a) Le foncteur précédent est pleinement fiddle,

b) Soit i un objet de C', lisse sur S = Specf(A) (i.e. tel

que les schémas ordinaires An = AX§Sn sur les 5, = Spec(A/gn+1) soient

lisses). Supposons que AO/AOO soit un schéma en groupes étale fini sur

o . . . . s
So’ et que A0 soit extension d'un schéma abélien Bo par un tore isotrivial

T, . Solent &° = (a2) A A = (a8’ nz0" slors I est

nzC’

étale fini sur 5, et CRO est de facon essentiellement unique, et fonc-~

torielle en Jz, extension d'un schéma formel abélien 53 sur S par un

tore formel ¥ sur S, se réduisant respectivement suivant BO et To. Pour

que A appartienne 2 1'image essentielle du foncteur précédent C —> C!

(ou, comme nous dirons aussi, pour qu'il soit "algébriaable”), il faut

et il suffit qu'il en soit ainsi de D.

7.2,1.1, DNotons d'abord, sur un schéma quelconque S, que si A est un
schéma en groupes lisse tel que A° soit extension d'un schéma abélien

par un tore, cette structure d'extension est essentiellement unique,

et est fonctorielle en A, dans un sens évident, En effet, notre assertion
se raméne aussitft a celle-ci : tout morphisme d'un tore- T dans un sché~-
ma gbdélicn B. . est nul, Or il est bien connu qu'il en est ainsi sur les
fibres géométriques [15], et on conclut grace a SGA 3 IX 5.3, Appliquant

ce résultat sux systemes inductifs de schémas en groupes lisses An sur

403



- 86 - X

les Sn intervenant dans 7.2.1, on en conclut un résultat analogue pour
les schémas formels en groupes sur S, D'ailleurs, on a déj2 signalé
dans 7.1 que si Aoo est une extension d'un schéma abélien par un tore,

il en est de méme de Ano. Ceci prouve donc la premidre assertion de b).

7.2.1.2. S8upposons d'autre part que le schéma formel en groupes £ sur s
soit de la forme ﬁ, avec A € ob C, Si A° est extension d'un schéma
abélien B par un tore T, on voit immédiatement qu'on a 3 == ﬁ, ce qui
prouve que oﬂ algébrisable implique ) algébrisable, Réciproquement,
supposons j} algébrisable, i,e. qu'il provient d'un schéma abélien B,

et prouvons que A 1'est, Prouvons d'abord que A° = (Ano) est algé-
brisable. Pour ceci, notons que les extensions Ano de Bn par Tn peuvent
s'interpréter, en vertu de VIII 3.7, comme des homomorphismes

() M —> B! R

oi M est le groupe constant tordu sur.Sn dual de Tn (SGA 3 X 5.7), et
Bé le schéma abélien dual de Bn' Comme le foncteur restriction a So’

ou & un Sn quelconque, induit une équivalence de la catégorie des tores
isotriviaux sur S dans celle des tores isotriviaux sur So (5GA 3 X 3.2),
les Tn proviennent d'un tore T sur §, défini 3 isomorphisme unique prés,
dont nous désignerons par M le groupe dual;se vestriction

a Sn est donc canoniquement isomorphe & Mn. La propriété d'isotrivialité
de T s'interpriéte par le fait que M est un schéma somme de schémas gﬁ
finis sur § (SGA 3 X 5.11), Il en résulte aussitdt que les homomorphi smes

(%) proviennent d'un unique homomorphisme

(%) M —> B! R
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olt B' est le schéma asbélien dual de B, Cet homomorphisme 3 son tour
: . (] . .
s'interpréte comme une extension de B par T, soit &, qui fournit

manifestement une algébrisation de J?o.

7.2,1,3. D'autre part, comme par hypothdse AO/AOO est un schéma en
groupes fini @o sur S, les An/Ano sont également des schémas en groupes
én finis sur 8 {leur représentabilité résultant de ), qui sont
d'ailleurs nécessairement étales sur S, Il existe alors un schéma en
groupes étale ¢ sur 5, défini 3 isomorphisme unique prés, donnant
naissance au schéma formel en groupes OQ/oHO défini par les @n. Or,

G = A® étant divisible, on voit aussitdt que la catégorie des extensions
de faisceaux fppf d'un groupe fini localement constant sur S, tel que

3, par le schéma en groupeslfl est canoniquement &quivalente 3 la

catégorie des torseurs sous le faisceau
H=Hom (3, 06) |,
=or

1'équivalence en question étant compatible avec tout changement de base,

Appliquant la meme description des extensions de @n par Gn en termes

de torseurs sous H_ =~ Hom (2% ,G ), les A nous définissent un systdme
n —~—or n’'n n

coliérent de torseurs Pn sous les Hn' Or, G étant une extension d'un

schéma abélien par un tore, on en conclut aisément que H est un schéma

en groupes fini et localement libre sur S, d'ot on conclut facilement

que le foncteur P> P = (Pn) définit une équivalence entre la catégorie
des torseurs sur S sous H, avec la catégorie des torseurs "formels" P

A
sous H, i,e. des systémes cohérents de torseurs Pn sous les Hn' Donc
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les Pn définis par les extensions An proviennent d'un méme torseur P
sur § sous H, On en conclut une extension A de ¢ par G = A° qui
"algébrise"zA , & cela preés qu'il fait encore vérifier qu'elle est
représentable, Or on peut regarder A comme un torseur sur &, de groupe
Ag , et il est immédiat que ce torseur devient trivial aprés 1'exten-
sion de la base par le morphisme fini surjectif localement libre

szé —> % {puisque le changement de base P —> S scimdé 1'extension
envisagée A de § par A%). on peut alors conclure par un des

nombreux critéres d'effectivité de descente de M, RAYRSDD [23 XI 3,1 6)1.

7.2.1.4, Cela ach&ve de prouver b), et il reste seulement & prouver
l1'assertion a) de pleine fid&lité., Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que celle-c? est contenuc essentiellement dans la méthode
de démonstration de b}, ou, s'il le préfere, d'en chercher une démons-

tration directe indépendante,

7.2,1.5. On notera que la référence au délicat résultat de descente
de RAYNAUD devient inutile si on suppose A° quasi-projectif sur S, ou
ce qui revient au méme, B projectif sur S, Cette condition est satisfait

en particulier quand on part du schéma formel en groupes A sur S, ol A

est comme dans 7,1.5, - ce qui est le seul cas ol nous allons utiliser 7,2.1.

~

7.2,2. Nous allons appliquer 7.2.1 au schéma formel en groupes A envi-
sagé dans 7.1, dans le cas favorable envisagé dans 7,1 ot le schéma
abélien B est algébrisable (cf. 7.1.5), et ol on suppose de plus que

le tore To sur S0 est isotrivial, On trouve donc un schéma en groupes

AZ

sur S, appelé le Groupe de Raynaud de A sur S, caractérisé 2 isomor-
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phisme prés par un isomorphisme canonique de schémas formels en groupes

sur Specf(V) = 5 :

(7.2.3) wH" = i .

11 résulte de 7,2.1 que

(7.2.4) 3 = AT/aR0

est un groupe fini étale sur §, et que la composante neutre
A7° = p°F

est munie d'une structure d'extension

(7.2.5) 0 —5T—>39% —>p —>0

olt B est le schéma abélien sur § dont le complété formel est le schéma
formel abélien § construit dans 7.1, et T est caractérisé (& isomor-
phisme unique pr&s) comme le tore isotrivial sur S qui relave To.
Cette structure d'extension {(7.2.5) donne, par restriction aux Sn N

o]

les structures d'extension sur les Agz = An définies par (7.1.1).

7.2,6, 11 résulte d'autre part immédiastement de 7.2.1 qua le Groupe

de Raynaud A G , ainsi que la suite exacte (7,2.5), dépendent foncto-
riellement de A (satisfaisant aux conditions envisagSes), et que leur
formation commute & tout changement de base S!' —> § associé i un

homomorphisme d'anneaux topologiques adiques V —> V!,

7.3, Considérons maintenant, pour un nombre premier fixé £, le
0 . .
pro={=-groupe T%(A ). Identifiant un schéma fini sur S avec le schéma

P . . o.f
formel correspondant, et définissant la "partie fixe" T {4 ) comme
P s partie iixe” i,
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d'habitude, on trouve un isomorphisme comme (5.1,5)
o f ~0
(7.3.1) 'ré(A ) T%(A ) R
et définissant la "partie torique" comme dans (5.1.6)
ot _ oy v o f ~0
(7.3.2) Té(A jo= TL(T) 'rL('r) c TL(A ) T%(A ) ,

on trouve aussit8t, pour la "partie abélienne', un isomorphisme
3 p P 3

P oyab dfn o, f oyt
(7.3.3) TL(A ) oy T&(A ) /T&(A ) TL(B) .

On n'a pas encore ici utilisé l'hypothése que B est algébri-
sable, hypoth&se qui nous a permis de construire le schéma abélien B
et l'extension de Raynaud de B par T, Comme on &z évidemment un isomor-
phisme canonique {cas particulier de (7,3.1) appliqué au schéma abélien
B 1) T&(é) == T&(B), 1'isomorphisme (7.3.3) nous donne aussi @

Lab
(7.3.4) 'r%{@f’;a = 1, (8) .

Notons sussi, an passant, que (7,2.3) =zt (7.3.1) impliquent
aussi un iscmorphisme canonique

(7.3.5 TJL‘(AO)f = T&(AL’ 9,

compte tenu que le deuxieme membre est déjd un groupe pro-fini, I.e.

identique & sa partie fixe, La suite exacte canonique

(7.3.56) 0 — zr_‘)c(pf%t — TL{Ao)f —>T,(8) —>0

qui peut en tout état de cause{(sans hypothése d'algébrisabilité sur
B) s'interpritercomme lz suite exacte déduite par application du

foncteur T£ de lz suite exacte

0—=>7—>A° —»B—~>0
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peut aussi 8tre considérée comme déduite par application du foncteur

TL de la suite exacte canonique dz schémas en groupes ordinaires

0—>T—>8° —>p—>0 .

7.4, Supposons maintenant donné un deuxid®me schéma en groupesA' sur S,
satisfaisant aux m@mes hypotheses que G, et supposons A, A' & fibres
connexes, Soit W une biextension de (A,A') par € ;. On en déduit donc

5 ]

un accouplement (VIII 2.2)
1 =
(7.4.1) TL(A) X TJL(A ) — TJZ,(GmS) ZL(I)

et par restriction aux parties fixes un accouplement

\ £ £ _ -~ -
(7.4.2) TL(A) % T}L(A‘) T)C(G) X T&(G‘) —> zzL(l) s

qu'on peut aussi interpr2ter comme 1'accouplement défini par la
biextension W de (3,3’) par @ms déduite de W par complétion (en
définissant ici, pour simplifier, une biextension de schémas en groupes
formels comme une famille cohérente de biextensions Wn des (An,A;)

par G o }J. Or on sait (VIII 3.5) que W_ provient d'une biextension
Wnab den(Bn,Bé) (ot BQ est la partie abélienne de G;}, de sorte que

(7.4,2) se factorise en
(7.4.3) 7, W® x 7,4 = 1,B) x T, B —> 2z, (1),

qui est aussi l'accouplement défini par la biextension

ﬁab = W ab
n

)

de (B,B') par € o . Lorsque B, B' sont algébrisables, de sorte qu'on

S
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dispose de schémas abéliens B,B' sur S, alors en vertu de EGA IV 5.1.4

ab . . PV . . .
W provient d'une biextension, définie & isomorphisme unique prés,

ab
W de (B,B') par €.

et 1'accouplement correspondant
y '
(7.4.4) T, (B) x T,(B') —> T, (6 .)

est canoniquement isomorphe 2 (7.4.3).

Désignant par DB' le schéma abélien dual de B', W®® définit

un homomorphisme
(7.4.5) u : B —> D(B") ,

dont les propriétés refl2tent celles des accouplements (7.4.4) i.e.
(7.4.3). On voit par exemple que 1'accouplement (7.4,3) est une

dualité parfaite en un point t € § si et seulement si u_: B —> D(B"),

£
est une isogénie dont le noyau est de rang premier a2 { . Comme ceci
implique que u lui-méme est une isogénie (S étant local donc connexe),
et que Ker u est plat et fini sur S, donc que Ker u a m@me rang en

tout point, on voit que la condition qu'on vient d'envisager est

indépendante du point choisi t.

7.4.6, Ceci achgve de prouver en particulier 5.4, puisque sous les
conditions de ce théor2me (oli on peut supposer S complet), appliquant
ce qui précéde 2 A° et A'o, on a établi que 1'accouplement (7,4.3)
est pour tout £ une dualité parfaite au point générique 7, de sorte

qu'il en est de mBme au point s,
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7.4,7, On voit de méme par les considérations précédentes que le
théorgme d'orthogonalité 5,2 devient clair, sans recours au lemme
5.2.4. En effet, nous avons établi en coursde:route dans 7.4 que
1'accouplement (5.2.3.1)=(7.4.2) s'annule sur les parties toriques
de part et d'autre, donc se factorise em um accouplement (7,4.3),

dont il reste 3 établir qu'il est séparé sur les fibres génériques

des pro-groupes envisagés, sachant qu'il 1'est sur les fibres spéciales,
Cela provient en effet du fait que si (7.4.5) induit une isogénie

sur les fibres spéciales, c'est une isogénie,

7.4.8. Revenons aux conditions générales de 7.4, et supposons donné

un ouvert U C S-So, tel que AU et Aﬁ soient des schémas abéliens,
duals l'un de 1'autre par la biextension WU . Considérons les restric~
tions 2 U de la suite exacte (7.3.6) et de la suite exacte analogue
relative & A', de sorte qu'on trouve sur les pro-{~groupes de

Barsotti-Tate T&<AU) et TL(Ab) des filtrations canoniques
f t
T&(AU)DTJL(AU) DTL(AU) >0
(7.4.9)
a0 >, 5 ant oo
W8y =2 T4y 1Ay .

Ceci posé, je dis que ces deux filtrations sont duales 1'upe de 1'autre,

S

retativement & 1'accouplement (7.4.1) (qui est ici une duglité parfaite
(VIII 3.2)), i.e. qu'on a encore la relation (5.2.2) et la relation

. ] 3 ¥ L] S
symétrique (avec AK’AK remplacés par AU et AU). On a vu d'ailleurs

ci-dessus que cet énoncé d'orthogonalité revient aussi 3 dire que
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la biextension w2P de (B,B') par € o est une dualité parfaite sur U

S
(ou ce qui revient au m@me si U est dense dans S, sur &}, Clest une
propriété qu'il suffit de vérifier en tout point 71 de ¥, et alors

1’ argument habituel nous ram@ne au cas ot S est un +ss¢it de point
générique 7, qui est déja connu,

La relation d'orthogonalité nous permet d'autre part d'étendre
au cas présent les formules (5.5.7), (5.5.8) et (5.5.9), o on rem~
place l'opération de restriction au point générique 7 par celle de
restriction 2 l'ouvert U ; par suite, 5,6 s'étend également au cas

présent, Nous nous dispensons de réécrire ici les formules et 1'énoncé

précédents dans le contexte présent.

Résumons, du point de vue des modéles de Wéron, les résultats

obtenus concernant les parties abéliennes et leurs accouplements

Proposition 7.5. Seit § un trait complet, de corps de fonctions K. A

tout schéma abélien AK sur K ayant une réduction semi-stable sur S,

le procédé de 7.1, gppliqué 3 la composante neutre du modéle de Néron A,

de AK permet de définir la partie zbélienne B = Aab de celui-ci, qui

est un schéma abélien sur S, dépendant fonctoriellement de AK . Pour

tout autre schéma abélien A' i réduction semi-stable, on peut 3 toute

correspondance divisorielle W, sur (AK’Aé)’ associer une correspondance

divisorielle unique wab sur (A

b b .
a ,A‘a ), telle que pour tout entier

ab . . : o
nzg, Wn 2it comme image inverse par An —— Bn = An R

A’z —> B; = A,gab la biextension Wn de (Ag,A'z) déduite de W par

réduction, ob W est le prolongement canonique (1.4) de We a (4°,47%),
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: b . . .
La formation de Wa est compatible avec la formation d'images inverses

de correspondances par des morphismes de schémas abéliens Xk — AK s

Z; ——9-A§ « 8i WK est une dualité parfaite, il en est de méme de

w®, 51 W, est la correspondance divisorielle de (AK,AK) associée 2

b
une polarisation de AK, zlors wab est associé 2 une polarisation de 48 .

b
L'assertion de compatibilité de la formation des w2 aves
les images inverses est triviale, grace 2 la caractérisation indiquée
des Wab. Le complément relatif aux polarisations a été vu dans 7.1.%

en métme temps que la démonstration de 1'algébrisabilité de B.

7.6, Supposons toujours que § est un trait complet, A étant le modéle

de Nérom d'un schéma abélien AK sur K, On pose alors
. ly &

-
(7.6.1) AK (a )K ’

ol I est le schéma de Raynaud (7.2.2), extension successive du Groupe
fini étale ¢ par le schéma azbélien B par le tore T. Donc A;7est

, Qqui est extension

- . o _ &m0 _ ok
lui-meme extension de QK par AK A K A K

du schéma abélien BK par le tore TK

on a en vertu de (7.3,5) et (7.3.2) :

. Pour tout nombre premier 4 ,

T (n 9y = ¢ 50y o £ o t
(7.6,2) LL(AK ) ;L&(AK ) T&(AK) . TL(TK) TL(AK) .

o

7.6.3. On notera qu'en vertu de 3.3, la formation de AK commute

34 tout changement de base pour un morphisme de traits complets S' —> 5,
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3. Llextenslion de Raynaud A¥é7o dans le cas non semi-stable, et le

ind=-groupe AKé

8,1, Supposons toujours le trait § complet, mals ne supposons plus
nécessairement que AK ait une réduction semi-stable. Soit comme d'habi-
tude XK' une extension galoisienne finie de K telle que AK' ait une
réduction semi-stgble par rapport au normalisé S' de S dans K', Consi-
dérons l'extension de Raynaud Aé? associée 2 A, (7,6.1), 11 est clair
que le groupe de Galois de K'/K opere par tramsport de structure suy

ce schéma en groupes, d'oll par descente galoisienne un schéma en
groupes sur K, scit Ag%%, , qui dépend du choix de 1l'extension K',
Cependant sa composante neutre n'en dépend pas & isomorphisme canonique

prés grace & 7,6.3, et on la notera simplement Ab? ®. on velit par

XK
descente gque Aé? ° est une extension
(8.1.1) O~—>TK—->AK/’70—>BY—->O ,

olt TK est un tore et BK un schéma abélien sur K, De méme, en vertu de
la définition des parties essentiellement fixe et essentiellement torigue
de T?(AK) (4.1 et 6,5), les isomorphismes (7.6,2) donnent des isomor-

phismes canoniques
; N caby e m ef ~ et
(3,1.2> T&\AK; ‘L{AK) s TL(TK) T&(AK) s

d'oh par passage au quotient

n \ o~ ., yef et
(8.1.3} T&(BK) Té(.fk) /T&(AK) .
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Caeci détermine donc deux des quotients intervenant dans la filtration
ef et
* » 3 :3
(8.1.4) 'r%(AK> > T&(AK) o T, (A0 0
en termes de 1l'extension de schémas en groupes (8.1.1), Pour déterminer
. ef -
le troisidme quotient T%(AK)/TL(AK} , on note qu'en vertu de (6.5.2)

on a un isomorphisme canonique

et
#

2 ef o '
(2.1.5) T{,(AK}/T&<AK) D(T{,(A‘K) ,
ot D = Hom{ - , T%(Gm)) désigne le duzal de Cartier {au sens des pro-groupes

de Bsrsotti-Tate), et od A! désigne le schéma gbélien dual de . Consi-
4

dérons alors la suite exacte du type (8.1.1)
(8.1.6} o—->cr&—->».&“"°—>3;<—-—>o

associée au schéma abélien Ai sur K, et les isomorphismes du type (§.1.2)

correspondants, la formule (£.1.5) nous donne donc
wgm oa y8F o~ 1Yy o
(e.1.7) Tf;(éﬁ(’/TL“ﬁk) D(TL(TK}) M8, Z, .
oll on a posé (en généralisant les notations introduites dans (5.5.2))
oy = Pl L
(8.1.8) Moo= DO » Mp=DiT)

et oh maintenant D désigne le dual de Cartier Hom( - , € ) au sens des
schémas en groupes ordinaires, Ainsi gK et ﬂé sont des Groupes constants
tordus sur K, qui sur K' deviennent constants et isomorphes & des groupes

de la forme Z° (r=dim T = dim T').
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8.2, Les conditions sont celles de B.1, Il est clair que 1l'extension
(8.1.1) dépend fonctoricllement du schéma abélien AK, et que sa for-
mation commute 3 tout morphisme de trait § —> 5, Choisissant une
polarisation de AK’ dfols une isogénie AK'~€> AK" on en déduit un
homomorphisme de (8.1.1) dans (8.,1.6), dont on voit aussitdt (en
regardant les Té) que c'est une isogénie terme 2 terme, De mlme,
utilisent 7,5 et la descente, on voit que toute biextension par § ¢

mk
de schémas abéliens AK’ ZK sur K définit une biextension de (BK,EK)

par & , ol BK s BK désignent les quotients abéliens des extensions

de Raynaud qui correspondent 2 AK et a KK respectivement ; lorsque

W est une dualité parfaite, il en est de mdme de la biextension corras-
pondante de (BK’Ek)° En particulier, avec les notations de 7,6, les
schémas abéliens BK et Bé sont canoniquement duals 1'un dz 1'autre.

La correspondance entre biextensions sur (AK’AK) et biextensions sur
¥

(B Ek) a des propriétés de fonctorialité évidentes pour AK’KK variables,

K’
qui se déduisent par descente des propriétés znalogues énoncées dans
7.5, et dont nous laissons l'énoncé au lecteur., Nous laissons également

au lecteur la compatibilité de l'application précédente avec tout

changement de traits § —> S,

8.3. Revenons au groupe Ax,é?' , et étudions sa variance en K', Il est
3

clair que deux extensions isomorphes K', Ki de XK' donnent des groupes
canoniquement isomorphes, de sorte qu'on peut se bormer aux sous-extensions

K' de la clBture séparzble K de K. Si alors K!&— K' sont deux telles

sous-extensions galoisiennes finies de K, il résulte aussitdt de 3,3
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que l'on 2 une immersion ouverte canonique

(8.3.1) A W

permettant d'identifier le premier groupe 2 un sous-groupe ouvert du
deuxidme. Pour K' variable, on voit que les AK X forment ainsi un

s
systéme inductif de groupes lisses de type fini sur K, 3 morphismes

de transition des immersions ouvertes. 51 on pose

= % !; o
(8.3.2) LR AK,K'/AK,K' ’

les QK.K' eux-m8mes forment donc un systéme inductif de groupes finis
t4

étales sur K, qui sera étudié plus en détail plus bas,

Nous poserons

(8.3.3) by = U At
K Iy

la limite é&tant prise dans la catégorie des faisceaux fppf sur K. Comme
les morphismes de transition dans le systeme inductif envisagé dans

des immersions ouvertes, il est d'ailleurs clair que cette limite est
en fait représentable par un schéma en groupes (en général non quasi~

compact) sur K, que nous désignerons comme de juste par le m@me symbole

b
AK . On notera qu'on a, pour ce schéma en groupes

" bo 5o I3 bo ~
y A = = 14m
(8.3.4) K AK 4 AK / AK %«;}@K,

Ce dernier groupe sera déterminé dans 11.1C : il est canoniquement

K' -

isomorphe 2 M®Q/Z (avec 1la notation (8.1.8)),
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S, Définition de 1'accouplement de monodromie ‘}é&@k{i — ZZLS .

S.1. Dans le présent numéro on suppose 5 hensélien, et que AK ait
réduction semi-stable sur S, ou ce qui revient au méme, que Aﬁ ait
réduction semi-stable sur S (3.5.1). On dispose alors sur S de deux

Z -Modules constants tordus M et M' (5.5,2), qui sur un rev@tement fini
étale convenable de S (donc sur S lui-mfme si S est strictement local
i.e. si k est séparablement clos} se déploient en des groupes constants
de valeur M resp, M' isomorphes (nonm canoniquement} 2 ZZr, r étant

la dimension commune des tores maximaux de Ao et de Aé. Nous allons
considérer, pour tout nombre premier {, les faisceaux l-adiques corres-

pondants

= o= Mt
(9.1.1) M =M Z , M =N, 7

dont la signification géométrique cst explicitée par les
formules (5,5.7) et (5,5,8). Dans le présent numéro, nous allons

définir un accouplement canonique {(dit "accouplement de monodromie®)
P

(5.1.2) u

y M QM —Z N

-t = =L L4

qui sera défini en termes des pro-i-groupes de Barsotti-Tate T&(AO) et

TL(A'O), et m8me de la fibre générique TL(AK) du premier de ces groupes
(sous réserve, lorsque L=p, de disposer du théor2me de Tate [33, th.4],
i.e, pour l'instant qu'on soit alors dans le cas d'inégales caractéris-
tiques), Lorsque 4 # p, il revient au m@me de dire que 1'accouplement

(9.1.2) est décrit en termes du Ttemodule galoisien

{9.1.3) U= T@(AK)(K) = TL(AE)
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envisagé dans (2,5,3), et plus pricisément, nous verrons que sa connais-
sance équivaut essentiellement 2 celle de l'action du groupe de monodro-

mie I sur U.

9.2. gCas L # p ., Plagons nous donc d'abord dans le cas, plus simple,
ot L # p, en reprenant alors les notations introduites dans (2.5.3).
Notons qu'2 torsion pr2s, la relation V = UI signifie aussi que V

est le module engendré par les &léments gx - x (u € U, g € I), et qu'on

a en tous cas
i
(5,2.1) gx =X €V pourx €U, g€1 .
On a donc, pour g € 1 :
(9.2,2) gx = x + ulg).x ,

ot g b= u(g) est un homomorphisme de U dans vt qui s'annule sur V= UI,

ou ce qui revient au mlme
¢ N L. Y pu
(9.2.3) u € Hom{W/V , V) & (U/v) &V .

Dens le cas envisagé de la réduction semi-stable, i,e, quand on a
vic V, la formule (9.2,2) exprime que l'opération g dans U est une
transvection paralléle 3 Vi = W, et la composition de ces transvections
n'est autre que 1'addition des homomorphismes u correspondants (9,2.3),
Donc l'opération du groupe d'inertie 1 sur U s'explicite entidrement

alors par un homomorphisme de groupes

(9.2.4) 1 —> (u/v)v ® vl .
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Gr par le théoréme d'orthogonalité appliqué a la fois pour AK et A' on a
1 -
vi=w , (u/v) = uw(-1) ,

o W' est la partie torique de U'=TL(A’(§)), et o le (-1) désigne le
twist de Tate. D'autre part, l'homomorphisme ($.2,4) se factorise par
1(2) = ZiL(l), de sorte que 1'homomorphisme (5.2,4) peut s'interpréter

comme un homomorphisme canonique

(9.2.5) wi Z (1) —> w'ed(-1) ,
ou encore comme un élément

(9.2,6) u €W gu (-2) .

Se rappelant de la définition de W et de W', comme les groupes de points

3 valeurs dans K des deux faisceaux {-adiques constants tordus TL(AG)t
et TL(A'O)t, dont les fibres spéciales sont respectivement TL(TO) et
T&(Tg), on trouve les isomorphismes canoniques
- v

W T (T )0)) = Mez (1)
(5.2.7)

wes ())<= omez, (),
M et M' désignant les groupes des caractdres relativement 2 % de To et
de T; respectivement :

(9.2.8) T =DM , T'=D(M") .
[o] [¢]

Par suite, 1'élément u de (9.2.6), qui  exprime l'opération du groupe

d'inertie I sur le module de Tate U de AY , s'interpréte comme un élément
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canonique de (M’®z M an, , d'ailleurs invariant par TT°=TT/I=Ga1(k/k),

puisque par définition il est invariant par transport de structure :
VI " \I L d t e 1
(5.2.9) u € (M ®£I)®ZZ /4 y) = Homy (MoMZ L) == Hom,, LQ%@EL,ZZ i,) .

C'est (& la nctation u au lieu de up pres) 1'élément {9.1.2) que nous
voulions définir,
Pour définir (9.1.2) dans le cas général, nous aurons besoin de

quelques préliminaires, que nous allons développer dans les deux sections

suivantes .

9.3, Extensions panachées,

Soient £ une catégorie abélienne, et

(9.3.1) P, R, Q
trois objets de €. On s'intéresse 2 la classification des objets X de ¢,
munie d'une filtration en trois crans

(%) P =xoxlox?ox3 =0

avec des isomorphismes donnés

2,.3 2

Xkt =ap | xlx® =sg, X*xP=xP=sq .
Posant

£=xx2 , Fe=xtixd =yt
on voit que X donne naissance 2 deux extensions ordinaires
(9.3.2) 0> P~ F —> R —~> 0

, 0—>R—>E—>Q—>0 ,

de R per P et de Q par R respectivement, ilotre point de vue sera ici
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de partir, en plus des objets (9,3.1), de structures d'extensions (9.3,2)
supposées également données, et de considérer les structures filtrées
a4 trois crans X correspondantes., De fagon précise, nous appelerons

¢xtension panachée de l'extension E par l'extension F un objet X de

€, muni d'une filtration & trois crans (¥), et d'isomorphismes donnés

(5.3.3) E=x%% , rxid=xt

compatibles aux filtrations i.e, transformant respectivement Xl/X2 en
Im(R — E) et X2 en Im{P,F),et tels enfin que 1'isomorphisme

R 7/p (= x}/x?) déduit de (9.3.3) soit égal 2 celui déduit de la
premi2re suite exacte (9.3,2), Pour P,Q,R et les extensions E et F
fixées, les extensions panachées de E par F forment une catégorie de
fagon évidente, qui est en fait un groupotde (toute fléche y est in-
versible). Le groupe des automorphismes d'une extension panachée X

de E par ¥ est isomorphe canoniquement au groupe Hom(Q,P),grace a 1'iso-

morphisme

(9.3.4) Hom(Q, P} > Aut ), wr>idg + T R

extpan
ot u est 1'endomorphisme de 1'objet de  sous-jacenz 2 X composé de
X > 0 s p s X, oit les flaches extrBmes sont 1l'épimorphisme canonique
resp, le monomorphisme canonique provenant de la structure d'extension
panachée donnée sur X%,

I1 y aurait lieu de préciser les structures de la catégorie

EXTPAN(E,F) des extensions panachées de ¥ par F, en considérant celle-ci

comme un'"torseur" sous la "catégorie-groupe" (VII 2,3) EXT(Q,P) des
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extensions de Q par P, & 1'aide d'un foncteur naturel (analogue 2 la

composition de Brauer des extensions ordinaires)

(9.3.5) w: EXT(Q,P) ¥ EXTPAN(EZ,F) —>»> EXTPAN(E,F), w(G,X) = G\ ,
qui est tel que pour tout objet X de EXTPAN(E,F), le foncteur partiel

G —2 GAX est une équivslence de EXT(Q,P) dans FTPAN (E,F). Contentons-nous
de domner la description sommaire du foncteur w . Pour ceci, regardons

une extension panachée X de E par F comme définissant une extension
ordinaire (également notée X) de Q par I' (considéré comme objet de C),

et pour toute extension G de G par P, désignons par G 1'extension de Q

par F qu'elle définit, grice a l'inclusion P —> F, On pose alors
(9.3.6) % = wie,x) T,

olt le signe A désigne lz composition de Brauer dans la catégorie des
extensions de Q par F, La filtration en trois crans du deuxidme membre

X' de (9.3.6) est claire, ainsi que le deuxi®me des isomorphismes du

type (9.,3.3) associé & X' ; pour définir le premier isomorphisme du

type (9.3.3) pour X', on note que le foncteur Y > ?, EXT(Q,F) —> EXT(Q,R)
déduit du morphisme donné F —> R (5.3.2) est compatible avec la compo~
sition de Brauer, donc transforme X' en un X canoniquement isomorphe &

GNX , Or le premier isomorphisme (9.3,3) nous donne un isomorphisme

=~ F, tandis qu'il est clair qu'on a un isomorphisme canonique de

OR ™R

= (extension déduite de 3 par le composé P —> F —> R) avec l'extension
triviale, puisque le composé envisapé P -—> R est nul, Il en résulte un

o . z . L]
isomorphisme canonique X' -~ F, ce qui précise la structure d'extension
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panachée de E par F sur le deuxilme membre de (9.3.6). Nous laissons

au lecteur le soin de définir w sur les fl2ches de EXT(Q,P) x EXTPAN(EZ,F),
de vérifier que le foncteur (9,3.5) a blen la propriété annoncée, savoir
que pour toute extension panachée fixée X, le foncteur G +> GAX est

une équivalence de EXT(Q,P) avec EXTPAN(E,F}, et de prouver la formule

d'associativité

(9.3.7) GlA\GZ/\X) e GlAGZ)/\x s

ol GIAG2 désigne la composition de Brauer dams EXT(Q,P).

De ce qui précdde, on déduit aussitdt les parties a) et b) de la

Proposition $,3,8, Etant donné deux extensions E et F (5,3.2) dans

la catégorie abélienne @, on considere la catégorie EXTPAN(E,F) des

extensions panachées de E par F, On 2 alors ce qui suit :

a) EXTPAN(Z,F) est un groupofde, Pour tout objet de celui-ci,

le groupe des automorphismes est cenoniquement iscmorphe a

ext®(¢,?) = Hom(Q,P).

b) L'ensemble Tm%pan(E,F) des classes a isomorphisme prés

d'objets de EXTPAN(E,F) est vide, ou est de facon naturelle un torseur

sous le groupe Extl(Q,P).

¢} On peut de facon canonique définir une classe

(3.3.9) o(E,™) € Ext’(Q,p)

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour que 1l'on ait

Extpan(E,F) # 6 , i.e. pour qu'il existe une extension panachée de E par F,
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Il reste A prouver d), Pour cec! on note gu'une extension
panachée de E par F peut aussi 8tre décrit comme une extension X de E

par P, munie d'un isomorphisme d'extensions de R par P

X = 7 s
ofy X1 désigne 1'image de 1'extension X per le morphisme R —=> E donné
dans (9.3.2). Il existe donc une telle extension panachée si et seulement
si il existe un élément de Extl(E,P) done 1'image dans Extl(R,P) est
la classe € de l'extension F. Considérant alors la suite exacte des

Ext ( - ,P) associée 3 laz deuxidme suite exacte (9.3.2) :
a1 1 o) 2
veee = Ext (E,P) —> Ext (R,P) —> Ext " (R,Q) ... R
il suffit de définir ¢{(E,F)} par la formule
(8.3.10) ¢(E,F) = 3 , ob E = cL(F) € Ext'(R,P) .
Supposons maintenant que nous ayons un foncteur exsct

(5.3.11) r: ¢c— ' s

o €' est une deuxi®me catégorie zhélienne. Désicnons par P',Q',RY,E!, P!
les objets de C' déduits de P,0,R,E,F en zppliquant le foncteur r, de
sorte que E' est une extension de Q' par R', et F' une extension de R'
par P', Il est alors cleir qu'on 2 commutativité & isomorphisme canonique

prés dang le diagramme de foncteurs

EXT(Q,P) x EXTPAM(E,F) s EXTPAN(E,F)

(9.3.123

v
EXT(Q,P') X EXTPAN(E',F')~~> EXTPAN(E',F') ,
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ol les fleéches verticales désignent les foncteurs évidents induits par
le foncteur exact r, et ol w' est la flache analogue 2 w (5.3.5), avec
C remplacé par C', On en déduit des compatibilités analogues des struc-
tures envisagées dans 9,3.8 avec le foncteur r, que nous laissons au

soin du lecteur i expliciter,

Hous utiliserons la conséquence suivante de cette commutativité,
Supposons que EXTPAN(E,F) ne soit pas vide, et choisissons alors un
objet X dans EXTPAR(E,F). Alors grace a G' b= G'AX' (o X'=r(X)), 1la
catégorie EXTPAN(E',F') est &quivalente 3 la catégorie EXT(Q',P'), donc
un élément Y' de EXTPAN(E',F') est connu 2 isomorphisme prés quand on
connait la classe d'isomorphie de 1'&lément correspondant de EXT(Q',P'},

i.e., quand on connalt 1'&lément correspondant de Extl(Q‘,P’), soit
{yt 1 1 4
e, (Y ) € Ext (Q',P*) .

Lorsqu'on remplace X par un autre objet X1 = HAX, ot H est une extension

de Q par P, on voit aussitdt que 1'on obtient

°x (y'y = CX(Y) - cl{u") ,
1
grace 3 la formule d'associativité (9.3.7). Par suite, pour Y' fixé,

et X variable, les cX(Y') parcourent exactement une classe
(5.3.13) (¥ € mxel(Q',2")/ m Extl(qp)

qui est donc canoniquement associée & l'extension panachée Y' de E!
par F', Par construction, sa nullité est nécessaire et suffisante pour
que l'extension panachée Y' soit isomorphe A la transformée par r d'une

extension panachée X de E par F,-
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9,4, Solent S un trait hensélien, de point générique 1, n un entier
>0, A= Z/aZ, Cla catégorie des A-Modules sur § (pour le site
fppf sur S, <f, VIII 0.2), C' la catégorie des A-Modules sur 7 .
Soient P,R,Q des objets de C, et E,F des extensions de Q par R et

de R par P respectivement (9,3,2), On suppose que Q est un Module
localement libre de type fini sur AS’ et que P soit représentable
par un groupe de type multiplicatif fini sur S (8GA 3 IX), donc

qu'il soit de la forme
P = p{Q®) s

o D = Hom( -, Gms) désigne la dualité de Cartier, On considére les res-
trictions de P,R,Q,E,F a 1, solent Pﬂ’ Rn ....y €t on suppose donnée
une extension panachée (2,3} Xn de Ii,q par Fﬂ. Sous ces conditions, nous

allons définir canoniquement un accouplement

(9.4.1) C(Xn) 1 Qe , QF > A (A= 2/nZ2) .

Pour ceci, supposons d'abord S strictement local, de sorte que Q et Q%

sont conatants, solent ¢ = QoS , @F = Q*OS, et la domnée de (5.4.1)

revient 3 celle d'un élément
v v*
(9.4.2) C(Xn) € QO @ QO 1)

od le signe v désigne le dual ordinaire Hom( - , A). Pour ceci, nous
appliquons les considérations de9.3, en prenant pour r: € —> Q' le
foncteur restriction, Notons d'abord qu'il existe une extension panachée
de E par F : en effet, 1'obstruction 2 1l'existence d'une telle extension

"
se trouve dans Ext {Q,P) (9.3.8 ¢)), et il suffit de prouver qu'on a

Extz(Q,P‘ = 0 .
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Ceci est un cas particulier du

Lemme $.4.3. Sous les conditions précédentes, avec S strictement local,

on _a des isomorphismes
a) Exel(Q,p) = v'(s,qo0) , mxeliq,p) = ul(n,QeP)
A > + 3 3 A Qﬂ’ .q * ¥

d'autre part on a un isomorphisme canonique

v
b) Q&P = p(Qe¢¥) y

enfin, pour tout groupe constant fini H = HoS sur 5, on a
c) al(s,o(m) = Hi(n,D(H)n) =0 pouriz2 ,

et des jsomorphismes canoniques

1 . v v 1 v
I v o Y = VoL o 1 =
d) H7(s,d(n)) Gm(u,®!:{o Vi@H , H (‘r\,D(Hn)/ um(n)mo K%@HG

ot le signe VY désigne ici Hom{ - , Q/Z).

Les formules a) et b) résultent trivialement du fait que Q
est un AS-—Module localement libre de type fini. Pour prouver ¢), on
est évidemment ramené au cas od Ho= Z /mZ i,e. D(E) = By » et alors
la suite exacte de cohomologie associée 3 la suite exacte de Kummer

m,id
O > B> ¢ ——>» ¢ —>0
m m ™
nous raméne 2 prouver les formules

i/a « i - s
H (c,Gm) H (T\,Gm) 0 pour i =1 .

Les E- sont égaux aux “;; calculés pour le site étale [ 6 , th, 11,7],
ils sont donc nuls pour § puisque S est strictement local, Le fait

qu'ils sont nuls aussi pour m est un falt bien connu 6, th, 1,11,
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Reste & décrire des isomorphismes d}, En fait, sur une base

quelconque U, on a un homomorphisme canonigue
N b 1
{5.4.3.1} € (U @ 8 —= u (u,n(H )} s
m s} ol

qu'on décrit, lorsque HO est annulé par 1l'entier m 2 C, a 1'aide de
1'homomorphisme cobord Gm(U) 2 HK(U,@E) associé 2 la suite exacte
de Kummer, en prenant le composéd
6 (W) @R —> R ) ® HO —> 1 (U, o ) —sul(y, pa L)),
m [$ m m [¢] oS
olt 12 deuxi2me flache se déduit de 1'homomorphisme évident
§0 —_— Homqym, gﬁgaﬁ,o}, et la troisidme est un cas particulier de b}
{od on remplace n par m). Nous laissons au lecteur le soin de vérifier
que (5.4.3,1) ne dépend pas du choix de 1'entier m tel que mHo =0,
D'autre part je dis que 1'homomorphisme (5.4.3,1) est toujours injectif,
et que son conoyau est nul si Pic(U) = 0. (En falt, le conmoyau est
toujours isomorphe 2 Hom(Ho,Pic(U)), mais peu importe ici.) Pour voir
ceci, on est ramenéd en effet au cas on 1-‘.0 est de lz forme Z /nZ, et
alors l'assertion résulte aussitdt de la suite exacte de cohomologle
associée & la suite exacte de Kummer (¥) ci-dessus, Ceci prouve la

formule d4), On en conclut aussitfde :

Corollaire 9.4.4, Avec les notations de 9.4.3 on & un isomorphisme

canonique

5 i, N I s

e’ H \n,D(uT‘// Im B (Ss,d{H) -== B s
I

d'ott {2n combinent avec 2) et b)) un isomorphisme canonique

1 l ~ ¢ \'
(9.6.52 Ext (Qn,l’f)/lm Ext (Q,P) =~ QO ’g .
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Revenant 3 1a définition de (9.4,2) lorsque S est strictement
local, on note que la relation Eth(Q,P} = ¢ {implique lz possibilité de
définir un élément canonique ($,3.13), ob on prend pour Y' 1'extension
panachée Xﬂ donnée de En par Fﬂ . La formule (9.4.5) permet d'identifier
cet élément c(Xﬂ) a4 un &lément de 6586§’ ce qui précise la définition
de (9.4.,2). On trouve de plus, en vertu des considérations générales
de 9,3, que 1'élément en question s'interpr2te comme 1'obstruciion au

nrolongement de Xr en un2 exteusion panachée X de E par F,
i

2.4,6, La définition de (9.4.1) dans le cas S hensélien se ramdne main-
tenant immédiatement au cas strictement local, par descente galoisienne

a partir du hensélisé strict de 3.

Proposition $.4,7., Les domnées P,Q,R,E,F sont comme ci-dessus, sauf

qu'il est inutile de supposer le trait S hensélien., On considire le

foncteur

(9.4,7.13 X b Xﬂ

de 1la catéporie des extensions paneschées de E psr F dans la catégorie

des extsnsions panachées de Eﬂ par Fn. Pour toute extension panachée X

de Eﬂ par Fﬂ, on_considére ]'accouplement

(O { . %
{9.4.,7.2) co.xn) : Qo ® QF —> Ag

induit par 1'accouplement du type (9.4.1) défini sur le hensélisé Sh d

Ceci posé, le foncteur ($.4.7.1) est pleinement fid2le, et pour ume

extension panachiés X?lgg En nay Fﬂ s Xr appartient 3 1'imesge essentielie
! 1

de ce foncteur si et seulement si 1'zccouplement {5.4,7.2) est nul,
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¢.4,7.3. Cet énoncé garde un sens et reste valable lorsqu'om suppose

seulement que § est un schéma noethérien régulier connexe de dimension 1 :

au lieu d'un seul accouplement (9,4,7.2), il faut alors considérer un

accouplement Qs ® Q§ — As pour chaque point fermé s de S, C'est sous

cette forme plus générale qu'il nous sera le plus commode de prouver 9.,4.7.
a) Pour toute extension panachée X, l'application

End(X) —> End(xﬂ)

est bijective, Comme les deux membres sont respectivement les sections

de Hom(P,Q) = D(QRQ*) sur S et sur n , 1l'assertion provient du fait

que S est normal et que D(QRG*) est fini sur 5. De ceci résulte aussitdt
que si X et Y sont deux extensions panachées, et si on sait déja gqu'elles

sont isomorphes, alors
Hom{X,Y) —> Hom(xn, Yﬂ)
est bijectif,

b} Si X et Y sort deux extensions panachées, tout isomorphisme
Xﬂ > Yﬂ provient d'un isomorphisme X —> Y. Grfce 2 a) la question
est locale pour la topologie étale, ce qui nous permet de pous ramener

au cas oft S est strictement local, Mais dams ce cas 9.4.3 nous montre

que l'application

1 \ vosls
ExtA(P,Q/ — uxtA\Pn , Qn)
s'identifie & 1'application

v v
V*®HO—‘>K*®HO
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qui. est injective (puisque la suite exacte (¢ = V# mmdp K¥ wede 77— 0O
est scindée), donc elle est injective, ce qui implique (gr@ce au sosite
9,3) que si Xn et Y, sont isomoxrphes, il en est de m@me de X et de Y.

On gagne donc par a).

Evidemment a) et b) impliquent que le foncteur X Xﬂ est

pleinement fiddle.

¢} Soit xn une extension panachée sur 7, prouvons qu'elle
se prolonge 2 S si et seulement si les accouplements (9,4.6.2) sont
nuls. Ici encore, l'unicité déia prouvée montre que la question est
locale pour la topologie étale, ce qui nous ramdne encore au cas S
strictement local, Alors la conclusion est vraie par construction,

comme on avait signalé juste avant 9.4.6,

Ainsi la démonstration de $.4.7 est achevée.

5.5, Supposons maintenant fixé un nombre premier 4, des pro~-i-groupes

de Barsotti-Tate sur S,

P o= n = (i = -
{9.5.1) P = (P(n))nzo , R \&(n))nzo , Q (Q\n))nzo ,
et des extensions de pro-{~groupes de Barsotti-Tate
(9.5.2) O—=>P~—>F—»R—>0, 0=>»R~>f—>Q—>0 y

définissant donc pour tout entier n 2 O des extensions de An-Modules
o A = z /L“*'lz
(5.5.3) 0 —>P{n} —> F{n) —> R(n) —>» 0, 0~> R{n) > E(n)—> Q(n)—>C .,

Nous supposerons Q de type étale et P de type multiplicatif, Supposons
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enfin donnée sur n un *o-l-groupe de Barsotti-Tate Xﬂ qui soit extension
panachée de En par Fﬂ’ par quol nous entendons qu'il est muni 4'une
filtration en trois crans (en tant que pro-{-groupe de Barsotti-Tate},
donnant lieu 3 des extensions partielles munies d'isomorphismes avec

Eﬂ et Fﬂ respectivement, Il s'ensuit que pour tout n, Xn(n) est muni
d'une structure d'extension panachée de E(n)n par F(n}n. Nous pouvons

lui faire correspondre alors un accouplement du type (9.4,1) :

(5.5.4) cR(m)) : Qn) @ QHa) —> A = zp 1z

»
ot les Q*(n) sont les groupes finis étales sur § définis par
P(n) == D(Q*¥(n)) , 1.e, Q¥(n) = D(P(n)) ,

D désignant encore la dualité de Cartier, Les @%*{(n) forment un pro-{-groupe
de fagon &vidente, soit Q*, Nous laissons au lecteur le soin de vérifier
que pour n variable, les homomorphismes (9.5.4) définissent un homo-
morphisme de systdmes projectifs, i.e, un homomorphisme de faisceaux

{-ediques constants tordus sur S :

(9.5.5) C(Xﬂ) : QRQE ——> Zzs .

Signalons en passant le résultat suivant (qui ne sera pas utilisé

dans la suite) :

Proposition 9.5.6. Les données P,Q,R,E,F sont les mBmes que ci-dessus,

sauf qu'i]l est inutile de supposer le trait S hensélien., On considere

le foncteur

(9.5.6.1) X t—> Xﬂ

de la catéporie des extensions panachées de Barsotti=Tate de E par F
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dans 12 catégorie des extensions panachées de En par ?ﬂ . Pour tout

groupe de Bareotti-Tate extension pavachée Xﬂ gi Eﬂ par Fn , on consi-

dére 1'accouplement correspondant

O g 3
(2.4.6-2/ QO ® Qg ard %,S »

induit par 1'accouplement du type (9,5.5) défini sur le hensélisé de S.

Ceci posé, le foncteur (9.5,6,1) est pleimement fid2le, et son image

essentielle est formée des eroupes de Darsbiti-Tofe Kﬂ extensions

panachées de Eﬂ par Fn telles que 1'accouplement (3,5.6,2) correspondant

s0it nul. De plus, lorsque car.K = 0 {de sorte qu'on peut appliquer

le théoréme de TATE [33 th. 41), alors Xn appartient 3 1'image essen-

tielle si et sgulement si Xn se prolonge en un groupe de Borgutti-Tate

sur S,

9.5.6.3. Nous laissons au lecteur le soin d'étendre cet énoncé au cas
ol on suppose seulement que S est un schéma noethérien régulier connexe
de dimension 1.

La premidre assertion de 9,5.6 est une conséquence immédiate
de 9.4.6, appliqué aux composants des groupes de BaPSgtti-Tatc envisagis,
Il reste a prouver que si un groupe de bardottde«Tate Xn , extension
panachée de Eﬂ par Fn , Se prolonge en un groupe de Jansctti-{ats X?,3
sur §, il se prolonge aussi comme extension panachée, Or en vertu du

théoréme de TATE [337, 1'homomorphisme Xn — Qn se prolonge de fagon

unique en un homomorphisme

X =—> Q .
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Pour tout entier n, 1'homomorphisme correspondant X{n) —> Q(n), étant
surjectif sur les fibres génériques, est surjectif ; comme Q{(n) est
étale sur n, donc X{n) —> Q(n) est plat, il s'ensuit que c'est un

épimorphisme, Donc ¥ —> Q est un épimorphisme composant par composant,

Si donc ?idésigne le noyau de X —>» @, i1 stensuit que T est un groupe
de Barsotti-Tate et X est une extension de Q par F . D'ailleurs

1'i somorphisme FTI—Sge-En se prolonge, par le théordme de TATE, en

un isomorphisme F == F , Par suite, X apparaft comme une extension

de Q par F. Considérons alors le quotient E = X/P, om voit encore,

par application du théorgme de TATE, quion a un isomorphisme E “% E ,

11 s'ensuit que X est une extension panachée de E par F prolongeant

1'extension panachée Xn , cqfd,

Remarques $.5.6.4. a) Bien entendu, la derni2re assertion de 2.5.6
devrait 8tre valable sans restriction sur K, puisqu'il devrait en &tre
aipsi du théoreéme de Tate invoqué,

t) Cn peut donner une autre démonstration du critédre
de bonne réduction 5.10, en se ramenant comme dans 5.10 au cas of A\
est a réduction semi-stable, et en appliquant alors §.5.6 a T&(AK)

considérée comme extension panachée (cf, 9.6), qui implique u =G,

et utilisant 11.6.2 a) plus bas qui implique que l'on a T‘,(AK)t =0,

$.5.8, Lorsque 4 # p, les groupes de Barsotti-Tate envisapgés sur §
resp. sur K s'interprétent simplement en termes de faiscegux d-adiques
constants tordus sur 5, ou de fagon équivalente, en termes de représen-

tations c: Ty = Gal(k/k} resp. de 1 = Gal{K/K) sur des Z ,-modules libres

£
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de type fini, On constate alors que 1'homomorphisme (9.5.6) est 1'homo-
morphisme canonique qui exprime l'action du sous-groupe d'inertie

I <1 sur Xn(E), défini par la méthode de 9.2. Pour le vérifier, om

se ram@ne immédiatement & la situation de 9.4, en y supposant Qque n
est égal A une puissance de £, et que R est un A=Module localement
constant (tout comme Q et P), de sorte qu'il en est également de meme
de E, F et de Xn . La vérification de l'identité des deux définitions

est zlors laissée au lecteur,

9.6, Nous sommes maintenant en mesure de définir 1'accouplement
canonique annoncé (§.1,2), sans restriction sur 4, de telle fagon que
pour { # p cette définition cotncide avec celle donnée dans $.2. Pour

ceci, on applique les considérations de 9.5 & la situation suivante :

P =T (a%% = (1) =M , R
JA =B, Q

o,f o\t
o TL(A ) /TL(A ) s

(9.6.1)

_ o,f - o f
F = TL(A )* , E = D(F") D(TL(A' ),

o dans la dernidre formule D désigne le duzl de Cartier au sens des
pro~{-groupes de Barsotti-Tate, i.e D(Y) est le systéme projectif
des D{¥{n)), pour les morphismes de transition habituecls. La struciurc

o.%L

de ¥ comme extension de R par P est claire, On a de méme sur F' = T&(A' 3

une structure d'extension de Rk' par P' = Té(A'o)t = g&(l). Appliquant

la dualité de Cartier, on en conclut que E = D(F') est muni d'une

structure d'extension de D(P') = M, par D(R'). Or D(R') est canoniquement
n

isomorphe 3 X en vertu de 5.5 (prouvé dans 7.4.6), ce qui précise la

structure de E comme extension de ¢ par R.
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Comme extension panachée Xn de En par Fﬂ , on prendra

° 1 £ 2 N -
X = = = £ pos] .
(9.6.2) n T£(A{<) xnaxﬂ TL(AK) :>xn TL(AK, Q
L'isomorphisme d'extensions de Rﬂ par Pn
Xl = F
n m

est clair, L'isomorphisme d'extensions de Q par R :

x/x2 <= ¥ = D(F!)
non M n

Y

est clalr grace au théorime d'orthogonalité 5.2,

Hous disposons done des données requises pour dé&€finir un
accouplement (9.5.6), qui ics {comme O¥ = g%) prend la forme {(9,1.2).
e fait que ceite définition soit compatible avec celle de 9.2 résulte
de 9.5,8, Les considérations de 3,3 montrent d'auire part, sous réserve
de la validité du thécrdme de TATE [33] (donc en tous cas dans le cas
ot car K = ¢} que 1'accouplement en question peut se dicrire en termes
4u seul L-pro-~groupe de Sarsctti-Tate Kn = TL(AK) sur 3 (puisque sa
filtration en trois crans, et les extensions F et E qui prolongent

1

2 .
Xﬂ et Xn/}{ﬂ s psuvent se Jdéfinir canoniquement en termes du seul

. 1 = .
pro~legroupe X TL(AK)

Remarque 9.7. Ne supposons plus nécessairement que A, ait réduction
semi~stabie sur le trait hensélien S, et soit K' une extension galoisienne
finie de K telle que AK' ait réduction semi~stable sur le normalisé &'

de 5 dans X' (3.6). Avec les notztions de (8,1.8), on définit alors,

par descente galoisienne 2 partir de 1'accouplement de monodromic pour AK' ,
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un accouplement

K'
* . ® 1 >
9 Yy o —MK —MK Zog

Ce dernier 2 priori dépend du choix de K' , mais il résulte de (10.4.3)

ci-dessous que 1'accouplement
. 1
(9.7.1) u, M @M —> @,

donné par

u, = (1/e(s'/8)) VK)'&

n'en dépend pas, ot e(8'/S) = long(V'/mV') . On pourra appeler encore

(9.7.1) 1'accouplement de monodromie pour le schéma abélien AK sur K

et le nombre premier 4 envisagé, puisque dans le cas on AK lui-méme
a réduction semi-stable, il coincide évidemment avec la restriction a n
de 1'accouplement de monodromie (9.1.2). Il résulte de 10.4 plus bas

que cet accouplement est en fait toujours & valeurs dans QK, et est

indépendant de 4 .

On peut se demander s'il est a valeurs dans EK , ce qui revient
a dire que (9.7.1) est 2 valeurs dans Z&K pour tout nombre premier & . C'est
le cas du moins si AK est une courbe elliptique, le seul cas qui demande
une vérification étant alors celui ol MK :’M& est de rang 1, de sorte que
MK ® !ﬁ est canoniquement isomorphe & IZK , et que l'accouplement de mono-
dromie (9.7.1) peut s'interpr2ter simplement comme un nombre rationnel ordinaire.
On trouve gra3ce aux résultats de NERON [19] que celui-ci est égal a v{(j) ,

j étant 1'invariant absolu de AK et v la valuation normalisée de K

438



- 121 - X

10, Propriétés de ]'accouplement de monodromie., Théor2me d'intégrité et

de positivité

Dans le présent paragraphe, nous allons donner tout d'abord
certalnes propriétés formelles essentiellement triviales des accouplements
de monodromie, le détail (un peu fastidieux) des vérifications étant
laiesé au lecteur, D'autre part, nous indiquons un théoréme plus profond
(10,4) concernant ces accouplements, et indiquons comment on peut se
réduire pour sa démonstration 3 un cas spécial de jacobiennes, qui
sera traité (par vole transcendante) au par. 12 (qui est d'ailleurs

logiquement indépendant du par. 11).

1¢.1. Transport de structure. Il est cleir, sur la définition donnée

de 1'accouplement de monodromie (9.1.2), que cet accouplement est compa-

tible avec le transport de structure en la situation (S,AK,AQ).

10.2, Symétrie. Si nous partons du schéma dual A& de AK et lui appliquons
la construction du par. 9, nous devons introduire le schéma dual (Aé)'

de AK s qQul est canoniquement isomorphe & AK per le théor2me de bidualité
([5] ou VIII 3.2), Désignons par uiK 1'acocuplement de monodromie (9.1.2)
relativement 3 AK , de sorte qu'on trouve de m8me un accouplement

)

Ap .o
(10.2.1) u K M&®M&~—>E£ .
Ceci posé, je dis que ce dernier se déduit de ugx par la symétrie
. [} hod 1]
s @ {QﬁL <o M ®§L ,

i,e, on 2 la formule
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1
(10.2.2) uix = uix &

Compte tenu de la propriété connue d'anticommutativité des
accouplements 0 ([57 ou VIIT 2.2.11}, la formule de symétrie (10.2.2)
peut se reformuler de la fagon suivente, en termes d'une polarisation
fixée E de AK , qui définit un homomorphisme E : AK,__> Aﬁ , d'oh

un homomorphisme correspondant (t étant 1l'initiale de "torique")
(10.2.33 g, H—> N R
permettant de former 1'accouplement
(10.2.4) cpt : I M —>Z cpt (x,y) = uAK(x g (y))

2 TR A AR W v By
la forme précédente wg p st symétrique :

3

{10.2.5) wéb(x,y) = ng(y,x) .

En fait, cet énoncé est vslable pour tout élément § du groupe de
Néron~Séveri de AK (pas nécessairement une polarisation) ; mais ce
n'est que lorsque & est non dégénéré i.e. définit une isogénie Ay > Ak
donc aussi une isogénie (10.2.3), que la relation de aymétrie (10.2.5)
est équivalente 2 la relation de symétrie (10.2.2). D'ailleurs dans
le cas ol § est une polarisation, on va préciser considérablement
(10.2.5) dans 10.4 b) plus bas,

Signalons enfin une troisidme fagon d'interpréter la relation
de symétrie, Pour ceci, considérons une biextension (= correspondance

divigorielle) £ sur un couple (AK,XK) de schémas abéliens & réduction

semi~stable sur K, qui définit un homomorphisme

AR
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et par passage aux mod2les de Néron définit donc un homomorphisme sur
les tores maximaux des fibres epéciales, donc en sens inverse un homomor-

phisme sur les Groupes de caractdres, d'oi un homomorphisme

(10.2.6) E : H—>

t
ot M est défini en termes de KK comme M en termes de AK . On peut donc

former 1'accouplement

(10.2.7) epg PoMe 'I'__i& —>Z, , cpt(x,y) = cpt(x,f‘;t(y)) .
Notons en passant que pour un schéma abélien AK a réduction semi-stable
variable, le Groupe constant tordu M est un foncteur covariant en 4, ,

et qu'alors la formation des accouplements (10.2,7) associés aux biex-
tensions de schémas abéliens & réduction semi-stable sur (¥,S) est
compatible, en un sens évident, avec la formation des images inverses

de biextensions, Bien entendu, lorsque & est la biextension canonique

( "de Weil" ) de (AK , A&), 1'accouplement (10,2.7) n'est autre que
1'accouplement de monodromie (9.,2,1). - Ceci posé, la relation de symétrie

. . 5
peut s'exprimer de la fagon suivante : congidérons lg symdtrique & de E ,

qui est une biextension de (A ), d'olr un accounlement
3 3 N

O, P B @M T>Z
g
on a alors la relation de symétrie
(10.2.8) qf = g o s or s: M, ® M, =M @B
oe % ’ PEeL TR

est encore l'isomorphisme de symétrie. On comparera cette relation a

la relation d'antisymétrie de VIII 2,2.11,
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10.3. Changement de trait, Soit maintenant

(10.3.1) g: S —> 8§

un morphisme dominant de tralts henséliens, associé 2 un homomorphisme

local injectif d'anneaux de valuation discréte
vV —> y! ;
posons comme d'habitude
(10.3.2} e(st/s) = 1ongvV'/gV' .

m étant 1'idéal maximal de V. On sait alors que 1'homomorphisme induit

par {1C.3.1) sur les parties "modérées" des groupes d'inertie

(10.3.3) gy ¢ Il %U Z, (1) () —> 1= &T;l‘ z, (1) ()
p P

est domné par
{10.3.4) ge(x) = e(5'/8) x s

en identifiant les deux membres de (10.3.3) 2 1l'aide des isomorphismes

évidents Z, (1) (k7 ==>2Z,(1)(k") (1 ).

Notons d'autre part que, pour un schéma abélien AK sur K 2
réduction semi~-stable sur S, la formation des réseaux tordus M , M'
commute & tout changement de bage S' —> § comme dessus, comme il
résulte aussitdt des définitions (notamment 3,4). On peut don¢ consi-
dérer 1'accouplement uix défini par Ay, (K' = corps des fractiong de V')

comme un accouplement

&
u XK' oM @ M

1 Mg hst T2

st
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A
et le comparer 2 1'accouplement uté' déduit de u{F par changement de
base, Lorsque 4 # p, la construction des accouplements u, donnée dans

$.2, jointe 2 la formule (10,2.2), montre inmédiatement qu'on a alors

(16.3.5) uiK’ = e(5'/8) uj:K .

Cette formule reste en fait valable également pour L = p, comme on

voit en revenant 4 la construction générale donnée dans 9.3 2 5.6, en

se ramenant 3 un énoncé de compatibilité analogue 2 (16.3.5) pour
1'isomorphisme %.4.4 e), pour un changement de traits strictement locanux
$' —> S, (On notera gque l'isomorphisme en question est déduit de
1'isomorphisme K¥/v¥* =% déduit de la norme, donpant donc lieu au

diagramme commtatif
K¥/V¥ —fRis 77

e(s'/8)

Nur

K‘*!V'* B /A .

Voici un résultat plus profond concernent les accouplements
de monodromie, dont on donnera unc démonstration par voie transcendante
au nar. 12, en nous appuyant sur des résultats qui seront démontrés
ultérieurement dans le Séminezire, (Nous n'utiliserons d'ailleurs pas
1G.4 dans la suite du Séminaire, pas plus que les autres résultats

du présent exposé,}
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Théoreme 10,4, Soient S un trait hensélien, AK un_schéma abélien sur K

3 réduction semi-stable sur S, Considérons les résesux M et M' associés

comme dans 9.1 (cf, 5.5.2), Alors on a ce qui suit :

a)

{10.4.1)

Il existe un unique accouplement

U He M —> T,
- b pe

tel que pour tout nombre premier &, u&z@‘ﬁ soit 1'accouplement de mono=-

dromie uy de (%,1.2), Cet accouplement est séparant.

b}

Soit &€ une polarisation de AK , définissant donc un homomor-

phisme (10.2,3)

et considérons la forme

(10.4.2)

t
ng tMeMN—>Z. , cst(x,y) = u(x,gt(y)) .

Cette forme est symétrique, positive et non dégénérée,

Bien entendu, en termes de la fibre géométrique Mo de M en

un point géométrique donné sur $,1'assertion précédente signifie que

la forme correspondante

M @M —>Z
o [¢]

est symétrique, positive et non dégénérée, Quand 3 1'accouplement (10.4.1J,

on 1'appelera encore 1l'accouplement de monodromie.
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10.5. Réduction de 10.4 3 un cas particulier

10.5.1, L'unicité d'un u satisfaisant la condition énoncée (méme pour

un seul 4) est claire. D'autre part, l'existence signifie simplement

1 applique en fait M3' dans TI;. et 712 i'bhomomornhisme ainsi obe
tenu MoM' —> Z% est indépendant de £ , En fait, il suffit méme de prouver

que chaque u

1'assertion analogue pour les u, ®_ @, et unu, * M
(2 ZZ,L L Q -

Supposons alors qu'on ait établi 1l'existence aprés changement

M —>Q .

Q

de base S' —> S comme dans $.3. Alors il résulte immédiatement de

(10.3.5) qu'il existe un homomorphisme

1
ur MM —>__ " Z cQqQ
e(s'/8) %%

compatible avec les u, ®Z

Q& , d'od a)., Quant a b), il est trivial
alors que s'il est vrai poﬁr AK' , 11 1'est aussi pour AK .

Par suite, nous pouvons, pour prouver 10.4, nous permettre
n'importe quel changement de traits S' —> § dominant. Ceci nous permet
en particulier de supposer S complet 2 corps résiduel algébriquement
clos, Dans ce cas, M et M' sont des schémas en groupes constants, de

valeur M,M' des modules libres de type fini sur Z, et 2) et b) se

reformulent avantageusement en termes de ces derniers,

10.5.2. Supposons maintenant que AK soit isomorphe 2 un facteur direct
d'un schéma abélien Xk sur k 3 réduction semi-stable, et que 10.4 soit
prouvé pour ce dernier, Alcrs il en résulte aussitdt que 10.4 est valable
également pour AK , compte tenu du comportement fonctoriel évident des

réseaux M,M', et des accouplements de monodromie, vis-3-vis des sommes
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directes de schémas sbéliens 2 réduction semi-stable.

Il est également immédiat, gr#ce 2 10.5.1, que la validité de
10.4 ne dépend que de la classe & isogénie prés de AK . Joint & la remarque
précédente, et du "théor2me de réductibilité de Poincaré” [15 1,

ceci nous montre que si AK est quotient d'un.schéms abélien K? pour

lequel 10.4 est valable, il en est de m@me pour AK .

10.5,3. Utilisons maintenant le fait bien connu {31, th, 11 {(p.20)]

que, quitte & faire une extension finie sur K (ce qui est loisible, grace

4 10.5.1), tout schéma abé&lien AK est quotient de la jacobienne

(= Pic§ ) d'une courbe propre, lisse et géométrique connexe X, sur X,
=20 K/K K

Compte tenu de 10,5.2, on est donc ramené & prouver 10.4 dans lz cas

d'une telle jacobienne,

10.5.4. D'aprds un théoréme de ARTIN-UMPORD [27 {dé€ja cité et utilisé
dans V ), quitte 2 faire encore une extension finie K' de ¥, on

peut supposer que X se prolonge en un schéma projectif et plat sur §,

K
régulier, et tel que la fibre spéciale géométrique X; n'ait comme

seuls points singuliers que des points singuliers quadratiques ordinaires
(i.e., ici, des croisements normaux de deux branches). Dans ce cas, nous
prouverons 10.4 a) dans 12:5 plus bas, en explicitant entilrement
1'accouplement de monodromie (10.4,1) en termes des données géométriques

de la situation, et nous vérifieroms en méme temps 10.& b) dans le cas

de la polarisation canonique de la jacobienne.
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10.5.5, 11 reste & voir que si pour un AK donné 2 réduction semlestable,
10,4 a) est vrai, et 10,4 b) est vral pour une polarisation donnée §0
de AK , alors cette conclusion reste vraie pour toute polarisation £ de

AK . En effet, si E; y E.désignent les homomorphismes

[ d

3 . 1
go » & AK.———> AK

définis par EO » &, qui sont donc des isogénies, on sura

.~

P ~t r~
g = o & T a¥ §0 , avecaEEnd(AK) ®ZQ ’

ol o > o* désigne l'involution cznonique de 1'algdbre End(AK) ®ZQ
définie par la polarisation %o , et ol l'exposant t dans t(0.*) désigne
le transposé {associant 2 un endomorphisme de AK un endomorphisme de
Aé). D'autre part, il est connu [15, Chap V th.3] que 1'on &

o= ? 8? 3i , avec Bi € End(AK) @h? R

i
d'ol

L

g= % 888

i

ou encore, en termes des biextensions (= correspondances divisorielles)
associées aux polarisations envisagées (VIII 4,14) :
(10.5.5.1) 8(g) = Eilé(ic)o(ei,si) .
D'apr2s ce qui a 6té dit apr2ds (1C.2.7), cette formule implique (avec
les notations de (10.4.25)

t t N
(10.5.5.2) Pg = % mgo (Bi,Bi/ € Hom(MdeM¢,Q) .
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Elle implique bien que si xé est symétrique et positive, il en est de
o

t
méme de mg B

Enfin, le fait que qf

g

o
2 1'assertion que 1'accouplement (10.4.1) est séparant (compte tenu

soit non dégénérée équivaut évidemment

que §Ot M @2? — M'®Z Q est un isomorphisme, E; étant une isogénie),
et est donc également indépendant de la polarisation choisie. On peut
d'zilleurs noter que pour vérifier que (10.4.1) est séparant, il suffit
de vérifier la meme assertion pour 1'sccouplement de monodromie v, (5.1.2)
pour un nombre premier {4 , Prenant { # p, on peut utiliser la description

§.2 de u, ; le fait que u

p 3 solt séparant 2 gauche {(donc des deux cBtés,

L

pour une raison de rangs) est nlors trivial.

11. Composantes connexes du modile de Néron : relation de dualité,

comportement assymptotique

11.0. Le but du présent paragraphe est 1'étude du k-groupe fini étale
(11.0.1) 8 =A/A°

o o' "o
déja considéré dans 1, Pour tout nombre premier 4, nous désignons par

& (1)
o

la compozante l-primaire de ce dernier, de sorte que lz connaissance de

¢ équivaut a celle des éofl), grace 4 1a formule

(11.0.2} 8 =_LZL§>O(L) .
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Notons que les groupes @o . QO(L) sont déterminés respectivement
par la connaissance des groupes finis ordinalres éo(ﬂ), QO(L)(E) et
de l'opération naturelle de o Gal(k/k) sur ces derniers. D'autre
part, 11 est clair que QO(E) est aussi le groupe des composantes connexes
du moddle de Néron de AE , ol E est le corps des fractions de l'hensélisé
strict de S relativement & la cldture séparable choisie % de k. Ceci
nous permet done, pour l'étude de @O , de nous rzmener 2u cas ot S est
strictement local, - les opérations de A = Gal(K/K) sur éo(g} se
récupérant automatiquement par transport de structure. On pourrait
de m@me se ramenmer au cas oh S est de plus complet, grice su changement
de base §‘~—> S, grace au fait que la formation du modele de Néron y

commute [21, th. 3.4 b)],

11.1. Supposons donc S strictement local, de sorte que éo peut s'iden~

tifier 2 un groupe fini ordinaire @oCk), et on trouve

(11.1.13 @o(k) = Ao(k)/Aoo(k) = A(S)/8°(8) == AR /A(K)°

b

ot 1a premidre égalité provient du frit que Ao est lisse sur k, l=a
deuxidme du "lemme de Hemsel" compte tenu du fait que A est lisse sur
§ et 5 hensélien, enfin la troisi2me provient de la relation A(S) > A(K}

et du fait que nous posons

dfn
(11.1.2) AR® = A%s)

de sorte que A(K)° apparaft comme un sous-groupe d'indice fini naturel

dens A(K) (& ne pes confondre avec AC(K) = A(K) 1), Les isomorphismes
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(11,1.1) sont évidemment fonctoriels en A, et compatibles avec le
transport de structure en (S,AK}, et en particulier avec 1l'action d'éven~
tuels groupes de Galois.

Supposons maintenant que 4 solt un nombre premier # p, de sorte
que A% est L-divisible, et plus précisément 4 1d

A

étale et surjectif, de sorte que ce morphisme induit un endomornhisme

o @st un morphisme

surjectif de 4°(8)=A(K)®, qui est donc un groupe L-divisible. Il en

résulte sussitdt que pour tout entier n 2 O premier 2 p = car(k), on

a lz relation
(11.1.3) o3, (0 -:-nAw);nA(K)" , pour {mp)=1 .

Or par définition (2,2,3) de la partie fixe de phe s omoa

£,
AN

23 A = £7y 2 YRR
(11.1.42 nx(K, (RAK} {K) Tn(AK, K} ®2n2 /nZ .

Prensnt pour n une puissance de 4, et posant comme dans (2,5,3)
(11.1.5) U= T, ), d'on T, (a@NT = o?
eded; = 1 - P ou 1 ¥ g s

ot UI désigne le sous-module de U formé des invariants sous le groupe
d'inertie I, on peut écrire (11.1,3) sous la forme

e I,..I S
(11.1.6) a2 0 (Un) /1w, n=4 s

ot 1'indice n désigne le réduction mod, n i.e, le produit tensoriel
sur &L avec ZL/nZZZ, . Les morphismes de tramsition entre les groupes
intervenant dans les deux membres de (11,1.6) &tant évidents, on ddduit

de (11.1,6), par passage 2 la limite inductive sur les puissances de 4, la
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Proposition 11,2, Supposons S strictement local, et soit 1 un_nombre

premier # p. Alors on a un isomorphisme canonique

~ 1,1
(11.2.1) QO(L) 2 (U@D&) /u D, .

ol U est défini dans (11,1.5) et ol on pose D, = Q&/z,b‘
Ainsi, le groupe @o(&) peut s'expliciter en termes de la seule
connaissence du module de Tete U = TL(A(E)) comme module galoisien sous

ltaction du groupe d'inertie I,

11,3, On va utiliser l'expression explicite (11,2.1) pour esquisser

la définition d'un accouplement cononique
{11.3.1) QO(&) ® @é(k) —> Q/Z .

qui est une dualité parfaite, - @é désignant comme au par, 1 le groupe
de composantes connexes associé au mod2le de Néron du dual Aé de AK .
11 n'y a gudre de doute (mais le rédacteur s'est dispensé de faire

la vérification) que cet accouplement n'est autre, éventuellement au
signe prés, que celui défini dans (1.2,1), et le lecteur est invité

2 titre d'exercice d'établir la compatibilité voulue {avec le signe correct l),
Posons
L YK = X)) = K
U TL(A ) , T TL(l)(K) TL(K ) .

On a un acecouplement parfait de Z!k—modules libres de type fini,

compatible aux actions de I :

(11.3.2) o UQY —>7T, (T Z, non canoniquement} ,

£
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et, en vertu de la structure connue de I (I ), une suite exacte
(11.3.3) 1—> R=>1->T—1

avec R un groupe pro-fini premier 3 4 . Si maintenant nous partons de

données (11.3.2) et (11.3.3), et introduisons les groupes

£11.,3.4) $ = (U®D&)I/UI®D p' = (U'@DL)I/U'I®DL , (D, =

p = Q2

L 4

nous allons définir une dualité parfaite
(11.3.52 b @ ¢ —> Q/Z s

ce qui nous donrera en particulier 1'accouplement anmnoncé (11.3,1).

Considérons la suite exacte de I-modules

(11.3.6) 0 ——> U—i—>U®Z,

9

q, ~—= D, —> 0
1 L
et la suite exacte de cohomologie associée, en prenant la cohomologie

de 1 définie par les cochaines continues a4 coefficients dans les groupes

topologiques envisagés :

. .0 i o i° o 3 1 11 Hl
(11.3.7) 0 — 1 (1,U) =~ 4 (I,L@Q)C) = (I,U®DL) —> B (1,U0)>> (I'qul)

U i U U

yt (m&)ixv%ma (USDL)I Bl(z,u)%@.

P P .0
Il est immédiat que § défini par (11.3.4) n'est autre que coker j , donc
est canoniquement isomcrphe 2 Ker il, i,e. on trouve une suite exacte

canonique

(11.3.8> C—> % —> 111(1,11) —> Hl(I,U)®ZQ ,
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qui montre que ¢ est canoniquement isomorphe au sous-groupe de torsion de

Hl(I,U).
D'autre part, de la suite exacte (11.3.3) on déduit un isomor-

phisme, pour tout n = Lr :
(11.3.9) ah(1,1) = Hom(I,T ) <% Hom(T,T ) <% Z/nZ

(NB on fait opérer I trivialement sur T, donc sur Tn = T/nT ) ; d'on,

pour tout I-Z L-Module fini M, si
(11.3.10) M o= Hom(M,’I@DL)

désigne son "dual de Cartier”, un accouplement canonique

1-i

{11.3.11) Hi(I,M) ®@H"  (I,M') —> Hl(I,mD&) -

DL N
ot le dernier isomorphisme est déduit des isomorphismes (11,3.9) par

passage 3 la limite inductive sur les puissances n de 4, Il est bien

connu que ces accouplements sont des dualités parfaites (cf. par exemple

SGA 5 I S). Prenant dans ces accouplements M de la forme Un , donc

M = U; , on trouve par passage & la limite un accouplement parfait

(11.3.12) H(1, UBD,) X wler,ut) — D,

o le deuxiéme facteur du premier membre est un Zﬁé~modu1e de type fini,.
Un nouveau passage 2 la limite dans les accouplements (11.3,12) (pour

des morphismes de transition de 1a forme {r.id) nous donne un deuxiéme

accouplement parfait
(11.3.13) HO(I,USQL) X HI(I,U'®QL) —>D,

de vectoriels de dimension finie sur QL . Désignant par 1', 3' les
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morphismes définis comme dans 11.3.6), avec U remplacé par U', on
trouve alors aisément que les homomorphismes suivants
[+]

11, uze, ) _ HO(1,U8D,)

1 g1t 1
H (I,U’@&) S WL, UM

sont transposés l'un de 1'autre, via les accouplements (11,3.12) et
(11.3.13). 11 en résulte aussit8t que coker j° et Ker 1! sont duals

1'un de l'autre via un accouplement canonique 3 valeurs dans D% , qui

est l'accouplement annoncé (11.3.5).

11.4. La description précédente d'un accouplement (11.3.1), via
1'expression (11,2.1) pour la composante {-primaire du groupe des
composantes connexes, n'est valable que pour £ # p, Supposant maintenant

que AK a réduction semi-stable sur S, nous allons encore définir des

accouplements qui sont des dualités parfaites
(11.4.1) 3 (1) @8l (1) —> a/z

sans restriction sur 4, Comme dans 11.4, il y aurait lieu d'établir
qu'on retrouve (3 un signe pr2s peut-8tre qu'il conviendrait de préciser)
1'accouplement défini dans (1.2.1), ce qui établirait donc la conjec-
ture 1.3 dans le cas de la réduction semi-stable, comme dans le cas
ot 1'on se restreint aux composantes L-primaires pour L # p.

Pour définir (11.4.1), nous allons donner, essentiellement,

une expression de @o(é) en termes du groupe de Rarsotti-Tate TL(AK)
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sur K, qui jouera dans le cas présent le m@me rdle que 11.2 dans le

cas traité précédemment :

Théordme 11.5. Supposons S hensélien, et que AK ait réduction semi-~stsable

sur S, Soit { un pombre premier, et considérons 1'accouplement de mono-

dromie (9,1.2), d'od un homomorphisme canonique

~
kvd . ——y 1]
Yt E&, 2&, '

Soit &(4) = coker ﬁk ; alors on a un isomorphisme canonigue

{11.5.1 QO(L) - Q(L)xss .

De cet énoncé résulte jimmédiatement la définition d'un accouple-
ment parfalt (11,4.1), puisque on trouve, en appliquant 11,5 2 A& au

lieu de AK et utilisant (16,2,2), qu'on a2 aussi un isomorphisme canonique

BIL) 2 8'(Uxgs , ob 31(L) = coker(T, : M —> M) .

£ £,

Remarques 11.5.2. a) Le théordme 11,5 implique notamment que G£ est une
isogénie i.e. que u, est séparant, y compris dans le cas { = p, ol
cette assertion n'est pas triviale sur la définition de $.6., On notera
que nous n'utilisons pas ici le théordme (nettement plus profond} 1C.4,
qui sera prouvé au par, suivant,

b} Utilisant 10.4, qui nous fournit un accouplement de mono-

dromie u: M Q@ M' —> Zg , et désignant par § le conoyau de 1'homomorphisme

correspondant
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on trouve une formulation équivalente de 11.5 indépendante du choix

d'un 4, par 1'isomorphisme canonique
(11.5.3) 3 =8 xS .

11.6. Pour définir 1'isomorphisme (11,5.1), nous pouvons nous borner
au cas ol S est strictement local (11,0), de sorte que M et M' sont

constants, de valeurs

(11.6.1) M= D(Té) s, M = D(To) ,
ot TO et Té sont les tores maximsux de Ao et de Aé respectivement,
Identifiant de m@me Qo a4 un groupe fini ordinaire, il faut définir un

isomorphisme canonique entre sa composante QO(L) et

v
= R '
(L) coket(u&.b&/-—%> &L) .

En fait, nous allons définir directement un isomorphisme canonique

v
- T . ; ' .
(11.6.2) @o(zz,) ker(uL®DL : M@D, —> ML®DL) ;
“
comme QO(L), est fini, et M& et Mi ont méme rang, il en résultera
d'abord que Gé : M, —> M} est une isogénie, d'od il résulte ensuite

que le deuxi®me membre de (11,6.2) est canoniquement isomorphe a &(1) :

(11.6.3) 3(L) = coker u, == ker w0, ,

puisqu'on peut écrire, identifiant M, par U, 3 un sous-module d'indice
Yy P

4

\4
fini dans Mi :

v
(1) = V/ML , ) = V/M{'I s
o V = M&Q,

(11.5.1) résulte aussitBt par composition, de sorte que tout revient i

v
- MQ@QL . De (11.6,2) et (11.6.3) 1l'isomorphisme 3 définir
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définir 1'isomorphisme canonique (11,6,2).
3 v d
Eerivant M.8D, (resp. MngL) comme limite inductive des M
\/ -
(resp. des M;), od n parcourt les puissances de L, il revient au mme
de définir (11.6.2), ot des isomorphismes canoniques

~ ~ r+l
(11.6.4) n& < Rer (u :Mn-—>Mt") , n=1 )

comptatibles avec les morphismes de transition évidents, pour n variable
(olx G; désigne maintenant, par abus de notations, 1'homomorphisme déduit
v
de T, : ! édt . .
e u, ML — M& par réduction mod, n)
Pour ceci, considérons le schéma en groupes nA gur S, qui est

plat et quasi-fini sur S (2,2,1), grace a 1'hypothése de réduction
semi~stable, On a une filtration canonique

(11.6.5) A =2 (A (a0
ot 1'exposant f {resp. l'exposant t) désigne la "partie fixe" (2.2.3)
(resp. la "partie torique"” (5,1)) du schéma en groupe qu'il affecte ;
pour la définition de la partie torique dans 5.1, on notera qulon avait
supposé S complet, ce qui est loisible ici (11.0), (On a d'ailleurs

vu dans 6.1 que la construction se généralise au cas S hensélien, si

on y tient ...) Soit
o,f
(11.6,6) nY nA/(nA ) R

c'est un schéma en groupes plat, séparé et quasi~-fini sur S (SGA 3 VIA 3.2

et VI_ 9.2) de fibre générique

B
¥, = (A (AT
n K nAK nAK ’
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od paxr définition ( AK)f = ( A.o)f désigne le r,®me composant (n=&r+1)
n n ‘K
du pro-groupe de Barsotti~-Tate TL(AY)f , La premi2re des relations

(5.5.8) nous fournit alors un isomorphisme canonique
dfn

(11,6.7) o oMy ox M = M, (Z/aZ) .

En fait, on a :

Lemme 11.6.8. Le schéma en groupes of (11.6.6) sur 5 est étale sur S,

et 1'isomorphisme (11.6,7) se prolonge de fagon unique en un morphisme

(11.6.8.1) ¥ G M
n b 11

qui est une immersion ouverte,

Pour voir que nY est &tale, 11 reste 3 vérifier en vertu de
(11.6.7) qu'il 1'est en les points de sa fibre spéciale, ou encore que
cette dernidre est étale, ce qui est trivial, 1la fibre en question étant
nAo/nAoo CZAOIAOO = @0 . I1 s'ensuit que nY est un schéma normal, et
comme En est fini sur S, l'existence d'un prolongement (11.6.8.1) en
résulte aussitdt, C'est un morphisme de schémas en groupes étales sur §,
done son noyau est un groupe étale sur S, et comme nY donc ce noyau
est séparé, et sa fibre générique est le groupe unité par (11.6,7),

c'est le groupe unité (3.1.3). Donc (11.6.8.1) est un monomorphisme

étale, donc une immersion ouverte (EGA IV 17.9.1), ce qui prouve le lemme,
Posons maintenant
(11.6.9) = (v
n n n n

de sorte que n@ est un sous~schéma fini ouvert de nY , pulsque (nA)f
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est un sous-schéma en groupes fini ouvert de nA ; plus préeisément, on

voit immédiatement qu'on a
(11.6.10) s = (nf |
n n

Composant (11,6.9) et (11.6.8.1), on trouve une immersion ouverte

(11.6.11) 3l M .

n o 1}

D'autre part, on a

3 x.s = ¥ X
n n

°
S § nAo/nAo ’

S
et comme Aoo est n~divisible (2.2.1), on voit immédiatement que le

dernier membre s'identifie 2 néo ; donc on trouve un isomorphisme

{11.6.12) ¥ x.s = % s
n S no

qui moutre que n@ est défini (2 isomorphisme unique prés) comme le schéma
fini étale sur § dont la fibre spéciale est n§o . Ceci dit, pour définir
1'isomorphisme cherché (11.6.4) via 1'immersion ouverte (11.6.11), il

suffit de prouver le

Lemme 11.6,13, L'image de 1'homomorphisme canonique (11,6,11) est égale

~ v
au noyau de u_ 1 M ~—> M |
n’ - " -n
La compatibilité voulue des homomorphismes (11.6.11) avec les
homomorphismes de transition pour n variable est dtailletrs triviale

sur les définitions, de sorte qu'avec 11.6.13, la démonstration de 11,5

sera achevée,
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Pour prouver le lemme, notons que
K_ = ker U
n n
est aussi l'annulateur 2 gauche de 1'accouplement canonique

u M XM —> (Z/nZ) s
n -n T S

dont la définition explicite est donnée dans S.4 et 9.6, en termes

des extensions

v ~
(11.6.14) 0 —=> H(1) > F ->R >0, 0> M (1) —=>F =R -0
-t n n -n n n

Il I
( Ao)f ( A,o)f
n n
(ot Rn et R; sont duals de Cartier 1'un de 1'autre), et de l'extension

panachée Ann de Enﬂ par an , fibre générique de (11.7.5), ol on pose

(11.6.15) E =D(F), 0-—~>R —>E —» M —>C .
n n n n -n
A
D(R')
n
Il résulte alors immédiatement de 9.4.6 que Kn est le plus grand des
sous—groupes finis étales K' de M tels que 1'image inverse X de K!
n -n nn n
dans 1'extension panachée Xnn’ regardée comme extension panachée
(de E__ par F

n7| n

devine), se prolonge en une extension panachée de En par Fn. Or cette

, ol E; est le sous-groupe extension de Kn par Rn qu'on
condition est évidemment remplie pour le soue-groupe n@ (11.6.11) de yn ,

puisqu'on dispose de 1'extension panachée (nA)f correspondante sur S,

On a donc né c Kn . Pour prouver l'inclusion opposée, considérons 1'ex-
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tension panachée in de En par Fn prolongeant 1'extension panachée )—{m’] s

définie comme ci-dessus en y prenant K;1 = Kn . Cl'est donc une extension
Q> F =X =wmK —>0 ,
n n n
et on a un homomorphisme canonique
o,f
(*) F = (A) C—=pa
n n
qui sur la fibre générique est induit par 1'homomorphisme canonique
EIE X =
() xnnc—-—a» Xom nAKC-—9 L
11 est alors immédiat (5.9.2) que 1l'homomorphisme (**)} se prolonge

en un homomorphisme (unique)

(35%) ')Zn —_— A

induisant (%), Comme ce dernier applique la fibre générique dans A
qui est un sous-schéma fermé de A, on conclut qu'il se factorise en
in — nA’ et comme -in est fini, il se Factorise par (nA)f. Regardant
1'homomorphisme induit sur les fibres génériques, on en conclut que

X C:(A)f i.e. K
n n n

n Cn{’n i.e. KnC n@ , cqfd,

n

Remarques 11.7, La construction faite dans 11,7 nous montre qu'on peut
reconstruire a4 isomorphisme unique prés 1'extension panachée (11.6.5),
et par suite aussi le sous-groupe (nA)f > (nAo)f de nA, par la connais-

sance des extensions {11.6.14) sur 8§ et de l'extension panachée

er = (nAK) de En par Fn . En effet, en vertu de 9.4 on en conclut
1taccouplement u_ : M X M —> (Z /nZ )_, et la construction qui
n -n -n S
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précdde nous donne (nA)f comme 1'extension panachée ig de E;(‘ image
inverse de Ker G; par En — gn) par Fn qui prolonge 1l'extension panachée
f;n induite par Xrm ; on notera (9.4.8) que cette extension panachée in

se trouve déterminée ainsi 3 isomorphisme unique prds. On en déduit

alors A en recollant X et X suivant 1'ouvert commun X .
n n an nmn

Si on connaft donc les &léments de structure (9.6.1) et 1'ex-
tension panachée X_ = T,(A ) de E_ par F_ (ce qui revient 3 la connais-
P n - Tat% n P T q
sance des extensions (11.6,14) et de Xnﬂ pour tout n de la forme £r+1’
r = 0}, alors on sait reconstruire le syst2me inductif {ou pgojectif,

au choix) des extensions panachées (11.6,5).

11.8, Considérons, comme dans 8,3, la cldture séparable K de K comme
limite inductive de ses socus—extensions finies K'. Pour tout tel K',

nous considérons le modéle de Néron

Alx']
de AK, = AKSkK’, d'ol un groupe fini é&tale

17 = [ 17 ©

(11.8.1) § (k'] = alk'] ), AlR']
de composantes connexes, défini sur le corps résiduel du normalisé S{K']
de § dans K'. Supposons pour simplifier que le corps résiduel de S soit
séporablement clos, de sorte qu'il en est de méme de ceux des S[K'].
Les groupes (11,8.1) s'identifient alors 2 des groupes finis ordinaires
#[K']}, et 11 est immédiat que pour K' variable, ceux-ci forment un
systéme inductif, que nous nous proposons d'étudier. Nous nous intéres-

serons notamment au groupe
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(11.8.2) ¥ = lim 8[K'] .
Y
Nous savons (3.6) que pour K' assez grand, disons K'DK; , A[K']) est

2 réduction semi-stable ; donc pour les K' D K; , les morphismes de
transition sont injectifs (3,3), D'ailleurs, avec les notations de 5.5
reprises dans le présent numéro, on aura pour K' D Ké un isomorphisme

canonique

v
(11.8.3) ¥xk'J() = ker(ﬁtx']L@D,u : M,®D, —> ML@DL) s

provenant de (11.6.2) appliqué 2 A[K']. On vérifie de plus immédiatement

que les immersions correspondantes

3lk'1(4) & M,8D,

sont compatibles avec les morphismes de transition pour K' variable,

d'ol par passage 2 la limite un monomorphisme canonique

. dfn .
(11.8.4) Yy() = l!xzz%<§[1<']({,)f———>MLr2¢13L

de la composante {-primaire de ¥ ; d'od,en faisant la somnme sur tous les & :

(11.8.5) y 40 0 3I[K'] —> M ® Q/Z .

K

Théoréme 11.9, L'homomorphisme canonique (11.8.5) est un isomorphisme,

On sait déja que c'est un monomorphisme, il reste 3 prouver
que c'est un isomorphisme, et pour ceci il nous faudra utiliser la
caractérisation (11.8.3) de 1'image de 3[K'](%), et le comportement

de U(K') pour X' variable. Ce comportement est donné par (10.3.4).
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Se ramenant au cas ol S est strictement local, ce qui est loisible,
on est donc ramené, pour prouver 11,9, 2 l'énoncé bien connu suivant
{qu'on appliquera 2 S(Ké)) : 81 S est un trait strictement local de
corps des fractions K, alors pour tout entier m 2 1, il existe une

extension séparable K' de K de degré multiple de n (cf. I 3.

Corollaire 11,10, Sous les conditions (S complet) et avec les notationg

de 8.3, le schéma en groupes AQ/AQO ind-fini sur K des composantes

connexes du schéma en groupes AP est canoniquement isomorphe & M QQ/Z ,
g P R 3

ohi M est le groupe constant tordu sur K défini dans (8.1.8),

C'est une conséquence immédiate de (8.2,4) et de 11.9, compte

tenu de la définition de !K .

Remarques 11,11, a) Lorsqu'on se borne aux composantes {-primaires
pour L # p, le théordme 11.9 est immédiat en termes de 11.2, et ne
demande pas le recours aux considérations plus délicates de 11.6 (via 9,4).

De méme, lorsqu'on suppose K de caractéristique nulle, 71.9 se démontre

sans utiliser (11,8.3), car il est immédiat que l'image de n@(K‘)(&)

= 3 t ] +
dans M n(MngL) contient l'image du groupe nA(K ) des points de nA
3 valeurs dans K', qui est égal 2 nA(E) donc se surjecte sur M pour X!
assez grand, Lorsque car,K = p, il semble par contre qvtil n'y ait pas
de démonstration "triviale" (i,e, n'utilisant pas 9,4)de 11.10 pour

la composante p-primaire.

b) Le fait qu'lon =it un isomorphisme ¥ - (@/z )", et la valeur

correcte de r, avaient été conjecturéds en 1984 par J,P. SERRE,
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12, Modele de Néron d'une jacobienne et Formule de Picard Lefschetz

Rappelons d'abord les résultats généraux suivants de M. RAYNAUD

[22, th.5 et th.7, 22 bis] :

Théoréme 12,1 (M,RAYNAUD). Soient $ un trait strictement local, f£:X —>§

un_schéma propre et plat sur S, & fibres de dimension 1, tel que 1'on ait

(12.1.1) £,(0,) = 0

et que les anneaux locaux de X soient factoriels, Pour tout point maximal

x, de Xn' soient

i

= t=
(12.1,2) di long QXO,X s di My di ,

ol y, est lamultiplicité radicielle de k(xi) sur k (EGA 1V 4.7.4)

{gui_est une puissance de 1'exposant caractéristique de k), Soit d

(resp. a%) 1e pped des entiers dy {resp. d;) ; donec on a d = at sik

est parfait. Posons

(12.1.3) P = Pic

[¢]
x —> (Ab) ,

/s : (Sch)/s

a) Considérons les conditions suivantes :

D a1,
2) X possdde un O-cycle de degré 1.

3) 11 existe un Module inversible L sur X x P° tel que

1'homomorphisme correspondant PO -3 Pic = P solt l'inclusion
n =Xx_/n n

canonigue. (MB on sait (J,P, MURRE) que Pﬂ est représentable par un

schéma en proupes localement de type fini sur 1, cf. p.ex. SGA 6 XII 1,5},
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4) X est _cohomologiquement plat sur § (EGA III 7.8.1) (ou

encore : cohomologiquement plat en dimension O, ou encore : on a

~ o
k =>H (xo,g_xo)), et d=1,

5) P est représentable (ou encore : représentable par un schéma

en groupes lisse sur S).

6) P° est représentable (ou encore : représentable par un

schéma en groupes lisse sur S), (NB Pour la définition de Po, ef,

SGA 3 vig 3.1.)

7) P° est séparé sur S, i.e. satisfait au critdre valuatif

de séparation EGA II 7.2.3 (ou encore : toute section s de P sur S

telle que s(m) = 0 est nulle).

8) d=1 ,

On a alors les implications

(12.1.4) DE=D2) = 3) =4 & 5)=>6) &= 7) =>38) .

En particulier, si d=dt, par_exemple si k est parfait, les conditions

1) 2 8) sont équivalentes.

t
b) Supposons d =1, de sorte que P est représentable par un

schéma en groupes lisse sur S. Alors 1'adhérence schématique de la

section unité de P est un sous-schéma en groupes E étale sur S, et si

I est 1'ensemble des composantes irréductibles réduites X: de Xo, on

obtient un isomorphisme

(12.1.5) z' = r(s,p)
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en associant & tout 1 € T la section Si de P sur 5 (nulle en m) définie

par le faiscesu inversible gx(xi) sur S, (NB Comme les anneaux locaux de

i
X sont factoriels en hypothése, les cycles Xo sont bien des diviseurs,

ce qui donne un sens 3 QX(X:) comme le faisceau inversible associé au

diviseur en question (EGA 1V 21.2.8.1).) On a

(12.1.6) P° N E = section nulle de P .

c) Sous les conditions de b), le quotient

(12.1.7) Q = P/E

est représentable par un schéma en pgroupes lisse et séparé sur 5, et ce

dernier est néronien, f.e. satisfait la propriété universelle (1.1.2)

en termes de sa fibre spécisle.

d) Sous les conditions de ¢), supposons de plus que la fibre

géométrique générique de X soit intégre, Alors on a une suite exacte

canonique
de
(12.1.8) 0> A > Q sz —>0 |,

5

ob deg est induit par 1'homomorphisme "degré" P —> Z g, et ol A est

un_schéma en groupes lisse séparé et de type fini sur S, qui est également

néronien i.e. qui est up moddle de Néron de

(12.1.9) A =p° = pic° .
non *—an/n

D'autre part, 1'homomorphisme composé Po ~— P->Q induit un isomorphisme

(12.1.10) PO mizen 2%
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12,1,11., Le cas qui nous intéressera est celui oi Xn est lisse sur 71,
de sorte que {(compte tenu de 12.1.1) la fibre géométrique générique de

X est lisse et connexe {donec intdgre), et od Xn posséde un O-cycle

de degré 1. Alors toutes les conditions envisagées dans 12.1 (et notam-
ment les conditions 1) 2 8) de a)) sont vérifides, d'autre part Aﬂ = P:
est alors un schéma gbélien, et d) nous donne une construction trés
explicite de son mod2le de Néron A, En particulier (12,1,10} nous

fournit un isomorphisme

o ~ o
(12,1.12) A" = gi_gxo/k )

qui montre en particuller que A a réduction semi-stable sur S si et

seulement si Pic; /i 8_un rang unipotent nul, Lorsque X est régulier
o

et que Xo est séparable sur k, on sait qu'il en est ainsi si et seu=~
lement si 1la fibre géométrique spéciale i; n'a comme seuls points
singuliers que des points quadratiques ordinaires (i.e, ayant m@me

anneau local complété que la réunion des deux axes de coordonnées de
llespace affine Ez en l'origine), La vérification de ce fait, allant
avec la deseription "bien connue" du schéma de Picard d'une courbe propre
séparable sur un corps k, en utilisant EGA IV 21.8.5, est laissée au
lecteur & titre d'exercice. On notera d'ailleurs que le fait que "i: a

singularités quadratiques ordinaires" implique "réduction semi-stable

de An = ?ic§ /n " est aussi une conséquence immédiate du "théorzme de
n
monodromie géométrique” IIT , compte tenu du critére galoisien

de réduction semi-stable 3,5 ; mais cet argument ne donne pas l'important

isomorphisme (12.1.10) et sa conséquence (12,1,12).
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12.2, Pour la démonstration de 12,1, nous renvoyons & [22 bis] ;

nous n'eurons besain ¢'oilleurs win  du ves Xﬂ lisse sur 7, Notons d'ailleurs
que dans [22bis] sont démontrées des relatione entre schémas de Picard et modé-
les de Héron pous les conditions nettement plus générales que celles de 12,1
c) et d) ; comme leur &noncé est plus technique, nous avons renoncé

2 les inclure dans notre rappel, Signalons seulement que b), c), d)

sont des conséquences faciles de a), et que dans a) les seuls points

délicats sont les implications 3) ==>4) ===5) et 7) == 4), le

plus difficile étant le premier. Ce point est trivial par contre si on
suppose que Xo est séparable sur k (qui implique que X admet une section

sur S puisque S est strictement local, donc que la condition 1), dt=1,

est vérifiée). Nous conseillons au lecteur de faire la démonstration

dans ce cas particulilrement simple, en supposant de plus, au besoin,

que Xn est lisse donc P; un schéma abélien, ce qui permet alors de

disposer du mod2le de Néron A de ce dernier, et de a° pour représenter

gig;/s . Nous n'utiliserons d'ailleurs 12.1 que dans ce cas particulier,

et lorsque l'on suppose de plus que i; n'a d'autres points singuliers

que des points quadratiques ordinaires, i.e. (12.1.11) que Aﬂ est a

réduction semi-stable : c'est le cas envisagé dans 12.5.4, auguel nous

nous bornons 2 partir de maintenant,

12.3. Soit C une courbe séparable et propre sur un corps k, que nous
supposons pour simplifier séparsblement clos (ou mPme algébriquement

clos, 8i le lecteur préfére), Si C est le normalisée de C, on sait que
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. 0 " s en
PlEEVk est de "rang réductif" nul (i.e. son tore maximal est nul), de

sorte que le tore maximal de Pico est contenu dans

—==/x
N = Ker(Pic:/k — Piczv/k )y,

donc est {somorphe canoniquement au tore maximal de ce dernier groupe.
Or la structure de N s'explicite aisément 2 l'aide de EGA IV 21.8.5 :
on trouve que N est canoniquement une extension d'un tore T dont on va
expliciter la description, par un groupe unipotent connexe U (qui se
dévisse de m®me, sur k, avec une suite de composition & quotients
isomorphes au groupe additif Ga)' D'ailleurs, si T' est le tore maximal
de N, alors T'N U est 2 la fois unipotent et de type multiplicatif, done
nul (SGA 3 XVII 2.4}, et 1'image de T' dans T est identique 2 T (SGA 3
X1I 7.1 e)), de sorte que T' ——> T est un isomorphisme. Donc T est
canoniquement isomorphe au tore maximal de N, donc de Xi£§fk .
C'est pour expliciter la structure de N qu'il sera commode
de supposer k séparablement clos, de sorte que les composantes irréduc~
tibles Ci de C sont géométriquement irréductibles, et que les points
non normaux de C sont radiciels sur k. Ceci dit, soit J 1l'ensemble
des composantes irréductibles de T, et pour tout x € C, soit J(x)
1'ensemble des "branches" de C passant par x (i.e. des points de T

au-de@sus de %) ; soient enfin

(12.3.1) R =27 mz
J{x) ' .
o Z —>7Z est l'application diagonale, et
(12.3.2) R=(®R)/In zd
x

470



- 153 ~ IX

od il suffit évidemment d'étendre la somme 2 l'ensemble fini des points
de C qui appartiennent 3 au moins deux branches de €, Donc R est un

Z -module de type fini, On a alors un isomorphisme canonique

~ o ~
(12,2.3) T ( tore maximal de PicC/k) ROG .
En d'autres termes, le groupe des caractdres M de T est donné par
dfn v « J
(12.2.4) M = D(T) = R = Ker (® R(x) ~>2Z"),
x

v
od R(x) peut s'interpréter aussi comme 1'ensemble des fonctions 2 valeurs

entidres sur J{x) dont la somme des valeurs est nulle,

12.3.5. Nous aurons 2 utiliser seulement le cas ol par un point x de C
passent au plus deux branches (ce qui est le cas en particulier pour les
points quadratiques ordinaires !). Pour um point tel que card J(x) = 2,
R(x) est donc isomorphe & %, mais 1'isomorphisme dépendant du choix

d'un ordre sur l'ensemble des deux branches (C',C") passant par x, ou

ce qui revient su méme, le choix de 1'une de ses branches C' (en associant
2 cellé-ci 1'élément de R(x) image canonique de Ogr + 1w ). On trouve
donc alors un isomorphisme

J J

,doncTAGI/ImG ,M=Ker(ZI-—->Z
m m

(12.3.6) R=2zYImz )

s

od I désigne 1l'ensemble des x € C appartenant 2 deux branches de C, et

moyennant un choix de signes comme on vient de l'expliciter,

Remarques 12,3,7, Une fagon parfois commode d'expliciter le groupe des

[ .
caractdr ' ; est la suivante : on considére
ara es M du tore maximal T de P:.c:/k

le "graphe (non orienté) de dimension 1 " (N, SCURBAKI, Groupes et Algdbres
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de Lie, Chap IV, Annexe) T((C) dont les sommets sont les composantes

irréductibles de E, deux sommets ’61 et 6j étant reliés par un ensemble

d'arr8tes en correspondance bijective avec 1'ensemble 'EixC?fj des ensem-

bles de deux branches distinctes de C contenues dans 'C'iresp. 223
par le meme point de C, ensemble &gal 2 C,x T, si i#j, a C.x.C,

17¢%y 1'c¢™1
modulo symétrie (A:T _,EXCE étant la diagonale) si i=j (donc vide si

passant

- ACD
1

Ci est géométriquement unibranche). Ceci posé, on a des isomorphismes

csnoniques
v
(12.3.7) M= D(T) <= Hl(r(c),z) , donc M =R % Hl(r(c),zz) .

Nous n'aurons pas besoin de cette interprétation combinatoire de M, et

allons nous borner & définir 1'homomorphisme canonique
HI(I‘(C),Z) —> M s

laissant au lecteur le soin de prouver que c'est un isomorphisme, Soit
donc I l'ensemble des points de C appartenant a au moins deux branches
de C, J(comme ci~dessus) l'ensemble des composantes irrsductibles de ©
{ou de C, cela revient au m@me), K l'ensemble des "branches" de C en les
points de I, i,e, l'image inverse de 1 dans T . On a donc une application

canonique
(12.3.9) h: K—> IxJ, h = (f,g3) s
et la description (12,3.4) de M s'exprime en termes de h comme

®), 5@ _ o (1xD)

(12.3,10) M == Ker (Z ) s

v
car 1'expression (12.3.3) de R = M peut s'interpriter mamifestement
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comme le conoyau de 1'homomorphisme Z xJ — ZEK induit par h, lequel

est transposé de Zi(h). Notons d'ailleurs que le graphe T(C) s'explicite
aussi de fagon évidente en termes de h, par T, = T1=(KXIK-A(K))/Symétrie.

D'autre part, choisissant une orientation sur chacune des arrétes de

T(C) , et désignant par I 1'ensemble de ces arrétes (xi,C',C"), on a
(12.3.11) H (1(C),Z) = Ker (d: Z TP 5z

ol l'opérateur différentiel est donné par

(12.3.12) d{x,c',¢") = g(c") -~ g(c'y .

Ceci posé, 1l'homomorphisme (12.3.8) est induit par 1'homomorphisme v

de complexes de chaines :

(12.3.13) v v s e ={z0 —az o —a»[z W) _, x|
donné par
(12,3.14) vl(x,C',C")=(x,C")-(x,C’), v (€.) = (0, €. .

o j i

12.4, Nous nous plagons maintenant dans le cas envisagé 2 la fin de 12.2.
En wertu de (12.1.12) et de (12,3.6) appliqué 3 C = X s le groupe des
caractdres M du tore maximal I de la fibre spéciale AO du modéle de
Néron A de A = giggﬂ/n est donné par

(12.,4.1) M=ker (z' -Ls z7)

ol I est 1'ensemble des points singuliers de Xo’ et J 1l'ensemble de

I

ses composantes irréductibles, 1'homomorphisme Z —_ ZJ étant

donné par
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= f _ ou
(12,4,2) d(xi} ci-cf

C; et C‘{ étant les deux composantes irréductibles de T qui correspondent
aux branches passant par le point double X, . L'opérateur d dépend du
choix de l'ordre (C',C;) qu'on se donne entre ces deux branches, et
1'isomorphisme (12,4,1) dépend évidemment de ce systeme de choix.

Cependent, si pour 1 € I on désigne par
(12.4.3) @ ot M——
*

PY
le composé M =i ZI ——1—> Z , oh le premier homomorphisme provient de

(12,4.1), on constate aussitdt (en revenant & l'expression (12.3,4))

que @ est bien déterminé au signe pras ; de fagon plus précise, il
i

dépend seulement de l'ordre pris entre les deux branches C;_,C'{ passant

par i, et change de signe quand on change cet ordre, Il s'emsuit notamment

que la forme billinéaire

N N
(12.4.4) o, g €M, M- Hom(MM,Z )

s X, 74
1 1

est déterminée canoniquement en termes du point singulier X, , sans

ambiguité de signe, On peut donc poser

(12,4.,5) u = iEcpxi® cpxi MR, M—>Z

et on trouve ainsi un accouplement bien déterminé i,e., indépendant de
tout choix de signes, I1 est clair qu'il est défini positif, car c'est
1

la restriction 3 MS—~> ZI de la forme quadratique standart ¥ Xi sur Z° .
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La notation M pour le groupe des caractéres de To n'est pas en
accord a priori avec celle des paragraphes précédents, ol on écrivait
M', M étant le groupe analogue relatif au schéma abélien Ai dual de AK .
Mais comme AK est une jacobienne, il est muni d'une polarisation §

canonique [5 ], induisant un isomorphisme canonique
2,4, : =, !
(12,4.6) wg AK — AK s
moyennant lequel nous identifierons AK et Aé, de sorte qu'il n'y a plus
lieu de distinguer M et M', En particulier, pour tout nombre premier { ,

1'accouplement de monodromie (9,1.2) peut &tre considéré comme un

accouplement

(12,4,7) uy ML ®2ZLML — ZL .

Ceci posé, nous pouvons énoncer le résultat principal du présent paragraphe:

Théordme 12,5 ("Formule de PICARD-LEFSCHETZ"). Scient S un trait stric-

tement local, X un schéma régulier, projectif et plat sur 5, 2 fibres

de dimension 1, dont la fibre géométrique générique est lisse et connexe,

et la fibre géométrique spéciale n'admet comme seuls points singuliers

que _des points quadratiques ordinaires. Avec les notations introduites

dans 12.4, pour tout nombre premier 4, 1'accouplement de monodromie

(12.4,7) est égal & 1'accouplement déduit de (12.4,5) par extension

des scalaires de Z2 Z

Lt
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12,6, On notera que cet énoncé prouve 10.4 dans le cas particulier
envisagé, lorsque dans 10.4 b) on prend pour £ la polarisation canonique
envisagée dans 10.4, Comme nous 1'avons montré dans 10,5, ceci suffit

& entrafner 10.4 dans le cas général.

12,7, Démonstration de 12,5, Cas L # p. Elle s'appuie de fagon essentielle

sur la formule de Picard-Lefschetz cohomologique dans la situation envi-

sagée dans 12,5, formule donnant 1'action du groupe de monodromie I sur
12.7.1) W=, z,) =, z,) < Hom(T, (4),Z )
n® 4 T n? TR LT

dans le cas 4 # p, Cette formule, qui sera démontrée (dans un cas
d'ailleurs nettement plus zénéral) dans un exposé ultérieur (Exp XVJ,
est en effet essentiellement identique 2 1'assertion 12.3 pour le 4

envisagé, compte tenu de la définition 9.2 de u, pour 4 # p,. Il reste

L
alors 2 traiter le cas £ = p, Nous le ferons par une méthode de réduction

au cas de la caractéristique nulle (et ot de plus Xo n'a qu'un seul

point singulier), que nous allons maintenant exposer.

Remarques 12,.7.2, On notera d'ailleurs que, une fois la réduction annoncée
faite, les arguments habituels nous permettraient de nous ramener au

cas ot on a comme corps de base le corps € des complexes, et & invoquer
alors la formule de Picard-Lefschetz sour la forme classique, -~ & cela
prés qu'il ne semble pas y avoir de référence satisfaisante de cette
formule, La démonstration de la formule de Picard-Lefschetz donnée

dans notre S&minaire procédera de fagon analogue, par réduction au cas

transcendant, justiciable de méthodes proprement transcendantes, On
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peut donc dire qu'en tout état de cause, la démonstration de 12,5 (donc
de (10.4) que nous proposons ici est de nature transcendante., Signalons
d'ailleurs que la seule autre démonstration connue de 10,4 provient

de la théorie rigide~analytique [24], et 2 ce titre doit &tre regardée
ézalement comme étant essentiellement "transcendante", Il serait
intéressant de trouver des démonstrations purement algébriques de

ces résultats (mais il n'est nullement évident que cela soit possible I},

12,8, Démonstration de 12.5 : réductipn au cas ob S est de caractéris-

tique nulle, Nous allons utiliser un raisonnement s'appuyant sur le
mémé principe que la démonstration du '"théordme d'action essentiellement
modérée de la monodromie sur le m " dans V . Notons gu'on peut
supposer S complet gra3ce & 10.3, Soit W un p~anneau de Cohen de corps
résiduel k, et choisissons un homomorphisme W =% V induisant 1'identité

sur les corps résiduels (EGA O v 15.8.65, Soit L = (x,) 1'ensemble

1 MaeeL

des points singuliers de XO, et considérons le schéma formel des modules
5 de X_ sur W, et la "courbe universelle" f£:X —> 8 de fibre spéciale X,
(Vi J. On a vu dans loc, cit. que S est isomorphe au spectre

d'un anneau de séries formellss w([Tl,...aTN]], et qu'on peut trouver

dans § un diviseur 3 croisements normaux

(12.3.1) D= ¢ Dl s

AL
dont les composantes irréductibles DX sont indexdes par 1l'ensemble L
précédent, chaque DX étant décrit par une équation de la forme Ti =0

IS

(ot on peut supposer, si on veut, ik = A, si on indexe L par un ensemble
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d'entiers [1,r]), D, étant 1'image par £:X —> § de la composante D

X A

passant par le point singulier Xy de X0 du lieu de non lissité
D! = \_)Di du morphisme f, Par construction meme, f: X —> S est iso-
morphzgg 1'image inverse de f: X —> S par un W-morphisme convenable
g: § —>3§ :

R e——x
(12.8.2) _f_J/ lf

—5-4—5_—.—_ S .
Posons
(12.8.3) P = Pico ;

~x/3
comme la fibre spéciale de f est géométriquement réduite de dimension 1,
il s'ensuit que F est cohomologiquement plat en dimension O (EGA III 7.8,1)
et que P est formellement lisse sur S (ce dernier fait résultant de ce
que I-IZ(XO,_Q'X ) =0, Xo étant de dimension 1), Pour simplifier, nous

allons admettre que P est représentable par un schéma en groupes sur S

(qui sera nécessairement un schéma en groupes lisse a fibres connexes) ;
c'est 12 un cas particulier d'un résultat inédit de MUMFORD cité dans
[22](considérablement généralisé par RAYNAUD dans la note citée, dans

le cas ol la base est un trait), Comme aucune démonstration des résultats
de MUMFORD ni de RAYNAUD n'a été publiée, le lecteur préfdrera peut-&tre
utiliser les résultats généraux de M, ARTIN [1], qui donnent la repré-
sentabilité de P (sous la seule hypoth2se de partir d'un f propre, plat

et cohomologiquement plat en dimension 0) par un "espace algébrique"
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au sens de ARTIN, ce qui suffirait pour notre propos, Posant
(12.8.4) U =8 - supp D ,

de sorte que U est le plus grand ouvert de § au-dessus duquel X soit

lisse, on voit donc que

o
Plu = PicEU/U

est un schéma abélien sur U, dont 1'image inverse sur mpar g : n—> U

est le schéma abélien An sur 1 qu'on se propose d'étudier. Plus précisé-

ment, on a un isomorphisme canonique sur S (12.1.10) :

(12.8.5) PXgS == A° .

Comme la fibre spéciale Po = AOO est i~divisible pour tout &,
il en est de meme de P lui-méme, dont toutes les fibres sont donc des
extensions d'une variété abélienme par un tore, Considérons le pro-i-groupe
TL(P) sur S, dont 1l'image inverse par g n'est autre que T&(Ao). Appliquant

les comstructinws 7,2,0on définit une filtration de ce pro-groupe par

une'partie fixe" et une "partie torique"
£ N t
2.8. jou] = o = - R
(1 6) T&(P) Ti(P) Té(P) TL(P) TL(T) [¢]

dont 1'image inverse par g est la filtration analogue de TL(AO), étudiée

dans les par., 2, et 5,

Considérons la restriction de cette filtration au~dessus de
1'ouvert U de S, sur lequel on dispose de 1'autodualité canonique de
PU comme jacobienne d'un schéma en courbes lisse sur U, d'od un accou-

plement correspondant
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(12.8.7) © TL(PU) ® TL(PU) —_ TL(ch) s

qui est une autoduslité (au sens des groupes de Barsotti-Tate) de T%(BU).On a
vu dans 7,4.5 que pour cet accouplement, T&(PU)f et T&(PU)t sont

les orthogonaux 1‘'un de 1'autre. De —ceci. résultem~me

. t
E, = TL(PU)/TL(PU)

est canoniquement isomorphe au pro-groupe de Barsotti-Tate dual de

TL(PU)f = FU, donc se prolonge canoniquement en un groupe de Barsotti-Tate

E sur S, savoir
(12.8.8) E=D(F) , od F = T%(P)f .

Nous sommes alors dans une situation typique d'extensions panachées (9.3),
et nous pouvons reprendre les constructions de 9.4 a4 9.6 {(que nous nous
excusons d'avoir rédigé dans le contexte &culé et pisseux d'un schéma

de base réduit 2 un trait !) : TL(PU) est une extension panachée de

E _ par FB’ ot E et F sont des groupes de Barsotti-Tate sur S qui sont

it

des extensions, duales 1l'une de 1l'autre :

0 P F R 0
U e v
T,(P) = m(m,%(gmg) T,(P)
(12.8.9)
0 R E Q 0
U U
D(R) m&ﬁ .
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(NB R est canoniquement autodual, comme il résulte de 1'autodualité
(12.8,7) et de 1'énoncé d'orthogonalité signalé plus haut.) La seule
différence avec loc, cit, est que 1'accouplement qu'on trouve de

MLX ML est & valeurs dans un groupe

(Gm(U)/Gm(§) ® ZZZL
qui n'est plus canoniquement isomorphe a ZL’ mais a E&L, grace a

1'isomorphisme

(12.8.10) z' = ¢ (v)/6 (s)
m m =

qui applique 1'élément d'indice Xk de la base canonique de RL en la classe

de 'J.‘i dans le deuxi2me membre, o ’I.‘i est une équation du diviseur D
A A
On trouve ainsi un =sccouplawnemrt. canonique

\
(12.8,11) u M, @M —> 2z "

~L L 4 4 )
On vérifie da fagon essentiellement triviale que 1'accouplement de mono-
dromie u, (12.4.7) sur S que nous proposons d'étudier est le composé de
u, avec 1 "homomorphi sme ZLL —ip Z& provenant, par tensorisation avec

Z)L sur Z , de 1'homomorphisme

¢ (/e (8) —> ¢ (1}/€_(8)
m m m m
U 2¥

ZL /4

induit par g : S —> S (envoyant 7 dans U), Cet homomorphisme est donné

par un élément
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(12.8.12) (a4, . e=rt

Ve s (dk 2 1 pour tout A € L)

-

oti pour tout \ €L, dk est la multiplicité de l'image inverse dans §
S

du diviseur DX sur S, qui ne dépend d'ailleurs que du complété QX %
N

en tant que V-algdbre (VI }. On sait de plus (VI } que pour

un ) donné, on a dx=1 si et seulement si x est régulier au point XX .

Comme dans 12.5 on a supposé X régulier, i.e. les d, égaux a 1, on

A

voit donc que 12.5 sera une conséquence du lemme suivant, ol X,S,g

ne figurent plus :

Lemme 12.8.13., Si )\ € L, le composé de (12.8.11) avec pry est égal 2

la forme o ® @ (12.4.4).
N I

Pour prouver ce dernier énoncé, considérons le localisé strict

complété §A de S en le point maximal de D, et ﬁx = Xxsgx. Alors la fibre
spéciale Xz n'z qu'un seul point singulier Yy lequel est encore

quadratique ordinaire, Dans 1'accouplement de monodromie correspondant

3 AL A
(12.8.14) uos M @M, —>Z, ,

A . . cos
M~ est donc de rang 1 ou zéro, Nous laissons au lecteur le soin de vérifier
les faits faciles suivants, qui explicitent, dans le cas particulier

olt nous en avons besoin, le comportement des constructions précédentes

par localisation :
a) Il existe un unique sous-tore TX de PXSDA , dont la
restriction au point maximal s, de D, est le tore maximal de PS

I A
{(lequel est de dimension C ou 1).

A
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b) Considérons 1'homomorphisme transposé M —> MX, sur les

groupes des caractdres, de l'inclusion TX C— T0 = tore maximal de Po’

)
et la forme ¢§ : MX'——> Z , définie au signe prés, définie comme dans
A

12.4.3 (avec X remplacé par &X). On a alors commutativité, au signe prés,

dans

M

M
(12.8.15)
@ ©
) M
/i

(En fait, on constate que le choix d'un ordre sur 1l'ensemble des deux

branches de XO passant par Xy permet de faire un choix analogue en le
point yx de §ﬁ, et pour deux choix qui se correspondent ainsi, le
diagramme précédent est commutatif,)

¢) On a commutativité dans le diagramme suivant

bi®M ———> HNgM

2

ot les notations sont celles de 12,8.13 et (12,.8,14),
De ces relations résulte aussitdt que pour prouwver 12.8,13, il

suffit de prouver la relation analogue pour g} :

=(p @ ) Z ,
Yy Y, &t
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qui n'est autre que 12,5 dans le cas de 5} sur §X. Or § est un trait

de caractéristique nulle., Cela achéve donc la réduction annoncée,

Remarques 12,9, On notera que cette réduction nous réduit en meme temps
au cas ot X n'a qu'un seul point singulier, qui est celui qui était
considéré classiquement dans la formule de Picard-Lefschetz. Notons
d'ailleurs que dans ce cas, XO a2 une ou deux composentes irréductibles,
ces cas correspondants respectivement a rang M = 1 et rang M = 0

(ce dernier cas étant celui ol la jacobienne de la fibre générique

a bonne réduction),

12,10, La démonstration donnée dans 12.8 nous fournit un résultat
plus général que 12,5, valable sans supposer que X soit régulier,
en introduisant les entiers dx 21 de (12,8.12) : on trouve alors

que les accouplements de monodormie se déduisent tous de 1'accouplement

(12,10.1) u= I dX o VY P MBM—>Z .
A€EL A s

13, Liens avec la théorie transcendante : cas analytique complexe,

Pour les notions générales relatives aux espaces analytiques,

nous renvoyons 3 [27.

13.1. Rappels sur les proupes analytiques sur S, Soit § un espace

analytique, A un espace analytique au-dessus de S, muni d'une structure
de groupe commutatif au-dessus de § (i.,e. A est un groupe commutatif

de la catégorie des espaces analytiques au-dessus de S). On suppose
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A lisse sur 8, et on désigne par

(13,1.1) E = Lie(A/S)
le module localement libre sur S, image inverse par la section nulle
du faisceau tangent relatif de A sur S, Nous admettrons ici la définition

de 1'homomorphisme exponentiel

(13.1.2) exp: E —> A s

ol E est le fibré vectoriel analytique sur S dont le Module des sections
holomorphes est E ., Cet homomorphisme se définit, au voisinage d'un
point s € S, d'abord au voisinage de la section nulle de E par les
méthodes bien connues en théorie des groupes formels en car, nulle,

puis se prolonge de fagon édvidente par multiplicestivité & E tout entier,
C'est un homomorphisme de groupes analytiques relatifs sur S, qui

est étale et a comme image le sous-eepace ouvert 4° de A réunion des
composantes neutres des fibres de A sur S. Si R est le sous-espace
analytique noyau de exp, on a donc une suite exacte de groupes analy-

tiques relatifs :

(13.1.3) 0—>R—-—>E-—>24°—>0 |,

ot le morphisme E ~—3> A° est surjectif et étale, donc R est un groupe
analytique relatif &tale sur S, C'est un sous=~espace analytique de E,
qui est fermé dans E si et seulement si A% est séparé sur S, i.e, la

section nulle de A° est fermée dans AO.
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13.1.4, Bien entendu, la suite exacte (13.1.3) est fonctorielle en A,
et commute & tout changement de base S' —> 5, De cette fagon on trouve
une équivalence de catégories, compatible aux changements de base,
entre la catégorie des groupes analytiques relatifs sur S lisses et

a fibres connexes, et la catégorie des couples (E,R) d'un fibré vec-
toriel localement libre E sur 8 et d'un sous-groupe analytique R de

E étale sur S.

13,1.5, Lorsque A est un groupe "abéloide" sur S, par quoi nous entendons
qu'il est lisse, propre et séparé sur S et i fibres connexes, de sorte
qu'on a en particulier A=AO, alors R est un groupe localement constant

sur 3, dont le rang en chaque point s (en tant que Z -module) est égal

a2 rangs(E), et réciproquement, De cette fagom on trouve l'interprétation
bien connue d'un espace abéloide sur § en termes d'un "systdme local" R
sur S et d'une structure de fibré vectoriel analytique complexe sur

le fibré analytique réel R®Z£{_ défini par R,

13.2. Complétion formelle le long d'une fibre, Nous supposons donné

désormais un point s € 5, et allone travailler localement au voisinage
de s. Pour tout entier n 2 O, désignons par S, le n.idme voisinage
infinitésimal de s dans S, et pour tout espace analytique X sur S,
soit de méme Xn=XXSSn 3 pour n variable, le systéme des Xn forme alors
un systéme inductif d'espaces analytiques sur 5, qu'on dénotera par X

et appelera le complété formel de X le long de XS . 11 dépend évidemment

fonctoriellement de X, et sa formation commute aux limites projectives
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finies ; donc X b—> X transforme groupes en groupes, Notons que X ne

dépend en fait que de la restriction de X & un voisinage ouvert .arbi-

traire U de S,

Lemme 13,2.1, Les données sont celles de 13,1, et on suppose que les

conditions suivantes sont vérifides : a) A = Ao, b) R est constant

ay voisinage de s, et c) Rs engendre 1'espace vectoriel complexe Es .

Soit A' un deuxi®me groupe analytique lisse sur S, et considérons

1'application
br i 1 ~ e
ub—=>4 Hcms_gr(A,A ) — Homs_gr(A,A 3,

ot les notations sont celles de 13,2, et 1'application analogue obtenue

en se restreignant au-dessus d'un voisinage ouvert U variable de s,

et passant & la limite inductive :

(13.2.1.1) Ut u : Eom

' . A At
(S,S)_gr(A,A ) —> Hom gr(A,A ) ,

Sw

(od (S,s) désigne le germe d'espace analytique de S en s). Alors 1'appli-

cation précédente est bijective.

Considérons en effet la suite exacte

0—>Rr!' —> 8! —> A0 —>¢
analogue & (13,1.3) définie par A', Compte tenu du fait que les homomor-
phismes A — A' se factorisent nécessairement par A'o, et de meme aprés
les changements de base U —> S et Sn — §, on peut supposer A' = A,

Compte tenu du dictionnasire 13.1.4, il faut prouver que la donnée d'un

487



- 170 - IX

germe d'homomorphisme de fibrés vectoriels E —> E', appliquant R dans
R', revient 2 la donnée d'un systdme cohérent d'homomorphismes B> E;
appliquant Rn dans R; , Or si gs désigne 1'anneau local de S en s, la
donnée d'un systéme cohérent d'homomorphismes En —_—> Eé revient a4 la

donnée d'un homomorphisme de Qs—modules

o

(ms§s et E; sont les gs-modules libres fibres en s des QS~Modu1es E, Ef

A

correspondant 3 E,E'}, tandis qu'un germe d‘'homomorphisme de fibrés

vectoriels E —> E' revient & la donnée d'un homomorphisme de O _-modules

F:E -—E! .

Cela montre déja que l'application (13.2.1.1) est injective, et pour la
surjectivité, il suffit de prouver que si on a un homomorvhisme F comme
dessus, tel que pour tout n 1'homomorphisme induit Fn : En —_— Eé
applique R, dans Ré, alors F provient d'un F i.e, applique Eg dans g; s
et le germe correspondant d'homomorphismes E —> E' applique R dans R',
Or, comme par hypoth2se c), R, = RO engendre E_, il s'ensuit par Nakayama
que le groupe R, (identifié au groupe des sections de R sur §, ou, au
choix ,au groupe des germes de sections de R sur S) engendre ﬁs ; donc,
pour prouver que §(§S) < gé,il suffit de prouver que %(RO) c E; . Or

on a %(Ro) C R, ox R! est lui-méme interprété comme le groupe des

germes de sections de R' C E' au voisinage de s, d'oti 1'inclusion
annoncée, et par suite l'existence de F . De plus on voit que

F(RO) < Ré s Ol Ro et Ré sont considérés comme des groupes de germes

de sections de E resp, E' . En vertu de b), Ro
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engendre R au volsinage de s, d'od il résulte que F(R) C R' au voisinage

de s, ce qui achéve la démonstration,

Corollaire 13.2.,2. Si1 A satisfait les conditions a), b), c) de 13,2.2,

il est déterminé 3 isomorphisme unique prids au voisinage de s par la

~

connaissance du S~-groupe A,

13,3, L'extension de 7-~vnzud gnalytique. Nous sommes maintenant en

mesure de paraphraser, en Géométrie Analytique, la construction de
1'extension de Raynaud donnée dans 7 ., Supposons donné A comme dans 13.1,
avec A = Ao, et considérons RO = Rs’ qui est un Z -module-1libre de type
fini, Quitte 2 restreindre S 2 un voisinage ouvert assez petit de s,
interprétant RO comme le groupe des germes de sections de R au voisinage

de s, on trouve un homomorphisme

(13.3.1) R.—> RCE
oS

ol RoS désigne le groupe analytique constant sur 5 de valeur RO . Choisis~
sant le voisinage de s assez petit pour que toute section de QS dont

le germe en s est nul soit nul, on voit que 1'homomorphisme précédent

est injectif. Son image est donc un sous-groupe analytique constant de R,

qui est évidemment le plus grand sous~groupe constant de R, et qui

s'appelle la partie fixe de R, et est notée Rf :
(13.3.2) R o = rRf <R , induit un isomorphisme Rfs =R .

On pourra alors considérer le groupe quotient

(13.3.3) A5= g/t
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et on trouve une._suite exacte canonique, compte tenu de (13,1.3) :
£ i . h
(13.3.4) 0 =2 R/R" ~> A7 wm» A —> 0 .

£ N I .
On notera que R™ est toujours fermé dans E, 3 condition de restreindre
S & un voisinage de s, et que par suite A&? est séparé sur S5, On notera

aussi que 1'homomorphisme AI;T—-> A est étale, donc induit un isomorphisme

(13.3.5) Lie(aA”) => Lie(a) =E .

b

D'autre part, pour tout n = O, 1'homomorphisme canonique A° —> A induit

un isomorphisme Arl?z- A (puisque er1 g Rn), denc il induit un isomorphisme

/? -
(13.3.6) AT =>aA

Ce dernier fait montre que N4 joue bien le r8le du groupe, encore noté
A% » que nous avions envisagé dans le par. 7 , Il a été construit ici

sans faire d'hypoth2se sur la fibre As = A , du type "extension d'un

o
groupe abéloide par un tore", ce qui sera nécessaire cependant si nous
voulons récupérer 1'importante structure d'extemnsion (7.2.3) sur A‘g.

En revanche, 1'homomorphisme JA JUy de (13,3.4) est de nature essen~
tiellement transcendante et n'a pas de contre-partie dans la théorie
purement algébrique des § 7. Nous reviendrons dlautre part au § 14

sur la question d'une interprétation purement algébrique de 1'homomorphisme

i r/RE — A% de (13.3.4).

Supposons d'zbord qu'on se donne un sous-tore complexe
{13.3.7) T CA

ol par "tore complexe" on entend un groupe analytique isomorphe & ume
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puissance cartésienne de €% , Soit
(13.3.8) T =T xS

le tore constant sur S de valeur To . Procédant comme dens 5.1, on
trouve un unique homomorphisme (et mBme une immersion) de systimes

inductifs de groupes eanalytiques
T—> b
qui au-~dessus de SO se réduise 3 (13.3.7). En vertu de 13,2,2, cet

homomorphisme provient d'un unique germe d'homomorphismes
P P g

(13.3.9) T —> Ak’

3

et prenant § assez petit autour de s, on peut supposer cet homomorphisme

défini au-dessus de § tout entier. L'homomorphisme correspondant
Lie(T) —> Lie(aA") =

est injectif sur les Sn donc sur §, donc sur 95 par descente plate,

donc il existe un voisinage de S, qu'on peut supposer égal a S, en

lequel Lie(T) s'identifie 2 un sous~Module localement facteur direct

de E, que nous noterons gt 5 le sous-fibré correspondent de E est noté Et:

(13.3.10) Lie(T) => E* C E 2 Lie(aA) = Lie(d) , EfcE .

De mkme, désignons par

(13.3.11) REcR et RE=Rf cr_-==Rr
o o} oS oS

le sous=réseau de RO défini par le sous-tore T0 de Ao , et le groupe

analytique constant correspondant sur S, de sorte que 1'homomorphisme
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{13.3.9) correspond simplement 2 1'homomorphisme

£, t

_ ot 0t _ £
E /ROS = E /R —>» E/ROS E/R

induit par les inclusions
ptes g, rfC—rf |
Utilisant le fait que (13.3.9) induit une immersion sur les fibres en s,
on en conclut que 1‘'homomorphisme
R RS —— E /EF = (8/E)
o o o' "o o
est injectif, d'ol il résulte aussitdt que
t

t
RO/RO — (E/E )S.

est encore injectif pour s' voisin de s, ce qui implique que, quitte 2
3 P 3 2

rapetisser S autour de s, on peut supposer que (13.3.9) est une immersion

fermée,

I1 s'impose alors d'introduire
(13.3.12) B =a%r = @eh/eRY
de sorte qu'on obtient sur A5 une structure d'extension
(13,3.13) 0—>T—>45—>38—0

3

B étant un groupe analytique relatif sur §, lisse et séparé sur § ot 2
fibres connexes. Par contruction meme, on a donc

(13,3.14) Lie(B) = p/g"

et la suite exacte exponentielle pour 3
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(13.3.15) 0 —>ri/R* —> g/Et —>p5—>0 .
Cn notera que

(13.3.16) RE/RE = ( /RD)
o 0’§

est un groupe analytique constant sur S, Il résulte donc de 13.1.5 que
B est un groupe abéloide sur S au voisinage de s si et seulement si

sa fibre en s
8 =A/T
o o o

est un groupe analytique 2béloide, de sorte que Ao apparaft alors comme

une extension d'un tel groupe B par un tore T . Toute facon d'écrire

AO sous forme d'une extension d'un groupe abéloide par un tore complexe

(#) donne donc naissance sur A s au voisinage.de's, & une unique

structure d'extension (13.3.13) d'un groupe sbéloide B par un tore T,

induisant la structure d'extension donnée en s,

13.4, Interprétation en tormes de "structures de Hodge mixtes" de DELIGNE.

Reprenons d'abord le dictionnaire 13.1.4, que nous allons reformuler
d'une fagon légdrement différente, mieux adaptée x 1'introduction des
"structures de Hodge" pertinentes & la situation, Pour ceci, soitR

le faisceau des sections de R sur S, et introduisons le 0, -Module
bt

(13.4.1) e = € =Rr®, 0.

qui est localement libre de type fini lorsque R est localement constant.
(B Le faisceau € n'est pas nécessairement cohérent si R n'est pas

localement constant,) L'homomorphisme (13.1.,3) R —> E définit alors
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un homomorphisme canonique
(13.4.2) € =M, 0, —E ,

dont le noyau sera noté IF(A) ou simplement F, de sorte qu'on a une

suite exacte
(13.4.3) 0—>F—»£&—>E .

Le cas le plus intéressant est celui ot 1'homomorphisme (13.4,2) est
un épimorphisme, i.e. ol pour tout s € S, R_ engendre le vectoriel

complexe ES . Dans ce cas on trouve donc une suite exacte
{13.4.45 0—>F—>EL~>E—>0 |,

et si R est localement constant, c'est 12 une suite exacte courte de
Modules localement libres sur S, La connaissance du couple (E,R} est
alors équivalente 2 celle du couple (R,F), ol R est un groupe analytique
localement constant sur & 2 fibres des Z ~-Modules libres de type fini,
et F est un sous~Module localement facteur direct de € = _&@293 , tel

que l'on ait de plus la relation
(13.4,5) ENR=0 .

Du point de vue des structures de Hodge, il y a lieu de rogarder &

comme filtré par la "filtration de Hodge"

a3.4.6)  ralery=e, 1% -r, r1 e =0 .

Notons que la suite exacte (13.4.3) dépend encore fonctoriellement
du groupe analytique A sur 3, et qu'elle commute aux changements de

base quelconques,
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Revenant alors aux conditions de 13,3, nous posons

(13.4.7) ef = o0, , e =1

7z g

Z =5 ?
ces Modules étant définis dans un voisinage convenable de s (qu'on peut

supposer égal 4 S), et définissent donc une filtration de £ (appelée

la filtration par le poids)

£ et 5o ,

(13.4,8} £ ¢
ot i1 ¥y a lieu de gegarder St, Ef et £ respectivement comme de poids

-2,~1 et 0 (il s'agit donc d'une filtration croissante). On notera que
comme Rt, 6t dépend du choix d'un sous~tore TO de AO = AS . On notera

£ £
que comme R~ et R® sont localement constants, & et Et sont localement

libres, et que l'on peut aussi les interpréter comme
(13.4.9) ef=ew™ , ef=em .

La fonctorialité de la suite exacte (13.4.3) en A variable, appliquée

aux homomorphismes
T —s AT —> 4 s

nous montre alors aussitdt que E(Ah) et F(T) s'identifient respectivement 2

el , mm =pt=met-0

(13.4.10) Faf) = pf n

le = O provenant du fait immédiat que pour un tore T, on a F(T) = O,
la suite exacte du type (13.4.3) devenant ici O ~> 0 ~> &(T) —» Lie’T) —> 0.
On voit donc en méme temps que 1'homomorphisme composé

et —> e — E

induit un isomorphisme
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(13.4.11) et = B (2 Lie(m) .

Supposons maintenant que RS engendre 1l'espace vectoriel complexe ES R
ce qui est le cas en particulier dans le cas favorable 13.3.16 o AS
est une extension d'un groupe abéloide par un tore complexe T0 . Alors,

quitte & restreindre S & un voisinage convenable de s, on trouve que

1'homomorphisme canonique du type (13.4.2) (avec A remplacé par A#)
ef = e) —> Lie(al) =

est un épimorphisme, et a fortiori (13.4.2) est un épimorphisme. On a
donc des suites exactes (13,4.4) et

{13,4,12) o-—ogf—eef—-»g—ae s

ce qui montre en particulier que l'on a
(13.4,13) F+ & =¢ s

puisque &/F = E . De plus, comme B = AT est un quotient de A, il
satisfait 2 la condition de surjectivité analogue, i.e, donne naissance

4 une suite exacte du type (13.4,4)
(13.4,14) 0 =3 F(B) —>» (B) —> Lie(B) —> 0 ,

dont l'interprétation est immédiate en termes des Modules déja intro-
duits, On a en effet par (13.3.12)

e = (X/8) s 0, = efet

(13.4.15)

Lie(B) == B/ .
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d'olt on conclut, grace & (13.4,11) et 2 la relation Eﬂﬂt = 0 (13.4.10;3,
que F(B) = Ker (ef/et A _E_/E_t) est isomorphe 2 f_f par 1'homomorphisme

(13.4.16) PP = a2 re)

Récapitulons alors les propriétés obtenues de la filtration
"par le poids™ (13.4.8), et ses relations avec la "filtration de Hodge"
(13.4.6) de € défini par le sous-Module F de £, dans le cas favorable
13,3,16 od AS est une extension d'un groupe analytique abéloide BO par
un tore T0 (qu'on utilisera pour définir Rt, de sorte que B est un groupe

analytique abéloide sur §) :

Proposition 13,4,17. Sous les conditions précédentes, les filtrations

sur £ =_I_<8)Z_O_S "de Hodge" et "par le poids"

(13.4.17.1) eor , eoefoefoo

satisfont aux conditions suivantes :

a) La filtration par le poids provient, par tensorisation

®Z-O-S » @'une filtration analogue sur R

R DEfDRtDO A

. f t
ou R et R sont des groupes analytiques localement constants sur 8§,

de valeur des Z -modules libres de type fini (savoir R§ = Rs = ﬂl(A")

t
et RO = m(T)).

b) On a les relations

(*) gﬂ&t=o,g+8f=8 .
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t . . .
En _d'autres termes, la filtration de € induite par la filtration de

Hodge (avec les conventions de degrés (13.4.6)) est concentrée en

degré -1, celle de 8/&f induite par la filtration de Hodge est concentrée

en degré O,

¢} Considérons la filtration de

dfn
e = gfjet &), 0, , od v S C A

induite par la filtration de Hodge de €,donc définie par le sous-Module

P de £® image de

dfn
Ef - Eﬂﬁf 6ab ,

{1a flache étant un monomorphisme grice & la premidre relation (¥)),

Alors le couple @_ab, gab Cgab ®ZZQ-S = &ab) est isomorphe au couple

(R(B}, F(B)) associé 2 un groupe ab&loide sur S, comme expliqué aprds

(13.4.4) (od_donc B == 8ab/(Fab+ Rab), les symboles non soulignés

désignant les groupes analytiques sur S correspondants).

Remarque 13,4,18, Dans le terminologie de DELIGNE [4], la conclusion
de la proposition précédente, lorsqu'on se restreint au~dessus d'un
ouvert U de 8 sur lequel R est localement constant, exprime que R,
muni des deux filtrations (13.4.17.1) de & =-§§%Z£% , est une "famille
analytique de structures de Hodge mixtes sur U ", La situation gqu'on
vient dlexpliciter a servie de modéle aux conjectures de DELIGNE sur
la théorie de Néron en dimensions supérieures, énoncées dans [9, 9.8 2

9.13]. I1 y a cependant un trait impertant de la théorie algébrique
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étudiée au par, 7 qui manque dans la deseription 13.4.,17, lorsqu'on

suppose que A est un groupe abéloide au-dessus d'un ouvert U complémen-

taire d'une partie analytique Z rare de S (mettons Z = {s}, lorsque

dim § = 1}, de sorte que (13,1,5) R\U est un syst2me local sur U :

clest que le systeme local R/Rt sur U devrait &tre constant, et plus
précisément, qu'il devrait &tre dual au syst2me local R'f, olr R' est

le groupe analytique étale sur § qui correspondrait (comme R 2 A) 2

un groupe analytique convenable A' sur S, tel que A'iU soit le groupe
abéloide "dual® de AiU. (L'analogue algébrique de cet énoncé, avec

les notations du par. 5, est la dualité de T&(AK)/TL(AK)t avec TL(Aﬁ)f (5.5.9)

résultant du théordme de dualité 5.2,) J'ignore si un tel dnoncé est

valable, sous les seules hypoth&ses de 13,4.17, ni m@me si 1'action

de ﬂl(U’t) sur R est unipotente (t € U) ; et il ne semble pas que

les méthodes nafves utilisées dans le présent paragraphe permettent

de démontrer un tel résultat, méme sous 1'hypothise supplémentaire

od on suppose que A|U soit munie d'une "polarisation” i.e, d'un faisceau
inversible ample sur chaque fibre, C'est ce que savent démontrer
cependant les '"semi-simple group people", semble-t-il, du moins pour

S non singulier de dimension 1, cf, le rappoert [9]. Dans le numéro

qui sultf, nous allons montrer que tout marche bien en faisant des
hypoth2ses d'algébricité relative sur A, et faire en m@me temps le

lien avec la construction du par. 7 ,
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13.5. Cas d'une situation relativement algébrique, Nous supposons main-

tenant que A provient d'un schéma en groupes relatif sur S, lisse,
séparé et 2 fibres des extensions de schémas abéliens par des tores,
Nous désignerons ce schéma relatif par la m2me lettre A, (Nous nous
autorisons cet abus de notation grace au fait que le foncteur G > Gan’
qui va de la catégorie des schémas en groupes relatifs du type envisagé
vers la catégorie des groupes analytiques sur S, est pleinement fidile,
comme il serait facile a établir grace aux résultats du type CAGA
relatifs [10],) Pour tout ce qui concerne la notion de schéma relatif,
et les relations entre schémas relatifs sur S et espaces analytiques
sur S, nous renvoyons a [10] (cf, aussi (2, Exp. 15]), 5i O désigne
1'anneau local de S en s, le schéma relatif A est connu au voisinage

de 8 par la connaissance du schéma ordinaire A, sur Spec(Q), déduit

de A par localisation en s. Il est clair alors que le complété formel

de A0 le long de sa fibre spé~iale (isomorphe 2 AS = Ao) est isomorphe

au complété formel du groupe analytique A le long de As (13.2), en
identifiant les An = AXSSn 3 des schémas algébriques sur S, par 1'sbus
de notations introduit ci-dessus, Dans le cas favorable ol 3, regardé
comme schéma formel en groupes sur é, est algébrisable (7.2.1), ce

qui est le cas en particulier si S est normal en s et A quasi-projectif

sur S (7.1.5) on obtient donc un schéma en groupes Ag sur Spec(é),

extension d'un schéma abélien Ba par un tore. Pour simplifier, nous

supposons que Ba est projectif sur é (ce qui est bien le cas, on le

sait, si Q donc O est normal). On va alors prouver :
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Proposition 13,5.1. Sous les conditions précédentes, le groupe analytique

N de (13.3.3) provient, au voisinage de s, d'un schéma en groupes

relatif déterminé 3 isomorphisme unique préds, extension d'un schéma

[
abélien relatif projectif sur S par un tore,glsgAg? est le schéma

en groupes qu'il définit sur c=0 , alors le schéma en groupes

S, s

Ag@og est canoniquement isomorphe avec sa structure d'extension 2

l'extension de Raynaud Ag introduite précédemment,

Ce dernier fait résultera immédiatement de la premidre assertion,
by~
compte tenu de 7.2.1 , puisque Ag@og a comme complété formel le long
~N 2
de la fibre spéciale A, ,en vertu de (13.3,6), Pour prouver 1l'algébricité

t
de A7 au voisinage de s, procédant comme dans 7.2.1, oun est ramené

aussitdt 2 prouver celle du quotient abélien B de AE?, ce qui va résulter du

Lemme 13,5.2, Soient B un groupe anzlytique abéloide sur l'espace

analytique 5, s un point de S tel que le complété B le long de la

fibre BS soit algébrisable, i.e. tel que les Bn = .»XSSn soient algé-

brisables, et que B, regardé maintenant comme schéma formel sur C R
e

58

~
soit algébrisable, i.e. provieanne d'un schéma abélien Ba sur C. Suppo-

sons de plus que B~ soit projectif sur O . Alors B est projectif sur

(¢}

S au voisinage de s.

L'hypotheése signifie qu'il existe une polarisation de 1'espace
analytique formel B, i,e. une suite de polarisatious LN des Bn qui se
"recollent", La conclusion signifie qu'il existe une polarisation p de

B au-dessus d'un voisinage de s, Or soit P l'espace analytique sur §

501



- 184 ~ IX

des polarisations relatives de B sur S, qui représente le foncteur
8! p—> ensemble des polarisations de BS' sur S!
sur la catégorie des espaces analytiques S' sur S, lequel est un sous~

foncteur ouvert du foncteur NS de Néron-Sévéri de S. Des arguments

B/S
standarts des plus simples, que nous nous dispensons d'expliciter ici,
montrent que E§B/S’ et par suite aussi P, est représentable par un
espace analytique net (i.e. non ramifié) sur S, L'hypothese s'exprime
alors en disant qu'il existe une section formelle p de P sur S en s,
Comme P est net donc localement quasi~-fini sur 5, il s'ensuit

{2, Exp. 18, n°1] que toute section formelle de P sur S en s provient

d'une section analytique au voisinage de s, i.e, d'une polarisation

de B au-dessus d'un voisinage de s, d'od la conclusion annoncée,

Remarques 13.5.3, a) Si on omet dans 13,5.2 1'hypoth@se que By est

projectif sur 5, on peut encore conclure que B est algébrisable au
voisinage de s, Pour ceci on utilise un résultat inédit (dQ indépen-
damment & M. ARTIN et P, DELIGNE, en utilisant la théorie des faisceaux

21 de VI 2), affirmant que s+ X propre sur S est tel que X est algé-

réd
brisable, il en est de mBme de X, Ceci nous raméne au cas o S est
réduit, D'autre part, lorsque S est normal, donc é est normal, on

sait que tout schéma abflien sur é est projectif sur é (cf. par exemple
[237), et 13.5.2 s'applique, Pour obtenir le cas § réduit quelcongue,

on procéde par descente non plate & partir du normalisé S' de 5, grice
au résultat (délicat) suivant, que nous ne prouverons pas ici ! un mor=

phisme propre de schémas noethériens £ : §' —> § qui est un épimor-

502



-~ 185 - IX

phisme (i.e. tel que 9, —> f*(gs.) soit injectif) est un morphisme

de descente effective pour la catégorie fibrée des schémas abéliens

relatifs,

b) I1 semble que la méthode de démonstration de 13,5,2 doive
permettre aussi de prouver le résultat analogue pour tout espace &ena-
lytique B propre sur S. Plus délicate sans doute est la question de
savoir si, pour un espace analytique X propre sur S, tel que le complétd
formel i le long de XS soit algébrisable, X est algébrisable sur S au
voisinage de s, Signalons seulement qu'il y a lieu ici de prendre la
notion d'algébrisabilité relative de X sur S dans un sens plus large
que dans [107], en entendant par 1a qu'au voisinage de s, X provient

dlun espace algébrique sur G, au sens de M, ARTIN [11.

S,s

13.5.4., Plagons-nous dans les conditions de 13,5,1. Choisissons par
ailleurs, pour tout entiers n > C, 1'isomorphisme standart de groupes

sur &
Foc = (Z /nZ )C , mp> exp(2itm/n) s

ce qui nous donne, par passage 3 la limite sur les puissances d'un

nombre f£ixé 4, un isomorphisme canonique de faisceaux {~adiques sur € :
/A - 7
&(1)3 ic ’

que nous utiliserons pour identifier les deux membres.

De la suite exacte {13,1,3), on déduit, en appliquant la suite

i R . .
exacte des Extﬂ(z /nZ , -), un isomorphisme canonique

503



- 136 - IX

(13.5,5) A°
n

= 2@2 wnz .
qui donne, pour n parcourant les puissances d'un nombre premier £ donné,
un ieomorphisme de syst2mes projectifs de groupes sur S

Oy =
(13.5.6) 1, (&%) RS, Z,

ot Z , est considéré comme le systdme projectif des Z /{,nﬂZ . Dans le

4
cas envisagé ici ol A provient d'un schéma en groupes séparé sur S5,
on voit alors immédiatement e les R®Z /nZ peuvent &tre considérés

comme des schémas relatcifs, ce qui donne un sens au symbole (E'-®ZZL)O

{alors que RO n'en aurait pas en général 1), et on obtient un isomor-

phisme canonique

(13,5.7) 8) =@z, _2,)

T z% o0 ¢
11 résulte alors immédiatement des constructions du par. 2 et de 13.3
que l'isomorphisme précédent transforme partie fixe en partie fixe,

partie torique en partie torique
£ f t t
~ (x . ~ (R .
(13.5.8) TL(AQ) = (1 ®ZI‘ZL)Q R TL(AQ) <z (R Q@Zz}c)9

Si A' est un groupe analytique relatif sur S satisfaisant aux m@mes

hypothéses que A, et si WO

est une biextension de (Ag’Aé) par Gmg s
définissant donc au~dessus d'un voisinage de s une biextension de
(A,A') par € o (en travaillant maintenant avec la notion au sens ana-
lytique complexe, obtenue en travaillant dans le site des espaces

analytiques au~dessus de S, pour une topologie convenable ...), alors

d'aprés VIII 2,2 W définit des accouplements

504



~ 187 = IX

(13.5.9) (R2Z {) X (3"‘8’22%&) == TL(A) XTL(A‘) - Z&(l)s FZ .

et il est encore clair que 1'accouplement correspondant
]
(13.5.10) T&(Ag) x T)L(Ag) —> 2z ,(1)

n'est autre que celui associé, par loc, cit,, A la biextension WO de
(AO’A('))' I1 n'est d'ailleurs pas difficile de voir que, & condition de
se restreindre 4 un voisinage de s, les accouplements (13.5.9) pro-

viennent d'un accouplement unique (ne dépendant plus de 4)
(13.5.11) R @ R' —>2zZ .

Tout ceci posé, les résultats algébriques concernant les
TL(AO) peuvent alors 8tre utilisés pour obtenir des conclusions sur
le faisceau R . On trouve ainsi que 1'accouplement (13,5,11) est nul

£

t £
sar R~ XR'" et sur R Xg't (7.4.8), et gue dans le cas ol § est

non singulier de dimension 1, et que, dans U = S-{s}, A et A' sont

£

t
‘ U

deux schémas abéliens relatifs duals 1'un de 1'autre par W, By et R?
ainsi que g[f et R’E sont exactement 1'apnulateur 1'un de 1'autre sur
un voisinage assez petit de s (7.4,8)., Il en résulte alors, compte
tenu que (13.5,11) est une dualité parfaite sur U, que 1'on a une
dualité sur U entre _{{_/B_t et B_'f, ce qui implique en particulier que
_g_/g_t est constant, et a fortiori que 1'action de Trl(U,t) sur Bt est
unipotente d'échelon 2, On voit de m@me qu'on a sur U une dualité
parfaite entre g/gf et g't ; comme ce dernier est également isomorphe
au tore dual du réseau MS sur 5, ot M est le groupe défini dans (5.5.4),

on trouve un isomorphisme canonique
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(13.5.12) %/Eé =,

et 1'homomorphisme i de (13.3.4) peut s'écrire comme un homomorphisme
(13.5.13) e

qu'on retrouvera dans um contexte un peu différent au par, suivant,

14, Liens avec la théorie transcendante : cas rigide-analvtique, L'homo-

morphisme canonique g% —_— Aﬁo.

14.1, Nous supposons connu icl les fondements de la théorie des espaces

rigide analytiques, pour lesquels on pourra consulter {127 [137 [34].

Soit § un trait complet, AK un schéma abélien sur son corps
des fractions, On a construit alors dans 8.1, par descente 3 partir
de llextension de Raynaud dans le cas semi-stable, une extension

_,ho
G = AK (8.1.1)

(14.1.1) 0—> T, —> G —> B, —>0

d'un schéma abélien BK par un tore TK . Considérant le schéma abélien

. o
dual Aﬁ , on a de méme une extension Gé = Aé»g

{ ' t 1
{14,1.2) o—>TK—->GK-——>BK——>o y

ol Bé s'identifie d'ailleurs au schéma abélien dual de B, (8.2). On
désigne, comme dans (8.,1.8), par MK et Mﬁ les réseaux sur K duals de

T& et de TK respectivement :

{(14.1.3) Moo= s(T}'{} , M o= D(TK) .
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Donc les structures d'extension (14.1,2) et (14,1,1) peuvent
s'interpréter respectivement (VIII 3.7) comme 8quivalant & la donnée
d*homomorphisme

P Pg

(14.1.4) Y, —>B, , k_{l'{——>BI'< .

; A . . ' P
Soient W 'la biextension de (BK,BK) par € qui définit la
dualité canonique entre ces schémas abéliens (8.2), et By la biextension
] . : @ % v . 3
de (_I"_IK,E{K) par & . image inverse de W' par les homomorphismes (14.1.4).

Notons qu'on vérifie immédiatement que les trivialisations de EK corres~

pondent biunivoquement, de fagon canonique, aux homomorphismes

(14,1.53 M —> G
qui relé&vent Pyt I_ﬁ.,< —> BK’ ou, symétriquement, aux homomorphismes
(14,1.6) it Gl

1 e > Gy

qui reladvent P!

g P Mg T By

K
et P an .
Ceci posé, désignant par un exposant les groupes rigide-
analytiques sur K associés aux groupes algébriques envisagés [137,

on définit dans [24] une suite exacte canonique

. an
, \ an 1 an _e_ ,an
M
14.1,7) O-—>_AJK 2 (G, —->A.K —> 0 s

. an . . .

dans laquelle 1'homomorphisme i°, qui peut aussi s'interpréter comme

un homomorphisme i: EK —> GY pour des schémas en groupes ordinaires,
S

rel2ve 1'homomorphisme p (14,1.4), i,e, est de la forme envisapée dans

{14,1.5). Cette suite exacte est 1'analogue rigide-analytique de la

suite exacte {13.3.4}, Elle dépend de facon fonctorielle de Ay , et
4
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sa formation est compatible avec tout changement de traits S' —> §.
Ce dernier fait montre d'ailleurs que, pour définir et étudier (14.1.7),
on est ramené par descente finie au cas ol AK a une réduction semi-stable.
Dans ce cas, les schémas en groupes T ,GK,BK,yK, ... sont les fibres
génériques de schémas en groupes T,G,B,M ... sur S, G étant une extension
du schéma abélien B par le tore T (par. 7). On peut alors considérer
le complété formel & de G le long de sa fibre spéciale, et par cons-
truction on a un isomorphisme canonique (7.2.6)

N

(14.1.8; G —> 2%

d'ol par passage aux "fibres génériques' (qui sont des groupes ridige-

analytiquessur X) un isomorphisme canonique
~an S an
(14,1.9) G — A .

On a d'autre part des homomorphismes canoniques (qui sont des immersions

ouvertes rigide~analytiques, mais pas en général des isomorphismes)
R N\
(14.1.10) g GKim , a° AC Ayan .

Ceci dit, l'bomomorphisme e de (14.1.7) est caractérisé dé facon unique
par la commutativité du diagramme

~an

Q AO an

(14.1.112

an an
GK AK ’

ot les fleéches non nommées sont celles de (14.1.9) et (14.1.10).
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Remarques 14,1,12, a) On notera que l'unicité de e rendant commutatif
le dizgramme précédent est immédiate, l'espace rigide-analytique G;n
étant connexe. L'existence de e, par coutre, n'est nullement triviale,
et nous nous contentons & ce sujet de renvoyer & la note citée de

M. RAYNAUD, D'autre part, la définition donnée dans loc, cit, de

1 homomorphisme 1% est ésalement de nature transcendante, bien qu'il
puisse 8tre interprété comme étant un objet de nature essentiellement
algébrique (14,1.5) (une fois la construction de G lui-méme, donc de

GK’ acquise {ce qui se fait par les constructions de gfométrie formelle

du par, 7J). Je n'en connais aucune description purement algébrico-
géométrique, mais provoserai plus bas (14.4) une caractérisation
Tarithmétique", qu'on obtiendra en se ramenant & une situation de type
fini sur l'amneau Z . Il semble donc que 1'homomorphisme {(14.1.5) soit,
du point de vue de la géométrie algébrique, un élément de structure
plus caché que ceux rencontrés au cours des paragraphes précédents,

b) Comme expliqué plus haut, 1'homomorphisme i est canoniquement
associé a une trivialisation bien déterminée de la biextension EK de
(ﬂk,yﬁ), ou encore 2 un homomorphisme bien déterminé (14.1.6) relevant ﬁé .
On montre alors que ce dernier n'est autre que 1'homomorphisme qui

intervient dans la suite exacte

,an

{14.1,13) 60— M s G;(a“--:’ —> 0

analogue & (14,1.7), assocife au schéma abélien dual Aé de AK (2 moins

que ce ne soit 1l'opposs 7%7).
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14,2, Relations de 1'homomorphisme i:yK —> GK avec la monodromie, Soit

n un entier > 0, On déduit alors de la suite exacte (14,1,7), via la
snite exacte des Ext (Z /nZ , =) sur le site des espaces rigide-analytiques

au~dessus de K, une suite exacte canonique (compte tenu du fait que

an : an s
g% est sans torsion et GK est n-divisible) :

an an an
—> — — N -—>C
© nci nAK EK,n ’

dfn
ot EK a MK/HEK . Comme tous les termos qui interviennent dans cette
t4

suite exacte proviennent de schémas en groupes finis sur K, cette suite

exacte peut se réécrire comme provenant d'une suite exacte
(14,2.1) 0—>6 —> A —>M¥ —>0 .
n n s

Pour n variable, ces suites exactes se comportent comme il convient,
et on trouve, par passage & la limite sur les vuissances d'un nombre

premier 4, une suite exacte analogue
(14,2.2) 0 —> TL(GK) — T%(AK) — Mk®zz)z, —= 0

Or on a déja une telle suite exacte par voie purement algébrique, grace

2 la premi2re formule (8,1.2) et a (8.1,7), qui donnent
~ ef ef
(14,2.3) TJL(GK) > T{,(AK) < TL(AK) ) TL(AK)/TL(AK) My Z,

Ceci posé, je dis que les homomorphismes (14.2.3) provenant de la théorie

algébrique ne sont autres que ceux déduits de la suite exacte (14.2.2)

provenant de la théorie transcendante. Pour le premier homomorphisme,

correspondant au premier homomorphisme de (14.2.2), notre assertion

résulte aussitdt, par réduction 2 la situation semi-stable, de la
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commutativité de (14,1,11), compte tenu que les flaches verticales y

définissent des isomorphismes sur les TL’ et que TL

horizontales donne respectivement la fl2che envisagée dans (14,2.3)

appliqué aux fléches

et dans (14,2.2), Nous admettrons la compatibilité annoncée, concernant
ef
les deux isomorphismes obtenus entre TL(AK)/T«';(AK) avec MK®ZZZ 3

notons d'ailleurs que cette compatibilité (pour un { donné) suffit déja

a2 caractériser de facon unique, par voie transcendante, 1'homomorphisme

(14,1.5) intervenant dans (14,1,7), interprété comme un isomorphisme

de Ezn avec Ker e. On peut dire aussi que 1'homomorphisme e de (14.1.7)
permet d'identifier les TL(AK)/T&(AK)ef aux {-adifiés Ry Q&Z{ld‘un
méme réseau gK = Ker e sur K, et que cette "stucture entidre" sur le
systeme des pro-{~-groupes précédents est compatible, dans un sens
évident, avec la structure entidre provenant des formules (8,1.7)

(théoreme d'orthogonalité 5.2), ce qui définit alors de facon canonique

un isomorphisme

i EK <= KRer e .
Comme 1'homomorphisme i (14.1,5) permet de réconstituer la
strpcture d'extension habituelle de TL(AK)’ qui est (14.2,2), donc aussi

sa structure d'extension panachée décrite dans 9.6, grice & la suite

exacte

0~ TL(TK) —_ T&(GK) — T&(BK) — O

g‘(@ L(U
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déduite de (14,1,1), il permet également dans le cas semi~-stable de

réconstituer les accouplements de monodromie (9,1.2)

(14.2.4) MM —> Z

ué 1 3
ceux-ci ayant été définis précisément en termes d'extensions panachées
dans 9.6, Contentons-nous d'indiquer le résultat de la traduction de

la construction de 9,6, Pour ceci, notons que dans le cas semi-stable,

py et pé proviennent d'homomorphismes

p:M-—>38 , M —»B' |,

olt B,B' sont deux schémas abéliens sur § duals 1'un de l'autre, d'od

par image inverse par (p,p') une biextension E de (M,M') par ¢ dont

S tl
la fibre générique est la biextension EK déja envisagée dans 4,1, Ceci
dit, supposant pour simplifier M,M' constants de valeurs M,M’. Pour

tout couple (m,m') € MxM’, Em ot €St un torseur sous Gm donc corres-
»

S »

pond 2 un Module inversible Lm mt Sur 1'znneau V de S, qui admet donc
t

une base u définie modulo multiplication par une unité de V, Par

suite on trouve une application canonique de 'valuation"
v: E (K —>2Z
- m,m

en associant 3 toute base u de L ,®XK , donné par u = du (\ € K¥%)
‘m,m o

1'81ément
vl = v ez

oli v dans le deuxidme membre désigne la valuation associée a3 V (normalisée

de la fagon habituelle, de sorte que son groupe de valeurs soit Z) ;
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1'entier obtenu ne dépend évidemment pas du choix de uo . Si alors ¢
est une trivialisation de E, on peut considérer 1'application corres-

pondante
(14,2.5) (m,m’) > vlp(m,m')) : MM' —> 2

Ceci posé, on trouve que 1'homomorphisme de monodromie (14.2.4) est

a valeurs dans Z, et n'est autre que 1'homomorphisme (14.2.5) ob o

est le splittage de E, associé & 1'homomorphisme i {14.1.5).

K

Remarques 14,2,6, On retrouve en particulier (via la théorie transcen~
dante rigide~analytique), le fait que 1l'accouplement de monodromie

est entier et indépendant de £ (10.4 a)), prouvé par une autre méthode
(également transcendante) dans 12,5, D'aprés M, RAYNAUD, la théorie
rigide-analytique permet également de retrouver l'assertion de positivité

10.4 b) (qui est également contenue dans 12.5),

Remarques 14.2,7. Considérons §K®ZQ comme une extension de _P_IK®ZQ /Z
par EK , et utilisons 1'homomorphisme (14,1.5) i : EK-—*> GK , on en

déduit une extension A;
b
(14.2.8) o——>GK——>AK——>§K®Q/z-~»0 .

Notons d'ailleurs que la donnée d'une telle extension, grace au fait
que G, est un groupe divisible, équivaut 3 la donnée d'une famille

d'extensions de la forme (14,2,2) (savoir celles déduites de (14.2.8)
par application des TL)’ et i étant un monomorphisme, les extensions

en question définissant (14.2.8) ne sont autres que les extensions
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(14,2,2) provenant de la suite exacte (14,2,1), Comme ces dernidres
extensions sont définies par voie purement algébrique, il en est de
méme de l'extension (14.2,8) ; en fait, la caractérisation qu'on vient
d'en donner montre aussitBt que cette extension est canoniquement
isomorphe au groupe, noté &galement Aﬁ , introduit dans (8,2,3), compte
tenu de 1'isomorphisme 11.11 du Groupe des composantes connexes de

ce dernier avec ﬁg@@/z .

14.3. Application 3 une caractérisation arithmétique de i: EK —_ GK .
La caractérisation que nous avons en vue repose sur 1'observation que

: ] Py N \
pour tout nombre premier L, l'extension (14.2.2) de g&&%& par Té(GK’

déduite de 1 est connue par voie purement algébrique, en particulier

on connatt 1'imege de i par 1'homomorphisme canonique

-~ 1
(14.3.1) Hom(M,, 5. ) —> &‘ Ext(M@z , , T,(G)) .

Dans le cas (auquel on peut toujours se ramener par descente) od M
est constant, de valeur M, l'homomorphisme précédent peut s'interpréter

comme 1 ‘Yhomomorphisme
1
(14,3.2) Hom(M,GK(K)) — [ E Hom{M,H (K,T%(GK))
L

déduit de 1'homomorphisme canonique

1
(14.3,3} G (K} —> |&f H (K, T,(5,)) )
provenant des homomorphismes cobords dans les suites exactes de Kummer

C—> G
n

I
oK.'“%’ GK —> G, —>» 0 .

K
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(L'homomorphisme (14.3.1) pourrait d'ailleurs s'interpréter en tous

cas comme 1'homomorphisme cobord analogue a (14.3,3), relatif au groupe
v

tordu N3G, = Hom(ﬂK,GK).) Le noyau de (14.3.3) est manifestement formé

des éléments de GK(K) qui sont divisibles par n pour tout entier n 21,

ou, comme nous dirons, qui sont infiniment divisibles, Ceci détermine

donc déja i modulo un élément Hom(M,g), ol g est le sous-groupe de

GK(K) formé des éléments infiniment divisibles de GK(K)

/N

8% pa21 " GK(K) ’

Or on a le résultat suivant :

Lemme 14.3.4, Soient V un anneau de valuation discréte dont le corps

résiduel k est de car, p > 0 et de type fini sur le corps premier,

GK un schéma en groupes de type fini sur K, de rang unipotent nul si

car K = 0, Alors le groupe g des éléments infiniment divisibles de

GK(K) est réduit 3 zéro, i.e. (si GK est divisible) 1'homomorphisme

(14.3.3) est injectif,

Quitte & faire une extension finie K'! sur K et de remplacer V
par son normalisé dans K', on peut supposer que GK admet une suite de
composition dans les quotients successifs sont de 1'un des types
suivants : groupe fini constant, variété abélienme, GmK » GaK . On
est donc réduit aussitBt au cas ou GK lui-m@me est de 1l'un des types
précédents, Le cas d'un groupe constant fini, ou du groupe GaK , est

trivial, Dans le cas d'un schéma abélien, il peut 8tre considéré comme

la fibre générique de son mod2le de Néron G, de sorte que dans ce cas,
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on est ramené 3 montrer que si G est un schéma de type fini sur S,
alors le sous-groupe de G{8) formé des points infiniments divisibles
est réduit 2 zéro, Or il en est 2insi pour le groupe G(k), comme il

résulte aussitdt du dévissage habituel de GO et du théoréme de

MORDELL-WEIL [16] (disant que le groupe Go(k) est un Z -module de
type fini si Go est un schéma abélien sur le corps de type fini k),

1Y 4o 6(8) —> G(k). Comme 1e

Donc g est contenu dans le noyau G{S)
(1) -1, . . N
noyau de G(8)""—> G(V/m ) se dévisse en groupes isomorphes & des
vectoriels sur k, (en supposant S complet, ce qui est loisible) qui
sont donc annulés par p, on voit que g est contenu dans le noyau
de l'homomorphisme précédent quel que soit g, donc qu'il est nul, Le
cas on GK = GmK se ram@ne au cas précédent, en observant que dans
ce cas GK(K) ~—> K% est une extension de Z (qui n'a pas d'éléments

infiniment divisibles sauf zéro) par V¥ = Gm(S), qui satisfait 1a

mdme condition d'apr2s ce qu'on vient de voir.

Remarques 14,3.4.1. On notera qu'il est essentiel dans 14.3.4 de faire
intervenir la divisibilité par tous les entiers = 1, et non seulement

les puissances d'un nombre premier fixé £ ; ou encore qu'il faut regarder
le noyau de 1'homomorphisme (14,3.3), sans se borner au second membre

2 un seul facteur Hl(K,TL(GK)). En effet, si G, provient du schéma en
groupes lisse G sur S et 3i 5 est hensélien, tout élément du noyau

de G{(8) > G(k) est infiniment f-divisible pour tout L # p | 1'ar-

gument établissant 14,3,4 montre que le sous~-groupe de GK(K) formé
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des éléments infiniment p-divisibles (i,e. le noyau de GF(K) —é-Hl(K,Tp(GK))

si G est p~divisible) est un groupe fini,

14.3.5, Les réflexions qui précédent nous montrent donc que lorsque

le corps résiduel k est un corps de car, p > 0, de type fini au sens
absolu, alors l'homomorphisme i (14.1,5) est connu enti2rement par

la connaissance de son image par (14.3.1), i.e. par la connaissance

des extensions (14.2.2), Pour en déduire un principe de caractérisation
de i dans le cas général ol on ne fait pas de restriction sur k, notons
qu'au par, 7 nous avons pu construire le schéma G sur S sous des con-
ditions nettement plus générales que celles ol S est un trait complet
et qu'on dispose d'une variécé abéliennc 2 réduction semi-stable sur
smcorps des fractions, Notamment, désignons plus généralement par S

le spectre d'un anneau noethérien normel V, séparé et complet pour une
topologie m—adique, et considérons un schéma en groupes lisse et quasi=-
projectif A sur 3, a fibres connexes, Nous supposons que

A= AXGS (SO = Spec(V/m)) est une extension d'un schéma abélien B parun
tore isotrivialis,et que A%H est un schima abélien, ol UC S - SO est

un ocuveri non vide, On a alors dans 7,22 construit un schéma G sur S,

extension d'un schémz abélien B par un tore T, G étant caractérisé 2

isomorphisme unique prés par 1'isomorphisme (14,1,8)

(14.3.5.1) ¢ —=> i
sur les complétés formels le long de Go et de AQ . On en déduit, pour

tout nombre premier 4, un isomorphisme (7,3.5)
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o £
(14.3.5.2) TL(G) —— TL(A) s

d'ol par restriction 2 U une structure d'extensions de pro-{~groupes

de Barsotti-Tate

. £ .
(14,3.5.3) 0 —> T&(GU) — T&(%) e r&(AU)/’r&(Aﬂ) —> 0

Supposons donné un deuxidme groupe G' sur S, satisfaisant aux mlmes
hypothéses que A, et une biextension W de (A,A') par & qui, sur U,
induise une dualité entre les schémas abéliens AU et A& . {En fait,
en vertu de VIII 7.1, la donnde de W équivaut & celle dbune telle

dualité entre AU et Aﬁ). Alors W définit des accouplements
1
(14.3.5,4) TL(AU) X TL(AU) iy ZLU) ,

donnant lieu au théoréme d'orthogonalité (7.4,8) : TL(AU)f est 1l'ortho-
t . . .

gonal de TL(Aﬁ) = TL(TG)’ ot T est la partie torique de 1'extension

de Raynaud G'! = a7 associé 3 A', ~ de sorte qu'on trouve encore

un isomorphisme
f
(14.3.5.5) TL(AU)/TL(AU) —-gagmz{’ s

od M = D(T') est le réseau sur S dual du tore T' , Donc (14.3.8) et

(14.3.10) nous donnent une structure d'extension
(14.3.5.6) o —> TL(GU) —> T&(AU) —> NBZ, —>C .

Ceci posé, nous pouvons énoncer la
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Conjecture 14,4, Les conditions étant celles qu'on vient d'expliciter

dans 14,3.5, il existe un homomorphisme

(14.4.1) i M > Gy

tel que, pour tout nombre premier 4, l'extension (14.3.5.6) soit isomorphe

32 l'extension déduite de i comme expliqué pour (14.2,2), De fagon plus

précise, 11 existe une et une seul facon d'associer, 3 toute situation

du type envisagé dans 14.3.5, un homomorphisme (14,4,1) satisfaisant

4 la condition précédente, et de telle facon que la formation de i

soit compatible avec tout changement de base S' —> 5, associé 2 un

homomornhisme continu V —> V' d'anneaux noethériens adiques.

14.4.2, 11 semble que l'existence de i, compatible avec les changements
de base, résulte de la théorie riglde~analytique de M, RAYNAUD, compte
tenu du fait qu'il est en train de développer celle-ci dans un cadre
plus général que celui énoncé dans 14,1, en se placant comme ici sur
des anneaux noethériens adiques généraux, D'ailleurs, pour prouver
l'existence et 1'unicité énoncée dans 14.4, on est ramené aussitdt

au cas ol on se borne & des S tels que SO soit un schéma de type fini
sur ZZ : en effet, V est limite inductive filtrante sous~anneaux Vi

de type fini sur Z; qu'on peut supposer normaux gr2ce 2 NAGATA

{EGA IV 7.8}, et pour i grand la situation (4,A',W) provient d'une
situation analogue sur un Vi’ ou encore sur le séparé complété de Vi
pour la topologie définie par m, = m Vi , ce qui fouwrnit la réduction

annoncée,
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14.4,3, Notons maintenant que S-So est un schéma de Jacobson

(EGA IV 10.5.8), donc pour voir que deux solutions i, i' du probléme
posé, pour une situation (A,A',W) donnée, sont égales, il suffit de
prouver que ces homomorphismes sont égaux en tout point fermé m de U,

Or introduisant le normalisé S' de 1'adhérence de m dans S, S' est

un trait complet, et on peut appliquer, 3 l'image inverse sur §' de la
situation envisagée sur S, le résultat d'unicité de 4.3, compte tenu que
le corps résiduel de S' est fini, L'unicité &tant ainsi établie, elle
implique la compatibilité de la formation de i au changement de base,

sous réserve d'existence,

N

Remarques 14,5, Il resterait & formuler avec la généralité souhaitable,
et 3 &tablir, une compatibilité entre 1'homomorphisme i introduit dans
14.4 par une méthode rigide-analytique et 1'homomorphisme analogue
(13.5.13) de la théorie analytique complexe ; ou mieux,d'en trouver

une généralisation commune |
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