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INTRODUCTION 

Soient S un schema et f : X > S un morphisme de schemas. Si f est 

propre et lisse, et que le hombre premier £ est inversible sur S , les groupes de 

cohomologie £-adique HI(X~ ,~Zz) des fibres g~om@triques de f forment un syst~me 

local Z-adique sur S . Pour f seulement suppose propre, ces groupes sont les fi- 

bres d'un faisceau Z-adique Rif~z sur S . La th~orie des cycles Evanescents met 

en relation la ramification de ce faisceau sur S et les singularitEs de f . 

Nous ne considErerons que le cas o5 S est un trait hensElien (= spectre d'un 

anneau de valuation discrete hens~lien). C'est en pratique le cas essentiel. Je ren- 

voie ~ (I 2.1) pour une descriptionheuristiquede la th~orie. Soient S=Spec(V), k(~ 

une clSture alggbrique du corps des fractions k(n) de V et k(~) la cl$ture alg~- 

brique correspondante du corps r~siduel k(s) (k(s) est le corps rgsiduel du norma- 

lis~ V de V dans k(~) ). Dans le cas particulier oO X est propre et plat sur 

S , de dimension relative n , et oO f ne pr~sente qu'un point de non lissit~ 

x E X , on d~finit des Gal(~/n)-modul6s i , de nature purement locale au voisi- 
S 

nage de x , nuls pour i ~ [O,n] (I 4.2), et on construit une suite exacte longue 

de Gal(~/~)-modules 

... > Hi(x~ ~£) sp > HI(X~,ZZ) ....... ~ ~i .> Hi+I(Xs,E£) > ... 

(le Gal(~,s)-module HI(X~,Zz) est regard@ comme un Gal(~/n)-module avec action 

triviale de l'inertie ; sp est la fl~che de sp@cialisation). 

On donne aussi des crit~res, valables pour l'instant seulement en caract~ristique 

0 , pour que les ~i pour i petits soients nuls (par exemple, si X est de plus 

i 
localement d'intersection eompl~te, ~ = 0 pour i # n (I. 4.5)). 



VI 

Le thgor~me de monodromie affirme que l'action du sous-groupe d'inertie I 

de Gal(~/n) est quasi-unipotente : pour T E I , il existe des entiers N > 0 , 

tels que l'endomorphisme (T M - I) N de Hi(x_,~) soit nul. On donne de ce M > 0 
n 

th~or~me deux d~monstrations. La premiere (I.l.2), de nature arithm~tique, s'applique 

d~s que les groupes de cohomologie consid~rgs ont des propri~t~s de finitude raison- 

nables. Le point clef est que, lorsque k(s) est de type fini sur son sous-corps 

premier, l'action de I est quasi-unipotente pour toute representation ~-adique de 

Gal(~/~) . La seconde dgmonstration, plus g~omgtrique, requiert la puretg et la r~so- 

lution des singularit~s : elle n'est pour l'instant valable qu'en caractgristique 0 

H I ou pour un . Elle apporte de pr~cieuses informations sur l'exposant de nilpotence 

N ( N ~ i+l pour un H i ). Ainsi qu'on le verra ultgrieurement, elle se prate bien, 

sur C , ~ la comparaison avec la th~orie transcendante. 

H l Ces rgsultats, appliqugs au des vari~t~s abgliennes, i.e. g leur module 

de Tate, permettent d'~tudier la r~duction mod p de celles-ci. On donne ainsi deux 

d~monstrations du th~or~me de r~duction stable des varigtgs abgliennes selon lequel, 

apr~s ramification, la fibre sp~ciale connexe du module de N~ron est extension d'une 

varigt~ abglienne par un tore. La premiere (I. 6) reprend la mgthode de la d~monstra- 

tion arithm~tique du th~or~me de monodromie. La seconde (IX 3.6) s'appuie sur une 

analyse beaucoup plus fine du modgle de N~ron, et de ses propri~t~s de polarisation. 

Les exposgs I ~ V de Grothendieck n'ont pas ~t~ r~diggs. Ils ont ~t~ r~sum~s 

dans un exposg I . Les r~sultats ~nonc~s y sont d~montr~s de fa~on succinte, mais 

essentiellement compl~te. 

L'expos~ II applique la m~thode des pinceaux de Lefschetz et (I 5.3) 

l'~tude du groupe fondamental. Pour S une surface sur un corps alg~briquement clos 

k d'exposant caract~ristique p , on montre que le groupe profini ~(P)(s s) com- 

pl~t~ en dehors de p du groupe fondamental, est de pro-(p)-pr~sentation finie. 

Comme expliqu~ plus haut, les exposes III ~ V n'existent pas. 



VII 

L'exposg VI contient, avec quelques compl@ments, la th@orie des d~formations 

de Schlessinger. On y prend soin de tenir compte des automorphismes infinit@simaux 

des objets qu'on classifie,et de ne pas passer trop brutalement au foncteur des clas- 

ses d'isomorphie d'objets. On y donne aussi une nouvelle construction des 

i 
Ext (Lx/S, -) ( LX/S complexe cotangent relatif de X/S ). Cet expos@ sert dans le 

reste du s@minaire surtout via l'@tude qui y est faite des d@formations des singula- 

rit@s quadratiques ordinaires. 

Les expos@s VII et VIII sont consacr@s ~ la th~orie des biextensions. Cette 

th@orie joue un rSle essentiel dans l'expos~ IX, pour exprimer ce qu'il advient d'une 

polarisation quand on passe d'une vari@t~ ab@lienne ~ un module de N@ron de celle-ci. 

Cet exposg IX contient la d@monstration du th@or~me de r@duction stable des vari@t@s 

ab@liennes, et diverses applications. 

La suite de ce s@minaire : SGA 7 II, par P. Deligne et N. Katz, paraltra 

ult@rieurement. 

Bures sur Yvette, mai 1972, 

P. DELIGNE 
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SGA 7 

Expos@ I 

Rgsum@ des premiers expos@s de A. Grothendieck 

r~dig~ par P. Deligne 

Sommaire 

O. Pr~liminaires 

]. Dgmonstration arithm~tique du th~or~me de monodromie 

2. Cycles ~vanescents 

3. D~monstration g~om~trique du th~or~me de monodromie 

4. Crit~res de nullit~ pour les faisceaux de cycles ~vanescents 

5. Action de la monodromie sur les ~I 

6. Appendice par P. Deligne : d~monstration arithm~tique du 
th~or~me de r~duction stable 

O. Pr~liminaires 

0.0. Terminologie. Rappelons les d~finitions suivantes : 

(0.0.]) trait : spectre d'un anneau de valuation discrete. On note souvent n et s 

les points g~n~riques et fermgs d'un trait. 

(0.0.2) strictement local : pour un anneau : local hensglien ~ corps r~siduel s~pa- 

rablement clos. Pour un schema : spectre d'un tel anneau. 

(0.0.3) point g~om~trique de S (dans cet expose) : morphisme x : Spec(k) > S 

d'image x.'~S , k(x) = dfn ~ ~tant une clSture s~parable de k(x) . Pour un trait 

hensglien S = Spec(V) , on note souvent n un point g~om~trique g~n~rique (i.e. 

d'image ~ ) de S . Le corps r~siduel de l'anneau de valuation V clSture intggrale 

de V dans k(~) est une extension alg~brique s~parablement close de k(s) et d~fi- 

nit un point g~om~trique s de S localis~ en s . 
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(0.0.4) localis~ strict de X en le point ggomgtrique x : SGA 4 Vlll 4.4. 

(0.0.5) essentiellement de type fini sur S : pour un S-schema local (resp. local 

hens~lien, resp. strictement local) : spectre d'un anneau local (resp. de l'hens~lis~ 

d'un anneau local, resp. localis~ strict) d'un schgma de type fini sur S . 

(0.0.6) F i > F(n) : twist ~ la Tate, 

(0.0.7) Un endomorphisme T d'un espace vectoriel de dimension finie est quasi- 

unipotent si ses valeurs propres sont des racines de l'unit~, i.e. s'il existe N ~ I , 

M > I tels que (T N - I) M = 0 . 

0.|. Rappels sur la cohomologie ~-adique 

Soit X un schema de type fini sur un corps alg~briquement clos k d'expo- 

sant caract~ristique p et % un nombre premier premier g p . 

SGA 5. 

Les groupes de cohomologie ~-adique de X ont gt~ d~finis dans SGA 4 et 

a) Hi(x,z/% n) est le i time groupe de cohomologie du site gtale Xet de X 

valeurs dans Z/% n ; 

Hi(x,z~) b) par dfifinition, = ~im HI(X,Z/~ n) ; 

i Hi c) par dfifinition, H (X,Q~) = (X,Z~) @Z~ ~ 

Les groupes de eohomologie %-adique ~ supports propres de 

de m~me ~ partir des HI(X,Z/% n) de SGA 4 XVII. 
C 

X sont d~finis 

H6(X) ont Dans chacun des cas suivants, on sait prouver que ces groupes 

des proprigtgs de finitude raisonnables : 

(0.1.1) en cohomologie ~ support propre ; 

(0.1.2) pour X propre sur k ; 

(0.1.3) pour X lisse sur k (grace ~ a) et g la dualit~ de Poincar~ SGA 4 XVlII) ; 

(0.1.4) lorsqu'on dispose de la rSsolution des singularit~s g la Hironoka pour les 

sch6mas de type fini sur k , de dimension 4 dim(X) ; 

(0.1.5) pour i = 0, I . 
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Dans tous ces cas, les Hi(x,z/~ n) sont finis, les Hi(x,Z~) de type fini, 

les Hi(x,~) de dimension finie et (sauf peut-~tre pour (0.1.5)) on dispose de suites 

exactes courtes scindfies 

O ~Hi(X,Z~) @ Z/~ n ~ Hi(x,z/~ n) > TorI(Hi+I(x,z~),z/~n) ~ O . 

De plus, la dgmonstration du th~orgme de finitude fournit chaque fois une d~monstra- 

tion d'un thgorgme de constructibilit~ ggngrique : si k est le corps des fractions 

d'un schema nogthgrien int~gre S et que X est la fibre g~n~rique de fl : XI • ~ S 

(de type fini), il existe un ouvert non vide Uc S tel que, sur U , les 

R1f Z/~ n soient localement constants de formation compatible ~ tout changement de 

base. 

0.2. Ne supposons plus k alg~briquement clos, et soit k une clSture alg~brique 

(ou sgparable, cela reviendrait au m~me) de k . Nous consid~rerons les groupes de coho- 
i 

mologie "ggomgtriques" H (X~) (X~ est le schgma d~duit de X par extension des 

scalaires de k g k ). Par transport de structure, le groupe de Galois Gal(k/k) 

agit sur ces groupes. En Q%-cohomologie, lorsqu'on est dans l'un des cas (0.l.l) 

(0.1.5), on obtient ainsi des representations continues de Gal(k/k) dans un groupe 

lin~aire GL(n,~%) . 

0.3. Rappels sur les traits (0,0.1) 

Pour les d~monstrations, on renvoie g [4]. Soient S un trait hensglienj 

, s , V , V , n , s comme en (0.0.I) (0.0.3). On note p l'exposant caract~ristique 

de k(s) et Gal(~/~) (resp. Gal(s/s) ) le groupe de Galois Gal(k(~)/k(n)) (resp. 

...). Par transport de structure, Gal(~/~) agit sur k(s) , d'o~ une application de 

Gal(~/n) dans (en fait sur) 

corps de k(~) d~fini par 

Le groupe profini 

p-groupe. Le quotient I/P 

I/P --~J lim ~ (k(~)) = 
n 

n 

Gal(s/s) , de noyau le groupe d'inertie I . Le sous- 

I est une extension non ramifige maximale de k(~) 

I admet un plus grand sous-groupe P qui soit un pro- 

est le groupe d'inertie modern. On a canoniquement 

dfn Z(1) (k(s)) 
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Si ~ est l'application canonique de I/P dans ~ (k) , et que u est un ~l~ment 
n n 

de V de valuation I/n , on a pour o ~ I 

O(u) ~ ~n(U).U (mod. ~l~ments de valuation > I/n), 

En r~sum~, on a : 

(0.3.1) Gal(~/q) ~ I ~ P , 

Gal(~/n)/I ---~GaI(7/s) , 
^ 

~/P "~ Z(1)(k(~)) , 

P : pro-p-groupe ( {e} si p = I ) , 

et l'action (par automorphismes intgrieurs dans Gal(]/n)) de GaI(~/D)/I sur I/P 
^ 

s'identifie ~ l'action naturelle de Gal(s/s) sur Z(1)(k(s)) 

0.4. Soit plus g~n~ralement S strictement local r~gulier, D un diviseur rggulier 

dans S et p' l'exposant caract~ristique du point g~n~rique de D . Soient ~ un 

point g~om~trique g~n~rique de S et s le point ggom~trique localis~ au point fermg 

s , qui s'en d~duit. D'apr~s le lemme d'Abhyankar, le groupe fondamental ~I(S-D,~) 

admet un d~vissage analogue ~ (0.3.1) : 

(0.4.]) ~I(S-D,~) ~ I ~ P 

~I(S-D,~)/I----GaI(7/s) 
^ 

i/v = Z(1)(k(~)) 

P : sans quotient d'ordre premier ~ p' 

L'action par automorphismes int~rieurs de KI(S-D,~)/I sur I/P s'identifie 
^ 

l'action naturelle de Gal(s/s) sur Z(1)(k(s)) 

0.5. La d~singularisation de N~ron 

La m~thode de d~singularisation de N~ron fournit le r~sultat suivant : 

Lemme 0.5.1. Soit S > S un morphisme de traits hens~liens, avec S = Spec(V) , 
O 

S = Spec(V o) et ~ une uniformisante de V . On suppose que K est une uniformi- 
O - -  O 

sante de V , et que les extensions k(s)/k(s o) e t k(n)/k(no) sont s~parables. 

A l o r s ,  V e s t  l i m i t e  i n d u c t i v e  de V - a l g f i b r e s  h e n s f i l i e n n e s  l i s s e s  e t  e s s e n t i e l l e m e n t  
0 

de type fini B. sur V 
i O 
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Pour construire les V -alg~bres voulues, on prend V C B CV 
O o 

type fini, et on d~singularise Spec(B) ~ la N~ron (~I] § 4). 

avec B de 

Soit S = Spec(V) un trait hens~lien. 

(0.5.2) Si S est d'~gale caractgristique, d'uniformisante ~ , on peut appliquer 

(0.5.1) pour So = Fp~](~) . L'extension s/so est s~parable car Ep est parfait, 

l'extension n/n l'est car ~ , gtant une uniformisante, n'est pas une puissance 
o 

leme 
p (si p # 1 )donc fait partie d'une p-base. On trouve que S est limite de 

speetres de Ep[~](~)-alg~bre~_ hens~liennes lisses essentiellement de type fini. 

(0.5.3) Si S est complet, d'inggale caract~ristique, g corps rgsiduel parfait k , 

V est une extension d'Eisenstein de l'anneau des vecteurs de Witt ( = anneau de 

Cohen) W(k) 

V ~ W(k) E~.~ /( n + 
n-I 

a i ~) 
0 

Si on perturbe un peu les 
L 

ser les a.. dans W(k') , avec k' de type fini sur F 
i 

faite de k' dans k et 

a. , on trouve une extension isomorphe. On peut donc suppo- 

• Soit k la cl$ture par- 
p o 

n-I 
V = W(k ) E~]/(~ n + ~ a. l) 
o O i 

O 

Le lemme 0.5.1 s'applique ~ V/V , et le corps r@siduel de V est une extension 
O o 

radicielle d'un corps de type fini sur F 
P 

I. D@monstration arithm@tique du th@orgme de monodromie 

Le lecteur trouvera dans [5], Appendice, une d@monstration du r@sultat suivant 

de A. Grothendieck. 

Proposition 1.1. Soient 

sant caract~ristique p 

S un trait hens~lien, % un nombre premier premier ~ l'expo- 

de k(s) et p une representation continue de Gal(~/~) 

dans GL(n,Q%) . On suppose remplie la condition suivante : 

(~) Aucune extension finie de k(s) ne contient toutes les racines de l'unit~ 

d'ordre une puissance de % . 
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Alors, il existe un sous-groupe ouvert 

p(o) soit unipotent pour o E 11 

11 d u groupe d'inertie I tel que 

La condition (~%) est automatiquement v~rifige pour k(s) de type fini sur 

le corps premier (ou radiciel sur un tel corps). 

Le thgor~me suivant r~sulte aussit3t de 1.1. 

Th~or~me de monodromie 1.2. Avec les notations prgc~dentes, soit X un sohgma de 

type fini sur n et H un espace de cohomologie de X- , g coefficients dans ~ , 
-- q 

de l'un des types (1.1.1) ~ (1.1.5). Si la condition (~%) est v~rifige, l'action 

d'un quelconque ~igment de I sur H est quasi-unipotente. 

Les r~sultats de passage g la limite O,5 permettent de se d~barasser de 

l'hypothgse (±~). 

Variante 1.3, La condition (X%) dans 1.2 est superflue. 

Soit H' un espace de Z%-cohomologie de X- qui donne naissance ~ H 
0 r] 

et Ho = H'/torsiOn.o On a par hypoth~se H = H ° @Z Q~ , et l'action de Gal(~/q) 

dgduit de 

se 

P : Gal(~/n) .... GL(Ho) 

Soit I%, le plus grand sous-groupe premier g % de I . Son image dans GL(H ) 
o 

un groupe de Lie ~-adique premier  ~ ~ , d o n c  e s t  f i n i e .  

est 

Proc~dons g une extension de trait S' > S • Ceci ne change pas H 
o 

(SGA 4 XVI 6.6) et p(l') est d'indice fini dans 0(I) , car I'/P' est d'indice 

fini dans I/P et ce qui prgc~de. II suffit donc de prouver le thgor~me sur S' : 

on peut supposer que 

a) Gal(~/~) agit trivialement sur H /~H 
o o 

b) s i  S es t  d ' in f iga le  c a r a c t ~ r i s t i q u e ,  S 

p a r f a i t  (EGA OiI I 10 .3 .1) .  

est complet g corps r~siduel 

Posons S = Spec(V) , d~finissons 

quons (0.5.1). On a 

V comme en (0.5.2) et (0.5.3) et appli- 
o 

V = li~ B i 
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avec S. = Spec(B.) essentiellement lisse de type fini sur V . Soit D.C_ S. 
1 1 0 i I 

d'fiquation ~ = 0 . Pour i assez grand, H ° provient d'un Z -faisceau constant 

tordu ~i sur S. - D. (d'apr~s la "construetibilit~ gfinfirique" (0.I)) et ~i/~i 
I i 

est constant. 

(1.3.1) 

Les d~vissages (0.3.1) et (0.4.1) donnent lieu g des diagrammes con~nutatifs : 

A 

Gal(~/~) ~ I ~ P I/P ~'~ Z(1) 

1 I I I !I 
EI(Si-Di,~) ~ I. ~ P. l./e. ~.s Z(1) i i i i 

et la representation H de Gal(~/~) se d~duit d'une action de ~l(Si-Di,~) sur 
o 

H , t r i v i a l e  s u r  H / ~ H  , L e  g r o u p e  K e r ( G L ( H )  ~ G L ( H / ~ H ) )  e s t  u n  p r o - ~ - g r o u p e  ; 
o o o 

P. agit donc trivialement, et on applique la variante suivante de i.I. 
i 

Variante 1.4. Reprenons les notations de 0.4 et soit 0 une representation continue 

de Gal(-D/n) dans Gal(n,~%) . On suppose que k(s) v~rifie (~%) et que p(P) 

est fini. Alors, l'action de I est quasi-unipotente. 

2. Cycles ~vanescents 

2.1. Soit S un trait strictement local, et reprenons les notations de 0.3. Par 

hypoth~se, on a ici s = ~ . Soit f : X ~ S un schema de type fini sur S . Le 

formalisme des cycles ~vanescents est un outil pour ~tudier la relation entre les 

cohomologies de X et de X- , et l'action du groupe d'inertie sur celle de X- , 
s ~ 

g partir d'informations locales (sur X ) sur le morphisme f . 

Un r~sultat clef de ce type est le th~orgme de sp~cialisation SGA 4 XVI 2.2, 

selon lequel pour f propre et lisse X 
s 

Dans la thgorie transcendante, si 

d'un espace analytique X dans le disque 

comme suit : 

a) Quitte ~ rapetisser 

que au-dessus du disque ~point~ 

et X- ont mSme cohomologie. 

f : X > D est un morphisme propre 

D , les cycles ~vanescents apparaissent 

D , on peut supposer que X est un fibrg topologi- 

D ~ (th~or~me d'isotopie de Thom). Les fibres 
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X ( t ~ D ~ ) sont en particulier toutes isomorphes. 
t 

b) II n'est pas d~raisonnable de se representer la fibre spgciale X comme 
S 

d g d u i t e  de  " l a "  f i b r e  g g n f i r a l e  X p a r  c o n t r a c t i o n  de p o l y g d r e s  d a n s  X : on a u r a i t  
t t 

: X t .... ~ Xs . La m~thode des cycles 6vanescents consiste alors ~ 6tudier la diffe- 

rence entre les cohomologies de X et X ~ l'aide de la suite spectrale de Leray 
s t 

de 

La th~orie g6om~trique expliqu6e ci-dessous est tr&s proche de cette thgorie 

transcendante ; il faut remplacer le point g6n6ral tED par q , le point g6om&trique 

g6n6rique de S . Inversement, on peut calquer la th6orie transcendance sur la th6orie 

g6om6trique, en rempla£ant t ou n par le revStement universel ~ de D ~ , et 

X t ou X- par X x D ~ . Ce faisant, on se d~barasse de nombreux E et q , mais 

on perd parfois de l'information. 

2.2. Fixons un anneau de torsion A dans lequel p soit inversible (par exemple 

A = z/~nz , ~ premier & p ). Soient les morphismes : 

i 
X ) X < 
S 

s ~ S~ n ~ 

X- 
n 

f~ 

n 

Les faisceaux de cycles 6vanescents ~i sur X s 

(2.2.1) i = i • R i ]~ A 

Si f est propre, on a (SGA 4 XII 5.5) 

sont les 

(2.2.2) i ~ t,J HP(Xs,i~Rq : HP(x,R q ]~ A) , j± A) 

et la suite spectrale de Leray pour ] se r~crit 

(2.2.3) HP(Xs,~q) ~ HP+q(X~,A) 

Lorsque rien ne se passe ~ l'infini, on peut parfois obtenir cette suite 

spectrale sans hypoth~se de propret6. Qu'il faille quelque hypoth~se ~ l'infini se 

voit d6j~ sur le cas trivial X = @ • 
S 
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On tire aussitSt des d@finitions : 

Proposition 2.3. Soient x un point g@om@trique de X s (par exemple un point ferm@) 

X(~) l'henselis@ strict de X e__n_n R e t X(R)~ la fibre g~om@trique g@n@rique de 

la projection de X(~) sur S . On a 

@i i A = H ( X ( ~ ) ~ , )  

Corollaire 2.4. Lg oO f est lisse, ~i = 0 p0ur i > 0 et 4 ° = A 

C'est SGA 4 XV 2.1. 

Le groupe Gal(~/n) 

i 
port de structure sur les 

[@gal par hypoth~se au groupe d'inertie) agit par trans- 

, et 

Scholie 2.5. La suite spectrale 2.2.3 est Gal(~/n)-@quivariante. 

Variante 2.6. Soient S = Spec(V) et X = X ×S ~ " X~ est le compl@ment de 

X = X- dans X . Posons 
S S 

i i+I 
, =H x (~ ,A) 

S 

(faisceaux de cohomologie ~ support). On a une suite exacte de faisceaux 

et, pour 

-1 0 > 4 > A  

i 
i > 0 , des isomorphismes 

> o > 4 ° .... > 0 

> i . Pour f lisse, les 4 i sont 

nuls. 

i i (~ 
Posons ~gl  = HX 

S 

suite spectrale 

, A) (analogue global des ~i ). On dispose d'une 

(2.6.1) HP(Xs,~q ) -  --~ ~gl q 

et d'une suite exacte longue de cohomologie qui, pour f propre, se r@crit 

H i (2 6.2) HI(Xs A ) ~ A ) . . . .  > , (x~ , gl ~ .... 

Variante 2.7. Soit K l'extension mod@r@ment ramifi@e maximale de K dans K . 
t 

On pose X t = X x S Spec(Kt) . Soit ~t la projection de X t dans X . On d@finit 

des variantes mod@r@es ("tame") des ~i en posant 
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i = R i v A 

est un pro-p-groupe, avec Utilisant que P 

trouve que 

(2.7.1) H~(Xt,A) = H~(X~,A) P 

~i = ~iP 
(2.7.2) ~t 

Pour f propre, la suite spectrale de Leray de 

aux P-invariants : 

(2.7.3) HP(Xs,~ ) -- ~ HP+q(xt,A) 

p inversible dans fi , on 

~t se d~duit de 2.2.3 par passage 

= HP+q(X~,A) P . 

3. D~monstration g~om~trique du th~orgme de monodromie 

Soit fi comme en 2.2. 

Conjecture 3.1 (puret~). Soient A un anneau excellent strictement local (0.2) 

r~gulier et D un diviseur rggulier de Spec(A) d~fini par un param~tre x . Soit 

U = Spec(A) - D = Spec(A[I/X] ). On a 

(3.1.I) Hq(U,A) 

I A pour q = 0 

= A(-l) pour q = | (notation (0. 0.6)) 

0 pour q m l 

Voici des cas o~ £ette conjecture est connue (SGA 4 XIX) : 

pour q = 0 ou | , pour A de caract~ristique 0 , pour A d'~gale earac- 

t~ristique p lorsqu'on dispose de la r~solution des singularit~s en dimension 

dim(A) et en caract~ristique p , ou pour (Spec(A),D) un couple lisse (th~or~me 

de puret~ relatif SGA 4 XVI 3.7). 

Lorsqu'on dispose de la puret~, et que D = [ D. est un diviseur ~ croi- 
i 

sements normaux dans Spec A , d~fini par une partie d'un syst~me r~gulier de para- 

m~tre, la cohomologie de U = Spec(A) - D est donnge par 

10 
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(3. I .2) 

H°(U,A) = A 

HI(U,A) = A(-I) B 

Hq(u,A) = q HI(U,A) (donnfi par le cup-produit) 

Ces formules sont identiques ~ celles qui, sur ¢ , donnent la cohomologie de 

D ~B x D k . 

3.2. Soit S un trait strictement local. On garde les notations (0.0.1) (0.0.3). 

Soit f : X ~ S un morphisme de type fini. On suppose que X est r~gulier, 

que X est lisse et que X est un diviseur g croisements normaux dans X . On 
s 

supposera que ce diviseur est (globalement, et non seulement localement pour la topo- 

= Z D. (le cas g@n~ral peut logie ~tale) somme de diviseurs r~guliers : (Xs)re d iEB i 

se r~cup~rer par localisation). Notons m. leurs multiplicit@s : X = Z m.D. 
l s i~B l £ 

Soient 

x (par exemple 

en degrgs 0 et 

x un point de Xs , x un point g@omfitrique de X localis@ en 

x ferm~, x = x ) , C = {i]x ~ Di} et K le complexe concentr~ 

-I 

Z : d((nj)) = E m. n. 
j J J  

K : %C d > 

i Thgorgme 3.3. (utilise la puret~). Les sroupes de cycles ~vanescents mod~rgs @tx 

sont les suivants : 

(i) On a un isomorphisme Canonique de A-alg~bres graduges 

~t ~ ~ --~'J A(HI(K)~ A(_l))~ A ~otE 

o est une A-alg~bre A E ( i i )  ~ t  ~ , pour  E un ensemble  sur  l e q u e l  l e  
^ 

groupe d'inertie mod@r~ I = I/P = ~(1)(k(s)) agit transitivement, de nombre d'~l~- 
~ t 

ments l e  p l u s  grand d i v i s e u r  p r emie r  ~ p de ~ H (K) 
- -  0 

Voici la m~thode de d@monstration. 

, - (le a) Soient X(~) le localis@ strict de X en x U = X(~) X(~)s 

complgment d'un diviseur ~ croisements normaux), t. une @quation locale de D. , 
J J 

Xtx~[(t!/n)] (pour (n,p) = l ; c'est un schema r~gulier) et U l'image rgci- X 
n k ) J n q 

proque de U dans X . D'apr~s 3.1.2, on a Hq(Un,A) =/~(A(-l) C) ; pour m = x d 

l'application "image r~eiproque" de Hq(Un,A) dans Hq(Um,A) est la multiplication 

11 
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par d q . Posant ~ = ~ U , on a donc 
(n,p)= | n 

(3.3.1) 
H°(~,A)= A 

q ~ 
H (u,A) = li~ Hq(Un,A) = 0 pour q # 0 

n 

% 

b)  U e s t  un p r o r e v S t e m e n t  de U de g r o u p e  i ~ ( t ) ( k ( s ) )  C . P a r  d f f i n i t i o n ,  

^ 

= H~(Ut on a ~t x ,A) ; U est un prorev~tement de groupe HI(K) @ Z(1)(k(s)) de 

chacune des composantes connexes de U , et celles-ci sont permut6es transitivement 
~t 

par le groupe d'inertie mod6r@. De (3.3.]) et de la suite spectrale d'Hochschild-Se~re, 

on tire alors les formules 3.3. 

En termes imag6s, on peut dire que U- est la fibre d'un morphisme ~ d'un 

K(Z(1)(k(s))C,I) cohomologique U dans le K(Z(1)(k(s)),l) cohomologique ~ , ce 

morphisme 6 induisant d = E m. n. : Z(1)(k(s)) C > Z(])(k(s)) . 
3 J 

Corollaire 3.4. (utilise la purer6). Supposons f propre. Soit N le plus petit 

commun multiple des multiplicit6s m. (jEB% Soit q ~ O , et q' la borne inf@rieure 
j 

de q et du nombre maximum de diviseurs D. passant pa__r, un m~me point. Pour T dans 
-- j 

le groupe d'inertie mod6r6 I =I/P , on a 
t 

(T N - I) q' = O sur Hq(x~ ,A )P 

R6sulte aussitSt de 3.3 et de la variante 2.7 de 2.5. 

Les r6sultats de puret6 requis sont disponibles pour les H l , en caract6- 

ristique 0 , ou pour S essentiellement de type fini sur un corps. 

Th@or~me 3.5. Soit C une courbe projective et lisse sur le corps des fractions 

k(n) d'un anneau de valuation discrete V . Le groupe d'inertie I ~agit sur 

HI(C~,~) par automorphismes quasi-unipotents d'6chelon 2 : il existe N tel que, 

pour T ~ I , on air 

(T N - I) 2 = O sur HI(c~,Q%) 

On se ramgne h supposer V strictement local. L'assertion est qu'il existe 

= H I un sous-groupe ouvert I l de I tel que (T - I) 2 0 sur pour T ~ I l 

12 
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Ii nous est loisible d'~tendre les scalaires de k(~) ~ une extension finie (rempla- 

cer V par son normalis~ dans cette extension). Puisque l'image du pro-p-groupe P 

dans un groupe de Lie £-adique GL(n,Q£) 

que P agit trivialement. 

Soit C un module minimal de C sur V 
o 

sur le thgor~me d'Abhyankar, cf. la discussion dans 

est finie, on peut en particulier supposer 

(pour l'existence de C , bas~e 
o 

[~ § 2, p. 87 ; on pourrait ici 

se ramener au cas V excellent en passant au compl~t~ de V : invoquer SGA 4 XVI 1.6). 

Soit C I un modgle r~gulier de C , dgduit de Co par ~clatements, de fibre spgciale 

o 
un diviseur g croisements normaux. Les arguments 3.3, 3.4 s'appliquent ~ C I ' ~t ' 

~ et HI(c~ ,~ /~n)  p H I ( c ~ , ~ / ~  n) = avec N ind~pendant  de n , e t  3.5 en r ~ s u l t e .  

Remarque 3 .6 .  So i t  A une v a r i ~ t g  a b ~ l i e n n e  sur  k(n)  Puisque  A e s t  q u o t i e n t  

H i d'une jacobienne, on trouve encore que l'action de I sur (A ,Q~) ou T£(A) est 

quasi-unipotente d'~chelon 2. 

H I Remarque 3.7. L'action de I sur (X~,Q) est en fait quasi-unipotente d'gchelon 

2 pour tout schgma X de type fini sur n • 

Le th~or~me 3.5 (ou 3.6) est g la base de la d~monstration du th~or~me de 

r~duction stable pour les vari~t~s ab~liennes qui sera donngedans l'expos~ IX § 3 . 

3.8. II est clair que lorsqu'on dispose de la puret~ et de la rgsolution des singu- 

larit~s (par exemple en caract~ristique 0 ) la m~thode pr~cgdente d~montre le thgor~me 

de monodromie, et fournit des bornes pour l'exposant de nilpotenee. Ainsi, en ~gale 

caract~ristique 0 , on trouve que pour X propre et lisse sur ~ et T dans un 

sous-groupe ouvert de I , on a 

(T- I) q+l = 0 sur Hq(X~ , Z~) ( r e I 1 C I ) 

4. Crit~res de nullit~ pour les faisceaux de cycles ~vaneseents 

4.1. Soient S 

sur S . Posons 

Si X' 

a) Sur X - X' 
s s 

un trait strictement local et f : X 

n = dim(XT]) . 

est l'adh~rence sch~matique de X dans 

-I i 
, ~ = A et les autres ~ sont nuls ; 

13 

> S un schema de type fini 

X,ona: 
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b) sur X' , les i 
S 

Puisque X' 

X est plat sur S . 

et @i relatifs g X/S ou ~ X'/S coincident, et #-I = 0 . 

est plat sur S , ceci permet souvent de se remener au cas o~ 

Thgorgme 4.2. 

(i) On a ~i = 0 pour i > n . 

(ii) Plus pr~cis~ment, pour x un point de X dont l'adh~rence soit de 
S 

dimension k ( k = deg tr(k(x)/k(s)) ) et pour x un point g~om~trique localis~ en 

x , on a 

~i_ = 0 pour 

X 

d(# i) $ n-i 

i > n-k , i.e. 

(notation de SGA 4 XIV 2.1). 

~i i 
On a _ = H (X(])~ , A) , et X(~)~ est limite projective de schemas 

X 

affines de dimension ~ n sur k(~) . L'assertion (i) ~sulte donc du th~or~me de 

Lefschetz affine (SGA 4 XIV 3.2) par passage ~ la limite. 

Pour prouver (ii), on peut supposer que X est plat sur S (4.1) et qu'il 

k tel que g(x) soit le point existe un S-morphisme quasi-fini et plat g : X > ~S 

k 
g~n~rique de ~ . Soit S' le trait localis~ strict de A S en x . On a 

a) S i est le spectre d'un corps, et Gal _--r , (~ /s ~) est un p-groupe Q . 

i 
b) D'apr~s (i) pour g , on a H (X(x)~-r,A) = 0 pour i > n-k . 

i i Q d' c) On a H (X(x)~,A) = H (X(x)~-F,A) , o3 le th~or~me. 

Corollaire 4.3. Si 

de f dans X est 
-- S 

un isomorphisme pour 

4.4, Pour prouver, dans certains cas, que les i pour i petit sont nuls, on 

s'appuyera sur la th~orie de la dualitg locale (directement ou via des thgor~mes de 

Lefschetz locaux de SGA 2 XIV). Cet outil n'est disponible qu'en caractgristique 0 

(ou en ~gale caractgristique p lorsqu'on dispose de la r~solution des singularit~s 

la Hironaka dans les dimensions consid~r~es). 

f est propre et plat et que la dimension du lieu de non lissit~ 

d , le morphisme de spgcialisation HI(Xs ) • > HI(X~) 

i > n+d+l et un ~pimorphisme pour i = n+d+l . 

14 
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Th~orgme 4.5. Supposons S de caractEristique 0 . Soient f : X 

phisme de type fini et x un point fermE de X . On suppose que 
S 

• S un mor- 

(a) x est un point de non lissitg isolE dans sa fibre 

(b) X est de profondeur sEomEtrique relative ~ n e n x : au voisinage de 

x , X s'identifie ~ un sous-schEma dEfini par k Equations dans un schema lisse de 

dimension relative N en x , avec n 4 N-k . 

i = Alors ~x 0 pour i < n . 

Soit X le localisE strict de X en x et V = X - {x} . Pour tout 
X X 

, S' . Pour S le S soient de m~me X'x = Xx ×S S' et V' = V ×S 

n , soient X = X x S V = V × S On a 
x x S ' S " 

x darts X ) 
S 

(X) (i.e. en toute gEnErisation de 
X S  

trait S' fini sur 

normalisg de S dans 

(1) Si i = 0 sur 

pour i ~ m , alors 

Hi-l(Xx) = 

{x} 
~i(~]) = +i 

~i(~) ~ ~ H pour i ,< m . 

i 
Les ~ sont en effet des faisceaux de cohomologie ~ support dans 

; sous les hypotheses de 4.5, (a) est d'application pour m = 

V de 
S 

(SGA 4 XV 2.|). 

(2) L'hypothgse (b) de 4.5 est stable par changement de base. D'apr~s SGA 2 

XIV 5.6, elle implique que 

~i(v') = H i-I (X') = 0 pour i < n ; 
{x} x 

on eonclut en notant que ~i(~) est limite inductive des ~i(v') 

D'aprgs 4.2. et 4.5, on a 

Corollaire 4.6. Pour S un trait hensglien de caractEristique 

section complgte relative de dimension relative n et x ~ X 
- -  S 

i = isolE darts sa fibre, on a ~x 0 pour i # n . 

0 , X/S une inter- 

un point de non lissitE 

n 
Corollaire 4.7. Sous les hypotheses de 4.6, #x est un A-module plat. 

Pour A' une A-alg~bre finie, un general non sense (SGA 4 XVII 5.2.11) 

i 
fournit en effet, pour les ~A ' relatifs g A' , 

15 
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n i 
~A' = Tor (A',~) 

et on applique 4,6 ~ A' . 

Variante 4.8. Dans 4.5, suppr~mons la condition (a) et soit Z le lieu de non 

de f . On peut encore conclure 

i = ~x 0 pour i < n dim Z s 

On proc~de par r~currence descendante sur dim {x} . L'hypoth~se de r~currence permet 

d'appliquer 4.5 (I) avec m = n - dim Z , et on achgve la d~monstration comme pr~c~- 
S 

demment. 

4.9. Ii est possible d'obtenir un crit~re de nullit~ utilisant seulement des infor- 

mations sur les fibres g~om~triques de f .Dans le eas des intersections eompl~tes, 

le r~sultat est toutefois d'une unit~ moins bon que 4.5. 

Proposition 4.10. Sous les hypothgses g~n~reles de 4.5, supposons que 

(a) x est un point de nonlissit~ isol~ dans sa fibre. 

(b) Pour tout point y de X- , d'adh~rence dens X- de dimension 

d(y) , qui soit une g~ngrisation de x , on a prof ety(X~)_ >, n - d(g) , i.e. 

H~ .(X_) = 0 pour i ,< n - d(g) 
lY# D 

(c) prof et (X) > n , 
X S 

i= 
Alors, ~x 0 pour i < n-I . 

Gardons les notations de 4.5 ; on peut appliquer 4.5 (I) avec m = ~ . 

D'apr~s le th~or~me de Lefschetz local (SGA 2 XIV), l'hypoth~se (b) fournit 

et on conclut par (c) que 

Hi(v ' ) % > Hi(Vs ) ( i < n-I ) 

i H i H (V') ~ > (Vs) ( i = n-I ) 

Hi(v) = lim Hi(V ' ) = O pour i ~ n-I , d'oO 4.10. 
> 

4 . 1 1 .  Comme en 4.8, on peut donner de 4.10 une variante ne supposant pas (a). 

16 



-]7 - I 

5. Action de la monodromie sur les ~] 

Dans cet § ( = expos~ de Grothendieck du 19/II/1968), nous ferons usage du 

thEor~me de r~duction semi-stable pour les courbes. Artin et Winters [~ ont donne 

une d~monstration directe de ce thEorgme, qu'on peut aussi d~duire E~ du thEor~me 

analogue pour les variEt~s ab~liennes (IX § 3, utilisant 3.6). Nous utiliserons aussi 

la th~orie de Schlessinger (expos~ Vl de Rim). 

5.1. Soient k un corps algEbriquement clos, C une courbe projective sur k et 

x ... x un ensemble fini de points fermgs de 
l n 

est stable si 

C . On dit que X = (C ; Xl,.. , x n) 

(a) C est rgduite et ses seules singularit~s sont des points doubles ~ tan- 

gentes distinctes ; 

(b) les x. sont distincts, et des points lisses de C ; 
l 

(c) si C 1 est une composanteirrEductible de C , et que E est l'ensemble 

des points de la normalis~e C' de C au-dessus d'un point singulier de C l ou 
1 I 

' est de genre 0 (resp• I) E a au moins 3 (resp l) d'un des x i , alors, si C I 

ElEments. 

La condition (c) Equivaut g chacune des suivantes : 

(c') X n'a pas d'automorphismes infinitEsimaux non triviaux. 

(c") Si m est le faisceau inversible dualisant, le faisceau inversible 

~' = ~(E x.) est ample. 
Z 

• est une courbe stable sur Un S-schEma C , muni de sections x I, .., x n 

S si ses fibres gEomEtriques sont des courbes stables. Dans [3] §§ 1,2, seul le cas 

n = 0 est considErS. L'extension des r~sultats de loc. cit. au cas g~n~ral est tri- 

viale : 

(I) Pour X/k stable, 

ample pour n ~ 3 (cf. [3] 1.2). 

(2) Le schema formel M des modules de X est lisse, et 

gulier au-dessus d'un diviseur ~ croisements normaux de M . 

HI(c,w, On) = 0 pour n ~ 2 et ~,0n est trgs 

C reste sin- 
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sur S 

(3) Pour X et Y stables sur S , Isoms(X,Y) est fini et non ramifi~ 

(isomorphismes compatibles aux points marquis). 

(4) Pour X/k stable, AUtk(X) ..... > Aut k Pic°(C) est injectif. 

On a enfin 

Proposition 5.].I. Soit Xn = (C n ; xl, ..., Xn ) stable sur ......... le point ggn~rique q 

d'un trait S , avec C lisse. Ii existe une extension finie s~parable q' de n 

et une courbe stable X' sur le normalis~ S' de S dans q telle que 

X' 8S, ~' = X 8 n' • 
N 

Cela r6sulte du th6or~me de r6duction semi-stable habituel qui permet de 

prendre q' tel que la fibre sp6ciale g~om6trique du module minimal C" de C , 

sur S' v6rifie (a). On 6clare ensuite, de faGon it6r6e s'il le faut, des points 

lisses de C" pour que (b) soit v6rifi~e. On contracte alors les cha~nes de compo- 

santes rationelles lisses de self intersection deux ne contenant aucun x. de la fi- 
I 

bre sp6ciale et on obtient C' (cf. [3], preuve de 2.3 p. 88), 

de C 
n 

On peut v6rifier eomme dans loc. cit. que C' existe d~s que la jacobienne 

a r6duction stable. L'hypoth~se de l~sit6 sur C est par ailleurs superflue~ 

5.2. Soit Xq un schema g~omgtriquement connexe de type fini sur le corps des frac- 

tions d'un trait strictement local S . Pour ~ un point g~om~trique de X- on a une 
q 

suite exacte 

(5.2.1) 0 --zI(X~,~) -- > ~I(X,¢) > Gal(~/n) > 0 , 

d'o8 un homomorphisme de Gal(~/n) dans le groupe des automorphismes ext6rieurs de 

-(P) (x~) de ~1(X~) on ~I(X~) . Passant au plus grand quotient premier ~ p ~] 

trouve 

(5.2.2) Gal(~/n) > Aut ext (~I p) (X~)) . 

S u p p o s o n s  q u e  X a i t  u n  p o i n t  r a t i o n n e l  x , e t  s o i t  x l e  p o i n t  g f iomf i -  
n 

X - -  

trique ~ ~ n > X . Pour ~ = x , la suite exacte (5.2.2) splitte canonique- 
n 

ment, d'o~ 
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(5..2 3) Ix] : Gal(~/~) > Aut (~](X-,x))~ > Aut i |'~(P)(x~,x)) 

Th~or~me 5.3. L'image de P par 5.2.2 (ou 5.2.3, cela revient au m~me) est finie. 

5.3.1. R~duction au cas o3 X est g~om@triquement normal et int~gre. 

Soient X' le normalisg de X (X~ )i la famille des composantes con- 

nexes de X'q , X"n = X'~ ×X X'q et (X"jn )~j les composantes connexes de X"n " Quitte 

passer ~ une extension finie de k(n), on peut supposer que les X! sont g~om~- 

triquement normaux et int~gres, avec un point rationnel x. , et que les X" sont 
l 3n 

g~om@triquement connexes, avec un point rationnel yj . Pour k = | ou 2 et 

k(Yj) ~ X~in , choisissons une classe de chemins ~kij de Prk(Y j) ~ x.l : c'est P 

un gl~ment d'un torseur sous Kl (X'-'x')l~, l . Soit -~kij le chemin "premier g p " 

correspondant (le m~me modulo Ker(~ > K(P)) . On peut prendre £kij invariant 

par P : l'ensemble des chemins premiers g p est lim d'ensembles finis d'ordre pre- 

mier ~ p sur lesquels le pro-p-groupe P agit. 

D~s lors, si un sous-groupe d'indiee fini P' de P agit trivialement sur 

K(|P)(x;~,x i) , il r@sulte des formules de Van Kampen (i.e. de ce les que 

X~- ) X.- est de descente effective pour les rev~tements @tales) que P' agit 

trivialement sur ~:I p) (X~,x)  

5.3.2. 

supposer 

remplace 

d'un ~k S) 

Pour X- normal et U un ouvert, ~l(U) s'envoie sur K](X~) ; on peut donc 

X- lisse et affine. Coupant par les sections h y p e r p l a n e s  g~nf i r iques  ( c e c i  
n 

S par  l e  l o c a l i s g  s t r i c t  de S au p o i n t  gfinfirique de l a  f i b r e  s p g c i a l e  

e t  a p p l i q u a n t  B e r t i n i ,  on se ramgne ~ supposer  que X e s t  l i s s e ,  
n 

sgomgtriquement connexe et de dimension un. Quitte g passer ~ une extension finie de 

k(~) , on peut supposer que X est le complfiment dans une courbe projective et 

lisse Xn d'un ensemble fini de points rationnels xiJ(dont il nous est l~sible 

d'augmenter le nombre. Appliquant le th~or~me de r~duction semi-stable (5.].I), 

on se ram~ne g supposer qu'il existe une courbe stable X = (C ; x! .... , Xn) sur 

- {x I x } . On applique alors le r~sultat suivant S telle que X n = C ''''' n 
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ThEor~me 5.4. Soient S un schema strictement local, f : X > S un morphisme 

propre et plat, de fibre spEciale une courbe dont les seuls points de non lissitE sont 

des points doubles ordinaires et Y un sous-schEma de X , reunion d'un nombre fini de 

sections disjointes contenues dans l'ouvert de lissitE. Soit x un point rationnel de 

X = X - Y . Soit U l'ouvert de S au-dessus duquel X est lisse, et ~ un point 

gEom~trique de U . Alors l'image de ~I(U,~) dans Aut(~IP)(x~, x~)) est ab~lienne 

et premiere g p . 

-(P)(x~,x~) que On prendra garde qu'on ne peut faire agir ~l(U,~) sur ~I 

-(P) vgrifient le th~or~me de spEcialisation. parce que les ~I 

On se ram~ne au cas S complet, puis au cas universel o~ S est un schema 

formel de modules pour la fibre spEciale, munie de ses sections. S est alors un 

anneau de series formelles sur un anneau de Cohen : S = Spec(W[[t I ... tn] ] ) et U 

est le complement d'un diviseur g croisements normaux d'Equation t 1 ... tm = 0 .Dans 

ce cas universel, d'apr~s le lemme d'Abhyankar, KI(U,~) est abElien et premier 

p , d'oO le thEorgme. 

Remarque 5.5. On peut d~montrer un rEsultat analogue ~ 5.4 en dimension relative 

quelconque en considfirant une section plane gEn~rique de dimension un et en appliquant 

Bertini. 

6. Appendice : demonstration arithmEtique du thEor~me de reduction stable 

(par P. Deligne) 

Soient S un trait et A une variEtE abElienne sur 

d # 0 . Pour S' ~ S un morphisme local de traits, on note 

lienne sur k(n') d~duite de A par extension des scalaires. 

, MS,s, sa f i b re  spEciale  e t  &S 's '  de NEron de A , sur S' o 

de ~S's' . Le thEor~me de r~duction stable est le suivant. 

k(n) , de dimension 

A , la vari~tE abE- 
n 

Soient MS, le module 

la composante neutre 
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Th~or~me 6.1. Pour S' convenable, A , a r~duction stable, i.e. sA~,s, est exten- 
n 

sion d'une vari~tg ab~lienne par un tore. 

II r~sulte assez facilement de 6.1. qu'on peut prendre S' tel que k(n') 

soit une extension s~parable finie de k(~) . Supposons tout d'abord que le corps r~- 

siduel de S est de type fini sur le corps premier (le m~me argument marcherait pour 

k(s) radieiel sur un tel corps). 

Soient £ un nombre premier premier ~ l'exposant caract~ristique r~siduel p , 

T£(A) le module de Tare, V£(A) = T£(A) 8 Q£ et P : Gal(~/~) ~ GL(T£(A)) la 

representation naturelle. Une extension des scalaires pr~liminaire nous ram~ne au cas 

o~ le groupe d'inertie I agit de fa~on unipotente (|.2) donc ~ travers son plus 

grand pro-£-groupe quotient Z£(1) (0.3). Soient T l'image dans GL(T£(A)) d'un 

g~n~rateur de Z£(1) et r le plus grand entier > 0 tel que (T-I) r # 0 . On a : 

Lemme 6.2. L'application 

o E I , v E V£(A) I > (p(o)-l) r (v) 

induit des morphisme et isomorphisme 

(6.2.1) 

V£(A) I ~ Q£(r) M ~ V£(A) I 

% 
V£(A)/Ker(T-I) r ® ~£(r) ............... > Im(T-l) r 

V£(A) I et V£(A) I sont des Gal(]/s)-modules et M est galoisien. 

> GL(V) est de poids 6.3. On dit qu'une representation £-adique T : Gal(s/s) 

n (n ~ Z ) si la condition suivante est v~rifi~e : 

(~) Pour un module convenable X de k(s) (X = une vari~t~ irr~ductible de type fini 

le corps premier, avec k(s) = k(X)), ~ se factorise par ~l(X,s) et pour x sur 

un point ferm~ de X , les valeurs propres de T(F ) sont des hombres alg~briques 
X 

dont les eonjugu~s complexes sont tous de valeur absolue Ik(x) l n/2 (F x d~signe le 

-I 
Frobenius g~om~trique ~x )" 
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si V (resp. W ) est de poids n (resp. m ) et que n # m , on a 

HOmGaI(V,W) = 0 . 

o 

6.4. Ii rgsulte de la propri~t~ universelle du module de N~ron que V/(A) I = V/~S, s) 

o Si a e s t  l a  d i m e n s i o n  du p l u s  g rand  q u o t i e n t  a b g l i e n  de & S , s  e t  m l a  d i m e n s i o n  

de l a  p a r t i e  m u l t i p l i c a t i v e  de &° d ' a p r ~ s  W e i l ,  V/(A) I S , s  ' e s t  done e x t e n s i o n  d ' u n e  

r e p r f i s e n t a t i o n  de d i m e n s i o n  2a e t  p o i d s  - I  pa r  une r e p r g s e n t a t i o n  de d i m e n s i o n  

m e t  p o i d s  - 2  . 

6.5. Soit A ± la vari~t~ ab~lienne duale de A . Rappelons que VI(AX) et VI(A) 

(donc VI(A~)I et VI(A) I sont en dualit~ g valeurs Hans %(I). Si a et m 

sont d~finis pour A ~ VI(A) I cormne a et m pour A , il rgsulte de 6.4 que est 

x 
extension d'une representation de dimension m et de poids 0 par une representation 

de dimension 2a x et de poids -I . 

6.6. Le module galoisien Q/(r) est de poids -2r . Puisque Im(T-l) r # 0 , on 

d~duit de 6.4, 6.5 et de l'isomorphisme 6.2 que r ~ I . Si r = 0 , on a 

{ a + m ~ d  

2 a + m = 2 d ,  

donc m = 0 , a = d et A a bonne r~duction. Supposons que r = I . On tire alors 

I 
de 6.2 que Im(T-1) est de poids -2 et que VI(A)/VI(A) est de poids 0 ; ces 

espaces ont m~me dimension m I ~ m . 

On a alors 

I 
dim V/(A)_ _ = 2d - m.l = 2a + m 

2 dimes, s ~> 2 (a + m) >I 2 a + m + m! = 2 d = 2 dim~As, s , 

de sorte que An a rgduction stable (dim~s,s = a + m) . On a obtenu en m~me temps 

que m I = m , i.e. que Im(T-l) c VI(A) I~ V/(~, s) est le V£ de la partie multi- 

plicative de A ° 
S,s 

6.7. Pour traiter le cas g~n~ral, nous utiliserons (0.5) (cf. 1.3). On se ram~ne 

supposer que 
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(a) les conditions de (0.5.2) ou (0.5.3) sent v~rifiges ; 

(b) Gal(~/n) agit trivialement sur A l ; 

(c) l'aetion de I sur TI(A) est unipotente. 

Sous ces hypotheses, nous prouverons que A a r~duction stable. L'hypo- 
n 

thgse (a) permet d'appliquer (0.5.1) pour avoir S = $im S i eomme en 1.3, dent nous 

reprenens les notations. Soit s. le point ferm~ de S, 
i i 

Pour i assez grand, la composante neutre ~o du modgle de Ngron ~S 

provient d'un schema en greupe lisse ~ fibres connexes ~i sur S.l , et (~i)l est 

constant sur S.l - D . Le groupe KI(SI - D i , ~) agit sur TI(A) , et agit trivia- 

lement sur Tl(A)/l TI(A) ~A l . Comme en 1.3, on voit que e'1 agit trivialement. 

On a alors par ~1.3.1) : 

TI(A) I = T/(A) Ii ' Tl(~i'si ) = T°(~°)£ s = TI(A) I = Tl (All)" 

et (6.2.1) est un diagramme de Gal(s./s.)-modules auquel on peut appliquer les argu- 
I i  

ments 6.4 g 6.6. 
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SGA 7 

Expos@ II 

Propri@t@s de finitude du groupe fondamental 

par Mich~le RAYNAUD 

Soient k un corps s@parablement clos de caract@ristique p ~ 0 , X un 

connexe de type fini sur k et HIP)(x) le plus grand quotient "premier sch@ma 

p " de ~I(X). On montre, dans cet exposE, que, si X est une surface, N(P)(x)! est 

topologiquement de pr@sentation finie et qu'il en est de m~me pour X quelconque si 

l'on admet la r~solution des singularit@s. 

Dans le cas d'une surface, la m@thode de d@monstration, due ~ J.P. Murre, 

consiste g se ramener au cas o~ l'on a une fibration au-dessus de P! ayant les 

propri~t@s (i), (ii) et (iii) de la proposition ci-dessous. 

Proposition 2.1. Soient k 

ve, irr@ductible, lisse sur 

o~ S ' 

un corps al$~briquement clos, S une surface projecti- 

k . Alors on peut trouver un ~clatement 

g : S' ) S , 

est une surface rfisuli~re , munie d'une fibration 

1 
f : S' > P , 

tels que f air une section o , et que les conditions suivantes soient satisfaites : 

(i) f est lisse aux points de o(P I) . 

(ii) les fibres de f sont des courbes g~om~triquement int~gres n'ay.ant 

que des singularit~s ordinaires. 

(iii) il existe un ouvert non vide U de p1 tel que les fibres de f aux 

points de U soient lisses. 

La proposition r~sulte de l'existence d'un plongement projectif S > pr 

tel qu'on puisse trouver un pinceau de Lefschetz par rapport ~ ce plongement (XVII 

2.5). Soit en effet D = {H t} tEP; un tel pinceau d'hyperplans ; rappelons que l'on 
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ales propri~tgs suivantes (loc. cit. 2.2) : 

a) l'axe A de D coupe transversalement S ; le sous-sch~ma ferm~ & ~S 

est done r~duit et form~ d'un ensemble fini de points ferm~s de S , x|,...,x n . 

b) il existe un ouvert non vide U de P| tel que, pour tout point t ~ U , 

H t coupe transversalement S . 

c) pour tout point t 6 PI-U , H t coupe transversalement 

point qui est un point singulier quadratique ordinaire. 

S sauf en un 

Par chaque point x de S n'appartenant pas ~ A passe un unique hyper- 

p l a n  H , e t  l ' a p p l i c a t i o n  q u i ,  g x , a s s o c i e  t E p1 , e s t  une a p p l i c a t i o n  r a t i o n -  
t 

n e l l e  a de S dans  p1 de domaine  de d f i f i n i t i o n  S-(& ~ S) 

On e o n s i d ~ r e  l ' f i e l a t e m e n t  g : S'  > S du s o u s - s c h g m a  fermfi S / '~& de 

S . Le sch~ma S' e s t  r f i g u l i e r  e t  l a  f i b r e  S'  a u - d e s s u s  d ' u n  p o i n t  x i s ' i d e n -  
X .  

1 

t i f i e  au f i b r ~  p r o j e c t i f  d f i f i n i  p a r  l ' e s p a c e  t a n g e n t  g S en x. , done e s t  i s o m o r -  1 

phe ~ p1 (EGA IV 1 9 . 4 . 2 ,  1 9 . 4 . 4 ) .  De p l u s  l ' a p p t i c a t i o n  r a t i o n n e i t e  f = ag e s t  

p a r t o u t  d ~ f i n i e  ( X V I I I  3 . 1 ) .  E n f i n ,  on p e u t  a s s o c i e r  g chaque  p o i n t  x.  l a  s e c t i o n  1 

de f qui, ~ un point t 6 pl , fait correspondre le vecteur tangent en x i 

H AS . 
t 

V~rifions les conditions (i), (ii) et (iii). On note que, pour chaque 

t E P| , les eourbes S' et S = H £% S sont isomorphes ; le morphisme 
t t t 

S' > S est en effet un isomorphisme sauf peut-~tre en les points x° , points 
t t l 

o~ S t est r~guli~re ; comme de plus S' est intersection compl~te dans S' S' 
t t 

est int~gre, done isomorphe ~ S 
t 

Les conditions (i) et (ii) ne sont autres que les conditions a) et b). Enfin 

' sont g~om~tri- f est lisse aux points de o car f est plat et car les fibres S t 

quement r~guli~res aux points o(t) . 
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Corollaire 2.2. Les notations ~tant celles de 2.1, soit Y un diviseur ~ croisements 

= S' . Alors on peut choisir f , g , U tels que Y'× 1U normaux dans S , Y' Y ×S p 

soit un diviseur ~ croisements normaux relativement g U . 

On sait que, s'il existe un pinceau de Lefschetz pour un plongement 

S > pr , les pinceaux de Lefschetz forment un ouvert de la varigt~ des droites de 

pr (XVII 3.2.1). Ii en est de m~me de l'ensemble des pinceaux de Lefschetz dont l'axe 

1 
ne rencontre pas Y et tels qu'il existe un ouvert non vide U 1 de P tel que 

l'intersection de Y et H t soit lisse si t 6 U 1 • Ii suffit alors de construire 

f et g ~ partir d'un pinceau satisfaisant ~ ces deux conditions et de remplacer 

par U N U 1 

2.3.0. Soit G un groupe profini. Rappelons que 

g~ngration finie s'il existe un entier n tel que 

du pro-groupe libre ~ n ggn~rateurs F(n) ; soit 

G est dit topologiquement de 

G soit isomorphe gun quotient 

K = Ker(F(n) > G) ; on dit 

que G est topologiquement de presentation finie si, de plus, on peut trouver un nom- 

bre fini d'~l~ments k! ..... k r de K tels que le plus petit sous-groupe invariant 

ferm~ de K , contenant kl,...,k , soit ~gal ~ K . 
r 

Th~or~me 2.3.1. Soient k un corps s~parablement clos de caract~ristique p > 0 , 

X un schema connexe de type fini sur k . On suppose que les schgmas de type fini et 

de dimension < dim(X) sur une clSture alg~brique de k sont fortement d~singulari- 

sables (SGA 5 1 3.1.5) (condition r~alis~e si dim X = 2 d'apr~s Eli ou si k = 0 

d'aprgs [2]). Alors le groupe fondamental NIP)(x) est topologiquement de presen- 

tation finie. 

On peut supposer k alggbriquement clos d'apr~s SGA I IX 4.10. 

I) Rgduction au cas oO X est une surface r~guligre. 

Si f : X' > X est un morphisme de type fini, on pose X" = X'×xS' et 

on note (X~) a~ A et (X~) bE B l'ensemble des composantes connexes de X' et X" 

respectivement. Lorsque f est un morphisme de descente effective pour la categoric 

des rev~tements gtales, le groupe fondamental HI(X) peut se calculer explicitement 
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en terme des groupes fondamentaux ~](X' a) et ~l(Xb) ; il en r~sulte (SGA I IX 5.2, 

5.3) que, si les NI(X'a) sont topologiquement de g@n~ration finie, il enest de m~me 

de ~I(X) ; si les Nl(X'a) sont topologiquement de pr@sentation finie et les N](~) 

topologiquement de g~n~ration finie, NI(X) est topologiquement de pr@sentation 

finie. 

Comme X est d~singularisable, on peut trouver un sch@ma r@gulier X' et 

un morphisme propre birationnel f : X' > X ; comme f est un morphisme de 

descente effective pour la cat~gorie des rev~tements ~tales, il suffit de prouver le 

th~or~me lorsqu'on fait l'hypoth~se suppl~mentaire que X est r~gulier. On en d~duit 

en effet que ~I(X) est topologiquement de g~n~ration finie ; sachant que HI(X') 

est topologiquement de presentation finie et les u (X") topologiquement de ggn~ra- 

tion finie, on en d@duit que ~l(X) est topologiquement de presentation finie. 

Soit maintenant (Ui) i El un recouvrement fini de X par des ouverts affi- 

nes et soit f :I I U. ~ X le morphisme canonique. Comme f est un morphisme de 
1 

descente effective pour la cat@gorie des revgtements gtales, on voit qu'il suffit de 

prouver le th~or~me pour les 

lisse. 

On suppose d~sormais 

U. ; on est donc rameng au cas o~ X est affine et 
i 

X affine, lisse sur k , et dim X > 2 . On peut alors 

appliquer le thgor~me de Lefschetz pour les schgmas quasi-projectifs ([3] V 7.4) ; 

si Y est une section hyperplane "assez g~n@rale" de X , on a un isomorphisme 

n:(Y) ~ nl(X) 

Ii'suffit donc de prouver le th~or~me pour Y , ce qui nous ram[he au cas o~ 

dim X = 2 . 

2) Cas oO X est une surface lisse sur k 

D'apr~s le th~or~me de dgsingularisation forte des surfaces, on peut trouver 

une surface S lisse, int~gre, projective et une immersion ouverte i : X > S 

telle que le diviseur Y = S - X soit g croisements normauxo On applique le corol- 

laire 2.2 dont on reprend les notations. 
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Montrons qu'il suffit de prouver que le groupe fondamental de X' = X×sS' 

est topologiquement de presentation finie. Comme X et X' sont rEguliers et comme 

on a 

~ {xi},X) ~ 2 codim(X- 
l~i~n 

tout rev~tement Etale de X' induit sur X- __L3{x i} un revStement gtale qui se pro- 
l ~ i ~ n  

longe de fa~on unique en un rev~tement ~tale de X (SGA 2 I.II) ; ceci montre que l'on 

a un isomorphisme 

II I ( X '  ) -~.~ 7I I (X)  

On consid@re le diagramme cartEsien 

X' 4 

1 
1 P ~ 

X U 

h U 

U 

o~ h = fiX' . On note L l'ensemble des hombres premiers distincts de p et 

un point gEomEtrique au-dessus du point g~nErique ~ de pl . VErifions que les 

hypotheses de SGA I XIII 4.8 sont satisfaites. Le morphisme h a une section o 

car il enest ainsi de f . Prouvons la condition a) de SGA I XIII 4.7 ; les fibres 

de h Etant gEomEtriquement int~gres, le morphisme h est 0-acyclique et locale- 

ment 0-acyclique (SGA 4 XV 4.1, 1.16) ; il reste g montrer que, pour tout faisceau 

d'ensembles localement constant F sur X' , (F,h) est cohomologiquement propre en 

dimension ~ 0 . Si ~ est un point fermE de pl et si Z dEsigne la fermeture intE- 

grale de Spec ~pl dans ~ le schema X~ = X'× IZ v~rifie la condition (S 2) 
,$ P 

aux points fermEs de X' et est rEgulier en tout autre point, donc est normal ; 

' dont la restriction ~ X' est connexe est n~- par suite un rev~tement Etale de X Z 

cessairement connexe. Ceci dEmontre notre assertion, d'oO a). Comme ~ est le com- 

T pl~mentaire darts S U d'un diviseur g croisements normaux relativement ~ U , h U est 

localement l-asphErique pour L (SGA 4 XV 2.1) et, pour tout faisceau de L-groupes 

constant fini F sur ~ , (F,h U) est cohomologiquement propre en dimension ~ 1 

(SGA I XIII 2.4), d'o~ la condition b). Comme pl est normal et T = pl _ U de 
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codimension I , on a 

prof ~tT(S) > 2 , 

d'o~ la condition c). La condition 

prof hoPx(X') > 3 

est valable en tout point fermg de X' d'aprgs le th~or~me de puret~, d'o6 la condi- 

1 
tion e). Enfin, pour tout point t ~ P , h est lisse en o(t) ,donc est localement 

l-asph~rique pour L en o(t) , d'o~ la condition d). 

D'apr~s SGA 1 XIII 4.7, si 

suite exacte 

1 > ~(P)(x',a) 
1 

et le choix de la section o 

a est un point ggomgtrique de 

" ~ ~ ! ( X ~ , a ) l  U > ~ l ( U , a )  > 1 

X' , on a une 
n 

d~finit un scindage de cette suite exacte. Notons K 

l'image de ~l(U,a) dans 

(P)(xi,a) K est le quotient de ~I 

engendr~ par les ~l~ments du type 

cit. (4.7.4), on a un isomorphisme 

; le groupe des coinvariants sous K , 

H(P)(xJ,a) par le sous-groupe invariant ferm~ I n 
x-lqx , o~ x ~ ~1~(P)(x''a)- , q ~ K . D'apr~s loc. 

A 

Aut (N (IP)(~,a)) 

• ( P ) ( x ' , a )  "~¢~(P)(x',a) 
1 - - ~ 1  - 

S o i t  p l  _ U = ] [ { t . }  e t ,  p o u r  c h a q u e  i , s o i t  T.  l e  l o c a l i s ~  s t r i c t  
l~i~n z I 

de pl en un point ggom~trique 7. au-dessus de t. et s. le point g~ngrique de 
i i I 

T. . Un rev~tement ~tale de U , dont la restriction ~ chaque s. est triviale, se 
i i 

prolonge en un rev~tement ~ale de pl ,donc est trivial. Pour chaque i , soit 

k(s i) la clSture alg~brique de k(s.) ; l'assertion ci-dessus revient ~ dire que 
i 

Hl(U,a) est ~gal au sous-groupe invariant fermg engendr~ par les images des groupes 

de Galois, Gal(k(si),k(si) ) ,dans ~](U,a) . D'apr~s 1 5.3, l'image K.z de 

Gal(k(si),k(si)) dans Aut(HIP)(xJ,a)) est finie. Comme K est le plus petit sous- 
n 

groupe invariant ferm~ contenant tousles K. , et comme H(P) I~, a ~ l 1 ~' ~ est topologique- 

ment de presentation finie (SGA I Xlll 3.2), ceci prouve que Y~IP)(~,a)K , donc 

aussi ~IP)(x) qui lui est isomorphe, est topologiquement de presentation finie. 
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Remarque 2.3.2. La r~solution des singularitgs n'est pas n~cessaire pour dgmontrer 

le thgor~me 2.3.1 dans le cas o3 X est l'ouvert compl~mentaire d'un diviseur ~ croi- 

sements normaux d'un schgma projectif, lisse sur k . 

BIBLIOGRAPHIE 

[I] S. Abhyankar, Local uniformization of algebraic surfaces over ground field of 

characteristic p = 0 , Amer. J. of Math., t.63, 1956. 

[2] H. Hironaka, Resolution of singularities of an algebraic variety over a field 

of characteristic zero, Ann. of Math,, t. 79, 1964. 

E3] M. Raynaud, Th~or~me de Lefschetz en cohomologie des faisceaux cohgrents et en 

cohomologie gtale, th~se, g paraTtre. 

31 



S GA 7 

Expos@ Vi 

FORMAL DEFORMATION THEORY 

by D. S. RiM 

I. Formal existence theorem 

We recall the notion of cofibered category (S.G.A.I.IV). 

Let C be a fixed category. A cofibered category A over C is, by definition, 

a category A together with a functor P : A ~ C such that 

Ax.l. For any map f in C and any object a in A with P(a) = the 

source of f , there exists an f-morphism & : a ~ b which is cocartesian (i.e. 

for any f-morphism ~' : a ~ b' there exists a unique T-morphism T : b ~ b' 

in A such that ~' = T-& where T = the target of f ). 

Ax.2. A composit of cocartesian morphism in A is again cocartesian. 

The following properties of a cofibered category P : A ~ C follow 

immediately from the definitions: 

(cancellation) Let a ~ a' be any two coeartesian maps such that 

Y 
P(&) = P(~) . If there exists a cocartesian map b ~ a such that &Y = ~y , 

then ~ = 

(factorization) Given cooartesian maps a ~ a' , a ~ a'' , there 

exists a cocartesian map a' ~ a'' such that ~ = ~ if and only if there exists 

f : P(a') ~ P(a'') in C such that foP(&) = P(~) . F11rthermore y is unique. 

Let A be a cofibered category over C . For each object S in 

we demote by ~(S) the subcategory of ~ whose objects are the objects a 

A such that P(a) = S , and HomA(s)(a,a') = [&EHomA(a,a')IP(~) = id S] 

A cofibered groupoid over C is a cofibered category A over C such that 

C 

in 

A(S) 
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is a groupoid for every object S in C . We recall that a groupoid is a cate- 

gory in which every morphism is an isomorphism. Thus, a cofibered groupoid over 

C is a cofibered category P : A ~ C such that every map in A is cocartesian. 

Furthermore, for every map ~ E F~(~) , a is an isomorphism in ~ if and only 

if p(a) is an isomorphism. 

Throughout the rest of this section, we fix a complete noetherian local 

ring A with the residue field k , and we set ~a to be the category of 

artinian local A-algebras with the same residue field k , where the maps are 

local homomorphisms over A . From 1.2 on, a cofibered groupold ~ over 

is always assumed to have the property that A(k) = [e} , where [e} denotes the 

category in which Hom[e](a, b) consists of one and only one element for any two 

objects a, b in [e] . A map a' ~ ~ a in ~ will be called simply a 

~A-map if p(a') = p(a) and p(~) = ip(a) . A map a' ~ ~ a on A will be 

called surjective, by abuse of language, if p(~) : P(a') • p(a) is surjective 

in 

Ex.l.l.(a) Let F : ~--~(categories) be a funetor. Define the category 

as follows: an object in ~ is a pair (S,a) where S E ob(~) and 

a E obF(S) , and a map (S,a) ~ (S',a') is a pair (f,u') where f : S ~ S' is 

a map in C and u' : F(f)a ~a' is a map in F(S') . Composition of two maps 

(S,a) (f,u') ~ (S',a') (g,u'') ~ (S",a") is given by 

(gf, u".(F(g)u')) : (S,a) ~ (S",a") . With respect to the functor P : F ~ C 

given by (S,a) ~ S , F becomes a cofibered category over C . If F(S) is a 

groupoid for every S E ob(~) , then ~ is a cofibered groupoid over ~ . In 

particular, a functor F : C ~ (groups) yields a cofibered group, and a functor 

F : C ~ (Ens) yields a cofibered discrete groupoid. We also note that a natural 

transformation @ : F ~ G , where F,G : C ~ (categories) are functors, induces 

a cocartesian functor ~ : F ~ G over C 

Ex.l.l.(b) Let X , Y be schemes over A together with a fixed 
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X ®k~ :~ Y ®k . Then the functor iSOmx, Y : _C A ~ (groupoids) isomorphism 
A A 

given by !SOmX, y(S ) = the set of isemorphisms X ® $4~--~ ~ Y ® S such that 
a A 

®A k = T yields a cofibered groupoid P : IS°mX,y ~A 

Ex.I.I.(c) Let X 0 be a fixed scheme over k , and let MX0 be the 

category consisting of deformations of X 0 over --CA (see §4). ~l~us an object in 

MX 0 is a pair (R,X) where R is in --CA and X is a deformation of X 0 to 

R . Then the f~etor P : ~0 ~C--A given by (R,X) ~ R  defines a cofibered 

groupoid over 

ExLI.I.(d ) For any groupoid X we denote by [X] the discrete groupoid 

consisting of the isomorphism classes of objects in X . If P : F ~ qA is a 

eofibered groupoid, we obtain a functor [[] : C_~ ~ (Ens) given by 

Eli(S) = [~(S)] , and in turn a cofibered discrete groupoid, which is, by abuse 

of notation, denoted by [[] 

Definition 1.2. A cofibered ~roupoid ~ over CA is called semi-homogeneous if 

the followi~@ properties hold: 

(I) every diasram a" ...... ~ ~ ' 

I 
a 7 .... - a 

of solid arrows in A where a' ~ a is surjective can be completed 

into a commutative diagram including dotted arrows. 

k[¢]~, r ~ the projection where k[~] is the (2) Le___t R X ~ k L C J  De maos. 
k 

a ' ~  a be ~l-maps rin~ of dual n~mbers over k , and let b' ~ ~ -- 

i_nn A . Then there exists a C_~ -map y : a' ~ b' with ~ = ~.y 

i f  and on l y  i f  (TT2). (a ' )  ~, (TT2) . (b ' )  

Remark l.~.(a) A reformulation of the notion in terms of 2-categories will be 

given later in 2.6(b). We note that if ~ is semi-homogeneous. Then so is [~] 

and in particular 1.2(2) entails the canonical map 
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to be bijective. 

[A(R ~ kiwi) ] r..A(R) ] x [A.(k[~]) ] 

Remark 1.3.(b) Consider a commutative diagram 

a a<a a 
in a cofibered category ~ over C__ A . Set R = P(a) , R' = P(a') and 

R i = P(a i) for i = i, 2 . If we set a" to be the "direct image" 

map (P(Vl),P(v2)) : R' ~B I ~ R 2 , we obtain a commutative diagram 

a 

a 2 

under the 

Thus 1.2(1) cam be replaced by 

(i)': every diagram 

R 1 R 2 in A above ,.. / in C , where 

R 2 ~R is surjective can be completed to a conm~utative diagram 

a ' RI~R 
a ~ ~ a  above Wl/ R~2 

where ~i (i = 1,2) are projections. 

Remark 1.3.(c) If ~ is a semi-homogeneous cofibered groupoid over ~A " then 

~(k [¢])] is canonically provided with a vector space structure over k , where 

k [¢] is the ring of dual numbers over k . Indeed, let V be the category of 
= 
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finite-dimensional vector spaces over k . Then any functor 

preserving the product is canonically factored through 

H 
v ~ CE~s) 

= 

H : V ~ tens) 

where V ~ (Ens) is the forgetful functor. On the other hand, the functor 
= 

G : ~ ~ ~A given by W! ~k[W] = k • W , with W 2 = 0 , transforms 

products in ~ into fibre products over k in ~A . If ~ is a semi-homo- 

geneous cofibered groupoid over C~ , then [A(kEV] xk[W])] -~[A(~EV];]x[A(k[W]; 3 
k 

is bijective by 1.3(a), and the fiunctor V I ~[~(k[V])] commutes with products, 

hence the result. 

Definition 1.4. (i) Let R E ob(C_A ) . A small extension of R i_m C_A is a 

sur,~ective may R' f ~ R i__nn CA such that (Ker f)2 = 0 and Kerf ~---k 

In other words, R' f . R i__~n C_~ is a small extension of R if 

0 ~ k t ~ R' f ,R ~ 0 

is exact for some t 6R' with t 2 = 0 

(2) Let A be a cofibered ~roupoid over C_~ , and let a be an object 

in A , A small prolor~ation of a is an arrow a' G • a in A such that 

P(~) is a small extension in ~A . An arrow a' ~ ~ a in A will be called 

"versal for small prolor~ations of a " if~ for every small prolongation 

v a I ~ a i__nn ~ , there exists a commutative diagram 

a 

Proposition 1.5. Le___t ~ be a semi-homogeneous cofibered groupoid over 

k ~ 2  k [ ¢ ]  be p r o j e c t i o n  maps in ~A " and let a '  , t  a 
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(2) 

be a ~l-map. Then there exists a map a ~ P a' such that ~ 8 = I a 

if and only if there exists a map a ~ (~2),a' . 

Let R' 

diagra m 

R be a small extension in ~A , and consider a commutative 

a" R'×R' 

</ .ov. .\/, 

, T , , 
Define the canonical map ~ : R'×R' • k[Ker f] by f(r l, r~) = rl(0)+(rl-r2) . 

If there exists a map a' P (~).(a") , then there exists a map Y: a' --~ a 

such that ~= ~I'7 • 

Proof (I) The part "only if" is clear. Now assume that there exists a map 

: a ~ (~2) .a' . If we set h : R ~R X k[¢] by h = i X P(~0) , then the 
k 

composite map R h R × kiwi ~I ; R is the identity, and therefore we get 
h 

maps a~l~f.a such that ~.7= I a where P(y) = h and P(~) = ~I 

On the other hand, ~2" h = P(~) and hence there exists a ~2 -map 

h~ ~ (~2).a' . This means that (W2).(h.a) = (~2).a' , and therefore 

by 1.2(2) we have a C A -map u : h.a • a' such that ~-u = ~ . Define 

: a • a' by ~ = u.y . Then ~ = ~,u. y =~y = i a 

(2) The map i Xf : R' Xh' ~ R' Xk[Ker f] 
R k 

compatible with the projections on the first factor, and 

TT 2 : R' Xk[Ker f] 
k 

k[Ker f]--~ k[~] 

exists a map a' 

exists a map y,: a' m a" 

by Y = ~'Y' . We then have ~y = ~ . 

is an isomorphism 

~i u×~) = ~ where 

• k[Ker f] is the projeetlon map. We note that 

since R ' f ......... ~ R is a small extension. Therefore, if there 

(f)~a" = (~2) . [(i f).a"] , then by (i) above there 

such that ~'. y' = i , . Define y : a' ~ a 
a 
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Corollary 1.6. Let A 

and consider a diagram 

be a semi-homogeneous cofibered groupoid over ~A 

a' a I 

in A where G I is a small prolongation. Assume that a 

prolongations of e . Then there exists a map a' P 
a I 

in A if and only if there exists a map f : P(a') ~ P(al) 

P(~)  : P(c t l ) .  f i n  C_~ 

is versal for small 

such that a = ~i p 

such that 

Proof: Assume that P(~) = P{~l)-f where f : P(a') ~ P(al) . Replacing a' 

by its direct image under f , we may and shall assume that P(a) = P(~I ) . 

Set R' = P(al) , R = P(a) . Since ~ is semi-homogeneous, we get a commutative 

diagram 
R'XR' 

a~k /al above R ~  / 

a R 

Since a is versal for small prolongations of e , so is a' and therefore 

our statement follows from 1.5{2). 

- 

Definition 1.7. For each object R in C we put % =M/(m ) where m A 

M are the maximal ideals of A , R respectively. It is a finite-dimensional 

vector space over k , and R I >% defines a fumctor ~ : C ~ V where 

V is the category of finite-dimensional vector spaces over k . If A is a 

coflbered category over C A , then the composite functor _A P _CA ~ =V __is, 

abuse of notation denoted by ~ again. 

Proposition 1.8. Let A 

Then, given an object a 

exists a' ~ a such that 

be a semi-homogeneous cofibered groupoid over C 
--A 

in A versal for small prol0ngations of e , there 
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(i) 

{ii) 

(iii) 

a' is versal for small prolongations of a 

p~a') > p~a) is surjeetive; and the kernel is annihilated 

by the maximal ideal of p(a) 

Qa' ---->% is an isomorphism. 

Proof: Set R = P(a) and consider an exact sequence 0 ~ J ~ S ~ R ~ 0 where 

S is a formal power-series ring over A in a finite number of variables, and 

J C M 2 where M is the maximal ideal of S . Let Z be the set of ideals Jl 

in S such that (i) J D Jlm MJ and (ii) there exists ~l-morphism a I ~ a in 

where Wl : S/JI ~ R is the canonical map. The property 1.2(i) of ~ together 

with the fact that J/MJ is a finite dimensional vector space over k entails 

that there exists a smallest ideal in the family ~ . Let it be J' and choose 

a ~'-morphism a' ~ a where 4' : S/J' ~ R is the canonical map. Note that 

~a' ~ ~a is an isomorphism since J' c J c M 2 . We claim that a' ~ a is versal 

for small prolongations of a . Indeed, let al~ a be a small prolongation. If 

we put R 1 = P[a I) , we obtain an exact commutative diagram 

0 -~ J/MJ ~ S/MJ ~ R ~ 0 

0 ~ k -~ R1 ~ R ~ 0 

If h = 0 , then Wl : RI ~ R admits a cross-section so that h I induces 

f : S/J' ~ R I . If h ~ 0 , then h I : S/MJ ~ R I is surjective and hence h I 

induces f : S/J' ~ R I by the definiton of the ideal J' . Therefore in either 

cases we obtain a commutative diagram 

, f RI s/J 

R 

Since a is versal for small prolongations of e , it follows from 

1.6 that we obtain a commutative diagram 

39 



- 9 - VI 

0 
a t . . . . .  ~ a 

Let P : ~ ~ C_~ be a cofibered category (in groupoids). It is then clear 

that we obtain a eofibered category prcCP) : pro(~) ~ pro(CA) (in groupoids) 

(pour la d@flnitlon de la cat@gorie de pro-objets pro(A) , voir A. Grothendleck, 

S~m. Bourbaki 195). 

! ~ Pr°(A) 

C ....... > proCC A)~ 

A 

Now let U be the full subcategory of pro-C in which 
--A --A 

ob~C_ A) = [(Ri)i~ , R i E oh(CA) I ~i : Ri ~ Ri-i is surjeetive for all i and 

Induces isomorp io s for su fioiently large i 

where N stands for the ordered category of natural numbers, and m. is the 

m a x i m a l  i d e a l  o f  R i . We s e t  _A t o  be  t h e  f u l l  s u b c a t e g o r y  o f  pro-A_ i n  w h i c h  

obC!) = {a ~ obCpro~!))t pro~P) Ca) ~ obC~A)? 

We then obtain a cofibered category 

diagram 

: ~ ~ ~ (in groupoids) with a commutative 

Ac ~ 

C c , ~ 
- -A  / - - A  

We note that the category ~ is canonically equivalent to the category of complete 
--A 

local A-algebras of formally finite type over A with the fixed residue field k 

Henceforth we shall make such identification. 

Definition 1.9. Let A be a cofibered groupoid over C An object ~ in 

is called a quasi-initial object of ~ if for every object a in ~ there 

exists a map ~ -~ a in ~ . A quasl-initial object ~ of ~ is called minimal 
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if the moryhism ~ : h R ~ [~ induces a bi~ectio D 

~(k[¢]): HOmA_alg(R,kEc]) ~ [A(k[c])] , where R = P(~) . An object ~ in A is 

called a versal formal object of ~ if every surjective map a : a' ~ a in 

induces a sur.iective map Hom~(~,a') ~ Hom~(~,a) 

A versal formal object ~ of A is called minimal if the morphism ~ : h R ~ [~] 

induces a bijection ~(k[c]) : HOmA_alg(R,k[c ]) ~ [A(k[g])] where R = P(~) 

Proposition i.I0. Let A be a cofibered ~roupoid over C 
--A 

(i) every (minimally) versal formal object of ~ is a quasi-initial (minimal) 

Qbject of 

(ii) If ~ is an object in ~ such that ~(k[c]): HOmA_alg(R,k[c])~ [A(k[¢3)] 

is injective, where P([) = R , then every endomorphism of ~ in ~ is an auto- 

~orphism. In particular a quasi-initial minimal object of _~ , if it exists, is 

unique up to (non-canonical) isomorphism. 

Proof: (i) let ~ be a versal formal object of A . We must show that, for any 

object a in ~ , we have a map ~ ~ ~ . By the definition of _~ , there 

~n ~z 
exists a sequence of surjective maps in _A : --- ~ an --~ an-i ~ --- ~ al- 

such that a = lima Assume that there exists maps ~'i : ~ ~ a. such that 
-- n " i 

~i~i = ~0i-i for all i < n . Since ~ is a versal formal object of A and 

~n : an ~ an-i is surjective in _A , we obtain a map ~ ~ an such that 

CanOn = ~n-i . If we set cp = ~ ~D n , we have ~0 : ~ ~ a 
n 

(ii) Let ~ ~> ~ be a map in ~ . Then for every X 6 HOmA_alg(R,k[e]) we 

have X,~ = X,ct~ ~ (X'P(a)).~ and hence by the hypothesis on ~ we have that 

= X'P(~) for all ~ E HOmA_alg(R,k[e]) , and therefore P((~) : R -~ R is sur- 

jective. However it is trivial to see that every surjective endomorphism of a 

noetherian ring is always an automorphism and hence P(~) is an automorphism 

of R and therefore ~ is an automorphism of 

a 0 

Theorem i. Ii. (SchleBsinger) Let A be a cofibered groupoid over C Then A 
--A" 
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admits a minimally-versal formal object if and only if 

(i) ~ is semi-homoseneous 

(ii) [~(k[c])] is a finite-dimensional vector space over k (of. 1.3(c)). 

Proof; (Necessity) Let ~ in _ ~ be a minlmally-versal formal object of ~ , 

and consider a diagram 

a\jf 
in ~ where ~ is surjective. Since ~ is a quasi-initial object of _~ , there 

exists a map ~ ~ a I . Since ~ is s~arjective, the composit map ~ ~ a I ~ a 

can be lifted to a 2 i.e., we obtain a commutative diagram 

l\ai2 
which proves the condition 1.2(1). We now prove the condition 1.2(2). Let 

be the projections, 

and let 

be wl-maps in 

and in particular we have 

( ~ 2 ) , a '  ~ ( ~ 2 ) , b  ~ 

Wl S 

~2 

a T b T 

• By the definition of g 

uj ,, ;+ 
a ~ b '  

r r f  p(u) = ~l" P(v) 

We t h e n  have rr2.P(u]. .  = rr2" P(v)  e 

, we obtain a commutative diagram 

• Assume now that 

because of the minimality of 
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, and hence P(u) = WlP(U)× ~2P(u) = ~IP(V)× w2P(v) = P(v) 

Since A is a cofibered groupoid, we obtain a unique isomorphism a' ~ b' in 

!(Sxk[c]) such that ou = v . Then ~cu = ~u entails that ~a= ~ since £ 

is a cofibered category. 

(Sufficiency) Let Cl,C 2 ..... c n be objects in ~(k[e]) which form a 

k-basis of the vector space [A(k[¢])] , and choose a I in i(k[e]×j..xk[c]) 
k k 

such that (wj),a I ~ cj . Then ~(k[£]) : I{omA_alg(Rl,k[c ~) ~ [A(k[c])] is bi- 

jective, where R 1 = P(al) . In particular a I ~ e is versal for small prolonga- 

tions of e . Choose a 2 ~ a I which is versal for small prolongations of a 1 

~a2~ is bijective. We then choose a 9 ~ a 2 , versal for small such that ~a 1 

prolongations of a 2 such that ~a 9 ~ ~a 2 , is bijective etc., and set 

= Lima We claim that ~ is a minimally-versal formal object of A . Indeed, 
n 

since ~n-~ %n-i is bijeetive for all n , % ~ ~I is bijective so that 

{(k[e]) : HOmA_alg(R,k[c ] -~ [A(k[s])] is bijeetive. Now consider a diagram 

t a 

g_~$a 
where ~ is surjective in A . We must show that h can be lifted to a' . For 

this, one may assume, by induction, that a' is a small prolongation of 

Since P(a) is an artinian ring, h : ~ ~ a is factored as a composit map 

~ aq --v~ a for some q . Since A is semi-homogeneous, we get a diagram 

where 

a" ..... > a ' 

? a .... ~a 
q 

T C~ is also a small prolongation. We then obtain a commutative diagram 

and therefore we are done. 

a" 

• a 
) aq+ I i q 

t 

Remark 1.12. Let 
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) a n --~an_ I -- ) ... ~-~a 2 --> a I --~ a 0 = e 

be an infinite sequences of arrows in A such that 

l a i is versal for small prolongations of 

P(a i) --~ P(ai_l) is surjeetive 

~i--~ail i s b i j e e t i v e f o r  i ~ O  

ai_ I 

Then the above proof shows that Lima. is a versal formal object of A 

Remark 1.13. Let A be a coflbered groupoid over C . If A has the property 
-- --A -- 

l.ll(i) and (ii), then so does [A~ , an~ .~ E ob(~)_ is a minimally-versal formal 

object of A if and only if it is so for [A] by 1.10(ii). 

Remark 1.14. Let A be a cofibered groupoid over C 
-- --i 

versal formal object ~ . Then an invariant of R = P(~ 

• admitting a minimally- 

, which is a complete 

local A-algebra of formally finite type over A , is automatically an invariant 

of A over C . Therefore, for example, we shall say that A is (formally) 
-- --A 

smooth over C if R is (formally) smooth over A i.e., a formal power-series 
--A 

algebra over A , or we say that A is irreducible over C if Spec(R) is 
-- --A 

irreducible etc. In the next section we introduce the notion of "smoothness" of 

a functor A ~ B over C , where A, B are cofibered categories in groupoids 
--A 

over C . It turns out (cf. 2.4) that "A is (formally) smooth over C " is 
--A -- --A 

equivalent to " P : A ~ C is a smooth functor" , and theref'ore no confusion 
-- --A 

arises. We also define the dimension of A over C by dim C A = dim k ® R 
-- --A -- 

--A A 

For this we note the following fact: Let C_k be the category of artinian local 

k-algebras with the same residue field k . Then C~ ~ C is a fully~faithful --K --A 

imbedding, whose (left) adjoint functor C ~ C~ is given by R ~ k ® R . Let 
--A --K A 

AIC~ ~ be the pull-back of P : A ~ A  ~znder C~ ~C a . Then it is trivial to see 

that if ~ is a minimally-versal formal object for A over C , then k ® 
-- --A 

A 

is a minimally-versal formal object for AIC_~ over ~C-~ , where ~ ~ k ® ~ is a 
A 

cocartesian arrow above R ~ k ® R . It follows [,hat d i m  C A = d i m ~  ( A [ C ~ )  
A _ ~  - -  2k , -~  
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1.15. In the remaining of this paragraph, we biefly explain how to modify the 

preaeeding theory in order to allow for residue field extensions. 

Let A and K be complete noetherian local rings, with K a A-algebra. 

We assume that 

(a) the natural map from A to K is a local homomorphism; 

(b) the residue field K' of K is an extension of finite type of the residue 

field k of A 

The most interesting case is when K = K' and K is a finite inseparable 

extension of k 

We denote by C~, K the category whose objects are the complete noethe- 

rian local rings R , provided with a structure of A-algebra and with a A-epi- 

morphism s : R ~ K , 

We denote by CA, K the subcategory of C^ A,K consisting of the (R, s) such that 

Ker(s) is a R-module of finite length, rl~ne category C~, K can be identified with 

a full subcategory of PrO(CA,K) 

If K is artinian, so is any object in CA, K . 

For any finite dimensional vector space V over K' we denote by 

Dv(K ) the algebra of dual numbers over ~ defined by V ; its elements are of 

2 
the form k + v ¢ (with k E K , v E V and c = O : 

(k + v ¢) (k' + v' ¢) = (k k') + (k v' + k' v)e ). The map s : DV(K) ~ K : 

s(k + v ¢) = k , turns Dv(K ) into an object of CA, K . The role played before 

by k[¢] will be played here by DK,(K ) 

As explained in 1.8, any eofibered groupoid ~ over CA, K extends in 

a natural way to a eofibered category A ~ over C~, K . A map in A or ~_~ will 

be called surjeetive if the corresponding homomorphism of algebras in CA, k 

or in C ̂ is. 
A,K 
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We assume that A(K) = [e} 

Definition 1.16. A cofibered iroupo~d 

if the following properties hold: 

(I) every diagram 

a ,T .... > a T 

' 1  t 
i 
i 
i 

a I > a 

A over CA, K is called semi-homoseneous 

of solid arrows in ~ , where a' > a is surjective, can be completed into 

a commutative diairam including dotted arrows; 

(Ii) For any R , the natural map 

[i(Rx K DK,(K))] ~ [i(R) X i (DK'(K))] ~ [i (R)] X [i(DK,(K))] 

is bijeetive. 

If ~ is semi-homogeneous, so is [~] . 

1.17. Let us first consider the restriction of A to the full subcategory of 

CA, K whose objects are the Dv(K ) . Let ~ be the vector space ~Iy~A@ K K' 

and d : K ~ Q the derivative. A map f : Dv(K) ~ Dw(K ) can be written: 

f(k+v c) =~+ (u(v) +Ddk) 

with u 6 HomK,(V, W) and D 6 HomK,(Q, W) . If we identify f with (u, D) 

the composition law is 

(II') 

(u, D) o (u', D') = (uu', D + u D') 

The condition (!I) entails 

the functor from K'-veetor spaces to sets 

V t > [ A ( D v ( K ) ) ]  

commutes with products. 

Len~a 1.18. Assume condition (II') is satisfied by A . Then 
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(1) 

[A(Dv(K))] ~ V ~ , [ A ( D K , ( K ) ) ]  as a func to r  in  V 

(2) There i s  a l i n e a r  map y : Hom(O,K') ~ [A(DK,(K))] 

D E Hom(O, K') , 

[A((k,  n ) ) ]  : [A(DK,(K))] * [A(DK,(K))] is 

(3) For any (u, D) : Dv(K) > Dw(K ) , the map 

(u, D) : [A(Dv(K))] * [A(Dw(K))] i.e. 

(u, D) : V ® [A(DK,(K))] * W ® [A(DK,(K))] i s  

x J,,, > u(x) + ~(D) 

[~(DK,(K))] carries a unique vector space structur% such that 

such that, for any 

x , • x+ ¥(D) 

Let us introduce the notations 

F(V) = [A(Dv(K))] 

A = F(K') 

F(u,D) : F(V) ~ F(W) 

F(D) : F(V) ~ F(V) 

By (II ~ ) and the fact that K' 

K'-vector spaces, F(K') is a 

and (I) is clear. Let us now identify 

= the map induced by (u,D) : Dv(K) ~Dw(K) 

: F(D) = F(I, D) 

is a K'-vector space object in the category of 

K'-vector space in (Ens), hence a K'-vector space, 

F(V) and V ® A 

We deduce from the identity 

(u, D) = (i, D) o (u, 0) that 

F(u, D) =F(D) o (u®l A) 

The functoriality of F amounts to 

r(O) = Id 

F(D) o ~(D')  = F(D + D')  

( u ~ l )  oF(D)  = F ( u D )  o ( u ® l  A) 

For any D : ~ -~ V and any n 6 N , if i and' p are the maps 

i ; V <-----> V~K 'n p : V~)K 'n >K n , 
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then p i D = 0 and the following diagra~m is commutative 

V (9 A > (V (9 K 'n) (9 A .> K'n@ A 

i 
V(9 A > (V(gK' ) ® A ....... >K' A 

Let 

of 

x : K m ~ V be a map, x i = x(ei) , and let a.]_ be a family of elements 

A . We have (i V + x) o i o D = D . Hence, if 

F(i D) (Z e i ai) = Z e. a. + a (a E V @ H) , then 
I 1 

F(D) (g x i ai) = g x i a i + a 

and a does not depend on the x. . Hence, 
1 

F(D) (y) = y + G(D) , with 

~(D+D) =a(n) +o(n) 

u G(D) = F(u D) (for any 

One easily checks that any such G 

formula 

G(n) = n (9 Z A (¥) 

as  promised  i n  (2) (3) .  

u : V~W) 

is defined, for some y E ~ ® A , by the 

Definition 1.19. (I) An object ~ i~n ~ is called versal formal ob,iect if 

every surjective map ~ : a' ........ > a in A induces a surjective map 

Hom^(~, a') > Hom^ (~, a) 
A A 

(2) A formal versal ob,iect ~ i__n A , with image (R, s) i_~n C~, K 

c a l l e d  minimal  i f  f o r  ar~- two maps ~ t  " ~2 : R ~ DK,(K) , i_f ~ l ( ~ )  

morphi 9 to ~2([) , then there exists a derivation D of K into K' 

(1 ,  D) (~1) = ~2 , i . e .  ~2-~2 = D s 

, is 

is iso- 

such that 

Theorem 1.20. I~ ~ is semi-homogeneous and if 

di~ K, (EA(DX,(X))]) <. , 

then A admits a minimally versal formal object, and any two of them are 
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isomorphic. 

With the notations of 1.18, let H* be a subspace of [~(DK,(K))] , 

supplementary to the image of y , and let H be the dtm, l of H* . We define 

R ° = DH(K ) . Let ~o be an object in ~(R o) , whose image in 

[i(Ro)] : H ® [i(DK,(K))] m Hom(H*[A(DK,(K))] ) is the inclusion of H* in 

[A(DK,(K))] . Then 

(I) The maps Hom C (DH(K), Dv(K)) > [!(Dv(K))] are surjeetive . 
A,K 

(2) The minimality condition 1.19(2) is valid for (Ro, {o) 

Choose now some S E C~, K 

t : S, > R such that 
O 

, formally smooth over 

~o/A ® K' ~ > fls/a ® K' 

A , and an epimorphism 

If M is the maximal ideal of S , we inductively define, for n ~ i , 

R n = S/I n and ~n 60b(~(Rn)) by the properties that 

(a) In+ I is the intersection of the ideals I : InM c I c I n 

extends to an object { in ~(S/I) . 

(b) ~n+l is an extension of ~n 

, such that ~n 

If R = lim R and ~ = lim {n , then one checks that (R, ~) is 
< n < 

a minimally-versal formal object, and the only one up to isomorphism. 

2. ~./qrepresentable cofibered groupoids 

Let ~ be a cofibered groupoid over C_C a , admitting a minimally-versal 

formal object ~ . In general we can not recover ~ (up to Ca-equivalence ) out 

of ~ alone.°0ne has to know when two maps R---~f ~ S yield a C__A-isomorphism 
g 

~(f) ----} ~(g) , where R = P(~) . As an application of i.ii and 1.12 we now 

consider the question of "recovering ~ " up to CA-equivalence. Indeed, we 
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shall have a quite satisfactory answer applicable to a wide class of cofibered 

groupoids. 

A number of cofibered groupoids which usually occur in practice enjoy 

a slightly stronger property than those of semi-homogeneous ones, as it will be 

defined explicitly in 2.5. To investigate them it is convenient to reph~'ase what 

we ~ve done so far in terms of "smooth functors" . All the notations and termi- 

nologies in the previous section remain in force throughout in this section. 

Definiti~on 2.1. ~e% ~ : ~ >~ b~ a gV~ctor of cofibered £rouooids over C~ 

We #ay that @ .is smooth if every sur,ieetive map ~ : b' > ~0(a) in B can 

be....completed to a commutative..dia~ram 

(*) 

¢(a') .> b' 

e(a) 

for some & : a' > a i_~m ~ . We...say tha.t 

smooth and ~(k[¢]) : [i(k[¢])] > [£(k[~])] 

is minimall~ smooth..i.f it is 

is bi,iective. 

Remark 2.2(a) Let ~ : ~ >~ be a functor of cofibered groupoids over C_C A 

We note that " @ is smooth" ~ "every surjective map ~ : b' > @(a) in B 

can be completed into a commutative diagram (~) such that ~(a') > b' is a 

C_~-isomorphism" ~ "every small prolongation ~ : b' ..... > ~(a) in [ can be 

completed into a commutative diagram (~) " 

Remark 2.2(b) For any eofibered groupoid ~ over C_A , the natural functor 

A > [A] is minimally smooth. 

A 

Remark 2 . 2 ( 0 )  F o r  each  o b j e c t  R i n  CA , we s e t  h R : CA .... > (Ens)  t o  be t h e  

functor defined by ~(S) = HOmA_alg(R , S) for all S in C_~ . It associates 

a eofibered discrete groupoid ~ over C_A , and a map R > S in 
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induces a functor ~ ~ of eofibered groupoids. ~Tle f~nctor ~ >~ 

induced by a map R > S in CA is smooth if and only if S is a formal 

power-series ring over R 

Remark 2.2(d) Given an object R in C--A , let us denote by (R, CA) the cate- 
^ 

gory of arrows in C_A with the source R and a target in ~A . Let ~ be a 

cofibered groupoid over C_A . Given ~ 6 ob ~ with P(~) = R , let 

m' ~ (R, ~A ) be the pull-back of A > C A under the canonical functor 

(R, C_A ) >C A and choose a section {# such that ~#(IR) = ~ . (This simply 

means that we choose, for each map R ,,,,f > S , a f-map ~ > ~(f) ). We then 

obtain a funetor ~@ : ~ ............ >~ over CA by sitting (R f > S)i,,, > ~(f) . 

Of course this functor does not depend on the choice of {# up to natural equi- 

valence of functors. Now " {# : ~ >  ~ is (minimally) smooth" means that 

every surjective map a'- ~ > {(f) in A can be complete~ into a commutative 

diagram 

$(f') . . . . . . . . . .  > a' 

~(f) 

(and ~(kEc]) .... > i(k[e]) is bijective), which means precisely that { is 

a (minimally) versal formal object of ~ over --CA . Thus we conclude that the 

existence of a (minimally) versal formal object of A is equivalent to the 

existence of a (minimally) smooth funotor ~ > i over CA for some 

R ~ ob(C_~) 

The following general properties on smoothness are trivial to verify. 

Proposition 2.3. Let ~ ,, ~ >~ .... ~ >~ be functors of cofibered 

~roupoids over 

(a) If ~, @ are both smooth , then so is ~o@ 

(b) If @.@ is smooth and @ is sur~ective on isomorphism classes of objects, 
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then ~ is smooth. 

Remark 2.4. Let ~ be a cofibered groupoids over ~A , admitting a versal formal 

object ~ . This means, by 2.2(d), that ~ : ~R ~A is smooth, where R = P(~) 

Therefore we have, " ~ is (formally) smooth o~er ~A (c.f. 1.13) i.e., R is a 

formal power-series algebra over A " ~ "the composite functor 

~ A ~ (= ~A) is smooth" * " A~ ~A is a smooth funetor" by 2.3(b). 

We now consider a stronger property than being semi-homogeneous. 

Definition 2.5. Let A be a cofibered ~roupoid over ~A . It is called homo- 

geneous if every diagram 

a T 

1 
b' >a 

where a' ~ a is sta~jective admits a fibre-product a' × b' 
a 

P(a '  Xb') = P ( a ' )  ×P(b ')  
P(a) 

in A such that 

Remark 2,6(a) Let A 

a ! 

be a cofibered groupold over 

in A above the diagram 

C~ , and consider a diagram 

R1 ~2 
R 

R R 2 

R 

in C_~ where ~i are the projections. If a fibre-product a I × a 2 exists in 
a 

we obtain a unique map ~ : a' ~ a I × a 2 compatible with the projections. If 
a 

P(a I × a 2) = R I × R 2 , then P(~) is the identity map on R I × R 2 and therefore 
a R R 

is a C_~-isomorphism i.e., a' = a I × a 2 . In other words, if ~ is a homo- 
a 

geneous cofibered groupoid over CA , every diagram (*) defines a fibre-product 

a I X a 2 provided R 1 ~ R is surjective in CA . This fact entails immediately 
a 
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that a homogeneous cofibered groupoid is, afortiori, semi-homogeneous. 

Remark 2.6(b) Consider a diagram 

X Y 

of categories and functors. The ordinary fibre-product X × Y is a category in 
Z 

which an object is a pair (x,y) such that @(x) = 9(y) , and a map 

(x,y) ~ (x', y') consists of a pair ~ : x ~ x' , ~ : y ~ y' such that 
2 

~(~) = @(~) . The fibre-product X × Y in the sense of 2-categories is a cate- 
Z 

gory in which an object is a triple (x,y; y) , where ~(x) ~ }(y) is an isomor- 

phism, and a map (x,y; y) ~ (x',y'; y') consists of a pair x ~ x' y ~ y' 

with a commutative diagram 

~(x) ~(a) > ~(x') 

Y ! Y' 

~( ) ~(~) > ~ ') 

One can rephrase the notions of (semi)homogeneous cofibered groupoid or 

smooth functor in terms of fibre-product of categories (in the sense of 2-cate- 

gory). Now let P : ~ ~ CA be a cofibered category, and consider an object 

R I ~ R 2 in ~A " If we choose a direct image functor (~i),: A(RI ~ R 2) ~ A(Ri ) , 

where wi : RI ~ R2 ~ Ri is the projection for i = 1,2, we obtain a functor 

A(R I ~ R2) ~ A(R~) ~ A(R~) . It is clear from the definition of cofibered category 
- - ~ A(RT ~ 
that this functor, up to canonical natural equivalence, does not depend on the 

choice of direct image functors. It is now clear from the definition that a cofibe- 

red groupoid A over C__ A is homogeneous over --CA if and only if 

2 
_ ~ A(R 7) X A(R~) A(R1 ~R2) _ ~A(RT 

surjective in _CA , and 

[A(R ~ R2)] 

is an equivalence of categories whenever R I ~ R is 

is semi-homogeneous if and only if 

2 
> [A(R1 ) x A(R2 )] 

A(R) 
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is surjective whenever R I > R is surjective in ~ , and is bijective when- 

ever R = k and R I = k[¢] . Now let ~ : A ~ B be a functor of cofibered 

groupoids over ~A . For each map R' ~ R in ~ , @ induces a funetor 
2 

~(R') ~(R) X B(R') uniquely determined up to a (canonical) natural equivalence. 
s(RT 

It is again~rivial to see that ~ is smooth if and only if the functor 

2 
A(R') ~(R) × B(R') is surjective on isomorphism classes of objects, whenever 

[(R7 

R' ~ R is surjective. 

Remark 2.6(c). If ~ is a homogeneous cofibered groupoid over ~A , the functor 

A(k[V × W]) ~ A(k[V])X A(k[W]) is an equivalence of categories for any 

finite-dlmensional vector spaces V, W over k (We recall our convention 

A(k) = [e] ). In particular, we have 

Aut!(k[VXW])(Ivx w) ~ Auti(k[V])(Iv)XAuti(k[W])(l W) 

where 1V is the direct image of e under the unique map k ~ k[V] in ~A " 

It follows that if ! is homogeneous over ~A , Aut(ic) as well as [!(k[s])] 

are canonieal!y provided with vector space structures over k . 

A 

Remark 2.6(d). For any object R in ~A , the cofibered (discrete) groupoid 

~R over --CA is homogeneous. 

If ~ is semi-homogeneous, then so is [~] . However, the homogeneity 

of ~ does not imply in general the homogeneity of [~] . Indeed we have 

Proposition 2. 7 . Let A be a homogeneous cofibered groupoid over ~A . The 

following statements are equivalent. 

( i )  [A] i s  homogeneous i , e .  [A(R' X S)] > [A(R')] × [A(S)] i s  bi0ective 
R [i(R)]- 

for every small extension R' ~ R 

(ii) For every small prolongation a' ~ a in A , the map 

A u t A ( R , ) ( a '  ) ............. > AutA(R)(a)  
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is surjeetive~ where R' = P(a') , R = P(a) 

Proof. 

be a f-map in A 

where a' > a 
T 

[A(R' X R')~ 
R 

(i) = (ii) Let R' f > R be a small extension in & and let a' ~ a 

. Given T 6 AutA(R)(a ) , we consider a'X a' and a'× a' 
-- a a T 

denotes the composite map a' .............. > a T > a . Since 

A ! > [A(R')] X [ (R)] is bijective, we conclude the existence 
[A(R) ] -- 

of an isomorphism a'Xa' u > a'X a' , and u 
a a T 

the second factor, an isomorphism a' T'> a' 

induces, via the projection on 

which is a lifting of T 

(ii) = (i) Let a'.'l (i=1,2) be objects in _A(R'~ S) wMich have the 

same image under [A(R'X S)] -~ [A(R')] × [A(S)] . We then obtain a diagram 
R [A(R) ] -- 

of solid arrows 

ai<N >22 above 

R'×S 

R' 

where ~ ; a I ~ a 2 is the induced isomorphism from T so that the square box on 

the lower right corner is commutative. If the condition (ii) is verified, one can 

' ~ ' so that the square box on the left always replace the given isomorphism a I a 2 

corner is also commutative. Since a~ = a~ × b. for i = I, 2 by 2.6(a), we 
1 !ai~ 

" Z " . This proves that obtain the isomorphism a I a 2 

[i(R'× S)] --> [A(R')] × [A(S)] is injective, and hence is bijective since A 
R [A(R) ] - 

is homogeneous by hypothesis. 

R' 

Now let ~ be a homogeneous cofibered groupoid over £A , and let 

> R be a small extension in £A . We have a canonical map 
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: R'~ R' > k[Ker f] given by (r~ , r~) > r~(O) + (r~ - r~) , and 

lff:R'~'-->R'~[Ker f] is an isomorphism. Given any two f-maps a i ~ a (i=1,2) 

in A , a I X a 2 is an object over R'X R' and in turn we may consider 
-- a R 

T(al, a2) = (?).(a I X a2) which is an object in ~(k[Ker f]) . Since 
a 

i × ~ : R'X R' > R'× k[Ker f] is an isomorphism, we have the isomorphism 
R k 

a 1 X a 2 ~ a lX  T (a  t ,  a 2)  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  p r o j e c t i o n s  on  t h e  f i r s t  f a c t o r .  
a 

The statement 1.5(2) takes a more definite form for a homogeneous groupoid. 

Lemma 2.8. Let A be a homogeneous cofibered sroupoid over C_A , and 

1 
a i - - ~  a (i = i, 2) f-ma~s in ~ . Then 

(1) There exists p : a I ~ a 2 in A with ~2" p = ~l if and only if 

there exists an arrow a I ~ T(a l, a2) in A 

(2) There exists p : a I ~ a 2 with ~2 ~ p = ~I such that P(p) = id R, 

if and only if T(a I, a2) = 0 in [A~(k[Ker f])] . 

Proof: We prove both at the same time. There exists p : a I ~ a 2 in ~ with 

~2 "p = ~i (such that P(p) = i~,) ~ there exists h : al~ a I X a 2 in a 

with pr I o h = idal (such that P(h) = diagonal map) ~ there exists 

g : a I ~ a I × T(a I, a2) in ~ with pr I o g = idal (such that 

P(g) : R' ~ R'X k[Ker f] is given by r' ~ (r', r'(O)) ~ there exists an arrow 
k 

y : a I ~ T(al, a2) in ~ (such that P(y) : R' ~ k[Ker f] is given by 

r' ~ r'(0)) . However, there exists an arrow y : a I ~ T(a I. a2) in ~ such 

that P(y) : R' ~ k[Ker f] is factored through R' ~ k ~ k[Ker f] if and only 

if T(a I, a2) = 0 . 

Proposition 2.9. (a) Let A ~ >~ ~ be functors of cofibered groupoids 

over C~ . Assume that 

(i) ~ i~ semi-homogeneous and ~ is h0mo~eneou @ 

(ii) ~(k[e]) : [~(k[e])] > [~(k[c])] is injective. 

Then the composite functor @ o @ is smooth if and only if @ and ~ are both 
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smooth. 

( b )  L e t  ~ : ~ "  > ~ ,~9,,a s m o o t h  f u n c t o r  o f  c o f i b e r e d  ~ r o u , p o i d s  o v e r  

C_A . I__f ~ i s  s e m i - h o m o g e n e o u s  a n d  ~ i s  h o m o s e n e o u s  ~ t h e n  ~ : A ~ B i s  

smooth (i.e., for any sur,ieetive map b' '~' > ~(a) i_nn ~ , there exists 

: a' ~ a in A and a C~-isomorphism p : ~(a') ~ > b' such that ~.p = @(~)). 

Proof: (a) Assume that the composite functor ¢ o ~ is smooth. If ~ is smooth, 

then so is ~ by 2.3(b), and therefore it suffices to show that ~ is smooth. Let 

a small prolongation b' ~ > @(a) in B be given. Since the composite functor 

o ~ is smooth, there exists an arrow a' a > a in ~ and a CA-isomorphism 

p : ~(b') > ~ ~(a') with a commutative diagram 

~ ( b ' )  ........ P > ¢ ~(a') 

\" / 4  ¢(~) ~ ~(a) 
¢ ~(a) 

Since B is semi-homogeneous, we can choose a commutative diagram 

b t~ 

b' ~(a') 

R'× R' 

above R ' R ' \ /  
R 

where R = P(a) , R' = P(b') = P(a') . Since C is homogeneous, 

~(b") = ~(b') X ~(a') by 2.6(a), and it follows from 2.8(2) that ~(a) 
0 = T(¢ @(a'), ~(b')) = (~),@(b") , and hence (~),(b") = 0 be the hypothesis (ii). 

It follows from 1.5(2) that there exists a map y : b' > ~(a') such that 

(b) Let a surjective map ~ : b' ~ ~(a) in 

we are given a sequence of commutative diagrams 

be given. This means that 
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~2 ' ~1 ' 
> b 3 ' .> b 2 ' ........ > b I ' 

- - . > ~  ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  > ~  ) . . . . . . . .  > ~  ) 
~ ( ~ 2  ) ~ ( ~ l  ) 

in B , where ~ ~v ~v' are surjective for all v , such that ~ = lim ~v 

To show that ~0 is smooth, it suffices to prove that a commutative diagram below 

of solid arrows in which ~n " ~n " ~n+l ' ~n are surjective can be completed into a 

commutative diagram including dotted arrows. 

~ ( a ~ +  l )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  _~!__> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  > ~ ( a ~ )  < -  

\ -.. ~, n,~//. / \~ "9 b' ...... n '>b 
% ~ n+l 

\ ~ ~n+l Sn ~O(a 

~(a i ) > ~( ) 
~ ( ~ n  ) 

Now A is, by hypotheses, semi-homogeneous and ~ : a' ~ a 
-- n n n 

therefore there exists a eomLmutative diagram 

is surjective, and 

a' Rn+iX R n 

an+ I a' in A over Rn+ I 

n n n R 
n 

in 

The hypothesis that B is homogeneous entails that 

@(a') 

~(a n) 

g~(a n) 
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is a diagram of a fibre-product in B , and therefore we obtain a unique map 

b : b'n+l ~ ~(a') in _B with an appropriate commutativity. Since ~n+l ' ~n 

are both surjective, so is 6 and therefore, since ~ is smooth, there exists 
6' 

a' in A and a C_A-isomorphism @(a~+ I) ~ b' such that a ~ 

n+l -- ~ n+l 

6 • 9 = ~(~') . We then obtain the commutative diagram 

! 

cP(an+ 1 ) 

~ ( y - a ' )  

...... 'P(~' ,"  ~.,,i) 

(an!  1 

, > ~ ( a ~ )  

/ / /  

Corollary 2.10. (a) ,L~ @ : A ~ B 

.over C_A ° Let [ be a versal formal object of ~ , an__d 

formal ob.ject of ~ . If ~ is homo~eneous~ then for any map 

B , P([) is a formal power-series rin,~ over 

be a smooth functor of eofibered ~roupg!ds 

a minimally-versal 

: ~ ~ ~(~)  in  

P(~) : P(~) ~ P(~(~)) = P(~) ° 

P(~I) through 

(b) Let ~ be a homogeneous cofibered sroupoid over ~ , and let 

, ~ be versal formal objects of A . If D is minimal, then for any map 
A 

: ~ ~ ~ in A , P(~) is a formal power-series ring over P(~) through 

Proof: (a) A map ~ : ~ ~ @(~) 

Since ~ , 

induces a commutative diagram 

A .>B 

are smooth, ~.~ = @.~ is smooth, On the other hand, 
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~(k[e]) : ~p(~)(k[¢]) ~ [~(k[e])] is an isomorphism and therefore 

by 2.9(a), which means that P(~) is a formal power-series ring over 

(b) follows from (a) by setting A = B . 

is smooth 

P(n) 

Finally we consider the question of "representability" of a cofibered 

groupoid. Let C be a fixed category. Each object R in C defines a functor 

: ~ (Ems) given by ~(S) = HOmc(R,S ) , and in turn we obtain a functor 

h : C O ~ Hom(C,(Ens)) which is fully-faithful. A "cocartegory in C " is a 

diagram 

S 

hRl ~ ~i hRl~> ~0 - ¢ = identity for i = 1,2 ............. > with s~. 

0 
s 2 

(where hRl ~R 0 IIRI = (hRl)s 1%0 s2 (hRl)) 
such that 

(i) c is associative and is compatible with s. for i = 1,2 
1 

are both 

identities. 

If (R0, RI, Sl, s2, e, c) is a cocategory in ~ , then for an object 

S in ~ , we can define a category h(R0, RI .... )(S) by setting 

ob h(R0,  R1 . . . .  ) (S)  : Hom~(R0, S) , and F1 h(R0,  R1 . . . .  ) (S)  = Hom~(R1,S) i n  

P~I b~l" hRl . Then which the composition rule of arrows is given by c : %0 

h(R0, RI,...): ~ (categories) is a f~nctor and in turn defines a eofibered 

category ~(R0" R1 .... ) over ! . For instance, any object R in ! defines 

a discrete coeategor~£ ~ = ~(R, R, s I, s 2, e, c) by set%ing Sl, s2, e, c to 
! 

be all equal to the identity map. A homomorphism (R O, RI,...) ~ (RO', R I .... ) 
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of eocategories  in ~ i s  a pair  of maps ~ ~hR, , ~ ~ ' 1  in 
0 0 1 

the induced map 

h(R0. R! . . . .  )(S) ~ h(R0," R1, . . . ) (S)  

such that 

is a functor for every object S in C . For instance, each cocategory 

(R 0, RI,...) is provided with a homomorphism : ~ 0  *h(Ro" al . . . .  ) o f  c o -  

categories. A eogroupoid in ~ is by definition a eoeategory (R0, R I .... ) in 

such that h(Ro, RI .... )(S) is a groupoid for every object S in ~ . In 

other words, a cogroupoid in ~ is a eocategory (R O, R I .... ) 

~(R0" RI .... ) is a eofibered category in groupoids over ~ . 

in C such that 

In practice, a cocategory or cogroupoid occur in a following fashion: 

Let P : F ~ C be a cofibered category, and let ~ be a fixed object in F 

Set R 0 = P(~) and let (R O, C) be the category of arrows in C with the source 

• Let P : F' -~ (R O, C) be the pull-back of F under the canonical funetor 

such 

&s 

R 0 _ w 

(R O, C) ~ C , and choose a cocarteslan section ~# of F_' over (R0, C) 

that ~"(i~0 ) = ~ . (This simply means that we choose, for each arrow R 0 

in C , a cocartesian f-map ~ ~ ~(f) ). Define the functor 

Hom # : (R 0~ R0, C) ~ (Ens) given by 

(fl" f2 )i > H°~_(s)(~#(fl)' ~#(f2 )) X where 

S = the target of fl ( = the target of f2 )" We note that this functor does not 

depend on the choice of ~ up to (canonical) natural equivalence. Henceforth, 

by abuse of notation, we shall simply write ~ for ~# . If this functor is re- 

s I 
presentable by an object X 0 = (R 0 R I) in (R 0 R 0, C) i.e. if there 

s 2 

exists R0-ma p @ : ~(Sl) ~ ~(s2) in ~ such that the induced map 

: Hom(R0• R0" ~) (Xo, X) * Hom{(X) is  b i j e c t i v e  for  a l l  X in (RO~ R 0, ~) 

then the object X 0 defines a eoeategory (Ro, R I .... ) in ~ in a natural way. 

Indeed, a triple of arrows 
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U 
> 

V 
R o > S 

) 
W 

in C defines a composition 

~o~_(s)({(v). {(w)) × Ho,~_(s)({(~). {(v)) , xo~_(s)({(u). {(w)) 

and in turn yields the composition rule 

hRl(S) ~o(S) h~I(S) "~i (s) 

depending functerially on S . Consequently the functor Hom~ defines the 

cocategory (R 0, R I .... ) in ~ and in turn defines a cofibered category 

~(R0 ' RI .... ) in ~ . By definition, ob ~(R0" RI .... ) = J~S Hom~(R0 , S) 

(disjoint union for S E ob(~) ), and an arrow (R 0 ~ S) ~ (R 0 

pair S ~ S' and R I ~ S' in ~ such that u~s I = h.f and 

the structural f~nctor P : ~(Ro ' RI .... ) ~ ~ is given by (R 0 

Now the pair (~, ~) defines the functor 

(~, ~) : ~(R0 ' RI .... ) ~ ~ over ~ by 

fT 
> S') is a 

u-s 2 = f' , and 

(R o ~ s )  J > ~ ( f )  

[(R 0 ~ S) (h,u) > (R 0 ~ S ' ) ] ,  > the eomposit map 
h .  u(~) > 

{(f)  > {(hf) ¢ ( f ' )  

We note that, for each object S in C , the functor 

(~,~)(S) ~(R0,R I .... )(S) ~ ~(S) is fully-faithful by virtue of the definition 

of (R 0 ~ RI) coming from the representability of the fumctor Hom~ . Consequent- 

ly the functor (~,@) : ~(R0,R I .... ) ~ F is an C-equivalence if and only if 

is a quasi-initial object of F over C i.e., for every object a in F there 

exists a eoeartesian arrow [ ~ a . Instead of this funetor Hom~ one may also 

consider the funetor 

Isom[ : (Ro]]_R O, ~) ~ (Ens) 
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given by X = (fl,f2) I > IsomF_(S)({(fl),{(f2)) where S is the target of fl 

( = the target of f2 )" If this funotor is representable by an object (R 0 ~ RI) 

in (R0J]R0, ~) , then it defines a cogroupoid (R0,R I .... ) in ~ together 

with the functor ({,~) : ~(R0,R I .... ) ~ ~ , which is, when ~ is a cofibered 

groupoid, a C_-equivalence if and only if { is a quasi-initial object of [ over 

C 

A 

Definition and proposition 2.11. Acogroupoid (R0,R I .... ) in C A 

smooth if any one of the following equivalent conditions holds: 

(i) R I i~ a formal power-series rin~ over R 0 vi____a s I (and s 2 ) 

> ~( is smooth over C_A 
(ii) ~ : ~o ROml .... ) 

A 

A minimally smooth eogroupoid or a normalized smooth oogroupoid in 0~\ 
A 

cogroupoid (R0,R I .... ) in C_A such that 

neeted i.e., Sl(k[e]) = s2(k[e] ) 

is called 

h(R0ml .... )(~[c]) 

is a smooth 

is totally discon- 

Proof: ¢ : ~R 0 ~ h(R0,RI .... ) is smooth over C_A ~ given any surjective map 

(S',f') (h,u) > (S, f) in h(R0,RI .... ) , there exists a lifting f" of f 

' (s) to S' together with an isomorphism (S',f") (l,u') .> (S',f) ~ given u E bRl 

and a lifting f' or Sl(U) to S' , there exists a lifting u' of u to S' 

such that Sl(U') = f' , where S' -~ S is an arbitrary surjective map in 

C--A ~ Sl : ~I -~0 is smooth over C_A 

A 

Proposition 2.12. ~gt (R0,R I .... ) be a co~roupoid in C A . 

(a) If (R0,R I .... ) is smooth~ then h(R0,R I .... ) is homoseneous. 

(b) If Sl(k[c]) = s2(k[e]) , then the followin~ statements are equivalent 

(i) (R0,R I .... ) is smooth 

(ii) ~(R0,R I .... ) is homogeneous 

(iii) h is semi-homozeneous 
--(R0m I .... ) 
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(c) l__f ~(R0,R I .... ) is semi-homogeneous, then it is equivalent 

to ~(S0, S I .... ) for some minimally smooth eo~rOupoi~ S. 

~oo~: (a) Consider a diagram 

(Sl,~l) 

(h I, u I 

(S2,f 2) 

(s,f) 

in ~(R0,R I .... ) where h 2 : S 2 > S is surjeetive in ~A .Sinee 

-i >~ is smooth by hypothes~s, u I u 2 can be lifted to some 
Sl : ~I 0 

v E hRI(S2) such that Sl(V) = f2 . Since h2" s2(v) = hl" fl ' 

fl × s2(v) E ~0(SI ~ $2) is defined and we obtain the commutative diagram 

(Sl ~ s2" f l  x s2(v)) 

(Sl,f 1) (S2,f 2) 

(s,f) 

We claim that the above diagram defines a fibre-product (Sl,fl) × (So,fo) in 

~(Ro,R I -  .... ) . Indeed, for any object (T, g) in ~(RO,R I -  .... ) we have 

T I w X H°m((T'g)'(SZ~S2"flx~2(v)))={(hiXh2 ' 1 ~2 )~ (SaxS2Px~  (S~XS2)Isz(wlXW2):(h~X~) g 
8 1 S 

s2(wlxw2)=flxs2(v)] = {(a~Xh~,Wl,W 2) ~ ~(SI~S 2) X~z(Sl)X~z(S2)thlW l = a2w 2, 

Sl(W I )  = h~ g, Sl(W 2) = h~ g, s2(~ l )  = f l"  s2(w2) = s2(~)~ = 

{(h~X~,Wl,~ ~) ~ ~ , ( ~ l ~ ) ~ l ( ~ l ) X ~ l { ~ ) l  u~ 1 u~ h~{v-lw~)=hl w~, Sl(W l) = ~ g, 
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• ~> t ~ w' s2(Wl)=f l, s~.(v-l~2):h~g, s2(v-lw2)=f 2} {(hl×h2, h, 2)~(Sl~S2)X~I(Sl)Xh~I(S2)I 

' : h' ' ' ' u2 h2 w2 Ul hi Wl" Sl(Wl) = i g" s2(wl)= fl' Sl(W2) = h2g" s2(w2) : f2 ] = 

Hom((T, Z), (S 1, Hom((T,g), (S,f))  fl  ) x ~om((T, g), (s 2, f2)) 

(b) It suffices to show (iii) ~ (i) . Since ~(R0,R I .... ) is semi-homogeneous 

and dim[~(R0,Rl .... )(k[c])] = dim D~0(k[c]) < ~ , ~(R0,R I .... ) admits a mini- 

mally versal formal object. 0n the other hand, (R 0, IR0) is a quasi-initial 

minimal object of h(Ro,R 1 .... ) since ~o(k[¢]) ~ [~(Ro,R 1 ..... )(k[e])] is 

bijective, and therefore (R 0, IRo) is a minimally versal formal object of 

h(~Oml, > h(ROml, ...) by 1.10(ii), which means that ¢ : ~R 0 ...) is mini- 

mally smooth. 

(c) Let (S O , ~0 ) be a minimally versal formal object for ~(R0,R I .... ) (i.ii). 

For any object ~ : R 0 ~ T in ~(Ro" RI .... )(T) , the functor Isom(~,~) from 

CA/T ~A T to (sets)which to any R associates the sets of isomorphisms between 

the two images of ~ on R : R0 ~> T--~ T ~T > i~ , is represented by 

R ! ~RO~Ro(T-~A T) . By a passage to limit, one get that Isom(%. ~0 ) is pro- 

represented by some S 1 , and h(Ro,R I .... ) is equivalent to ~(So,S 1 .... ) 

By (b), S. is minimally smooth. 

Definition 9.13. A cofibered groupoid A 

representable if it is C~-e~uivalent to 

eogroupoid (Ro, ~ .... ) in 

over C_~ is called (minimally) pro< 

~(Ro,R I .... ) for some (normalized) 

Proposition 2.!4. If (R 0, R 1 .... ) is a normalized cogroupoid in ~ , t~.9_n - 

ever homomorphism (~o,ol) : ..~ ___~ ~ (R0,R1,...) ~ (R0,RI,. j which induces c qA-equi- 

valence h(~o,~l) : h(Ro,R I .... ) ---> ~(Ro ' RI .... ) is an isomorphism. I_n_n 
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particular, for an_yy cofibered g2oupoid A over C A 

tion, if it exists., is unique up to an isomorphism. 

, a normalized prorepresenta- 

Proof: Consider the commutative diagram 

h(~o,R i . . . .  ) 

i 

L(%,a I ) 
. . . . . . .  > h(RO,R1 . . . .  ) 

. . . . . . .  - - >  _.~=R 0 h 
-"q'O 

where 

connected, 

h (k[~])  
---~z 0 

h(c.O,~l) is a CA-equivalence. Since 

[h,  c~ ,~(kEc]) and [ c ( k [ c ] ) ]  
--k~ O, i j 

Consequently, CO 

an automorphism. It then follows that 

h(RO,R I .... )(k[C]) is totally dis- 

are both bijections, and hence so is 

: R 0 ~ R 0 is a surjective endomorphism and hence is 

~l is also an automorphism of R I . 

Lemma 2.15. Let A, B be discrete groupoids over CA and ~ : A -~ B a mini- 

mally smooth functor, if A, B are homogeneous, then ~0 is a C~-equ_ ivalence. - 

Proof: We must show that ~0(S) : A(S) > B(S) is bijective for all 

S ~ ob(C~) . We note that ~0(S) is surJective for all S ~ ob(C A) and bijective 

for S = k[¢] . We argue by induction on the length of S . Let S' f- > S 

be a small extension in C A . Since A, B are homogeneous discrete groupoids, 

the canonical isomorphism I x ~ : S' × S' .... > S'× k[Ker f] induces the co~u- 
S k 

tative diagram 
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A ( S ' )  × A ( S ' )  ~ . . . . . . . . . . . . . .  > A ( S ' )  X A ( k [ K e r  f ] )  
A(s) 

1 
B ( S ' )  × B ( S ' )  . . . . . . . . . . . . . . .  ~--- . . . . . . . . . . . . . . .  - - >  B ( S ' )  × B ( k [ K e r  f ] )  

B(S) 

Therefore A(S') , B(S') are principal homogeneous sets over A(S) , B(S) with 

the structural group A(k[Ker f]) --~-->B(k[Ker f]) . Consequently if ~(S) is 

bijective, then @(S') is injective and hence is bijective. 

Corollary 2.16. Let A be a hompgene%~usgroupoid over C A such that 

AU~(k[c])(lc) is of finite-dimensional. Then for any C% oh(A) , the functor 

Isom~ : ~ -->(Ens) is prorepresentable, where R = P(~) 

Proof: Assume tb~t Isom~ is homogeneous. We then have, by I.II, a minimally 

Isom~ , which is a ~-equivalence by 2.15 i.e., smooth functor ~ : ~I ---- 

Isom~ is prorepresentable. Therefore it suffices to show that Isom~ is homo- 

geneous. Consider a diagram 

T 1 T 2 

T 

C ~ in ~ where T 2 ----> T 
A 

~i(T1) × ~i(T2) exists in _ 

~i (T) 

× T2) --~ ~i(Tl) × ~i(T2) for i = 1,2 ~i(Tl T ~i(T) 

!s°m~(Tl ~ ~2 ) --> Isom~(~ l) × (~som~(T 2) 
Isom~ - 

is s~rjective. Since A is homogeneous, 

A , and we have a canonical isomorphism 

(cf. 2.6(a)). It follows that 

is an isomorphism. 

Theorem 2.17. Let A be a cofibere@ groupoid over --CA 

table by_a~normalized) smooth cogroupoid if and only if 

• Then it is prorepresen- 
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(I) A is homogeneous 

( 2 )  [ i ( k [ c ' ! ) ] .  . . __and [ A u t ( ~  ) 3 _  c. " 

spaces over k 

are both finite-dimensional vector 

Proof: Assume that A is prorepresentable by a smooth cogroupoid i.e., A is 

^ C_A-equivalent to h = h(R0,RI .... ) for some smooth cogroupoid (Ro,RI,...) in 

~A . Since h is homogeneous by 2.k2(a), and 

S 

(H°mA-alg _ i > HomA_alg(R0,k[o~)) as well as r h(k[ c]) ~ = Coker (R l,kr ~] ..... > 
s 2 

= gc ~ Auth(l ¢) Ker(HomA_alg(Rl,k[¢]) f~---> HOmA_alg(R0,k. J)) 

s 2 
= Ker(HomA_alg. (R.,k[¢])± .... w HomA_alg (R0,k[¢])). are both finite-dimen- 

sional vector spaces over k , we must have the same properties on A . Conver- 

• We claim that A is prorepresentable by a norma- 

is homogeneous and t~(kLe])] is a finite- 

k , A admits a minimally versal formal object { . 

se!y assume (I) and (2) on A 

lized smooth co~oupoid. Since 

dimensional vector space over 

Set P(~) = R 0 and consider the functor Isom~ : C-B0~RO ~ (Ens) given by 

T ~-----> Isomi(T)({l(T),{2(T)) 

where ~i(T) = {(fi ) and fi : RO ~ T denotes the composlt maps 

s I 
R 0 . . . . . .  .... >> RO~ A R 0 . . . . . .  > T 

s 2 

i 
This funetor is pro-representable by 2.16, i.e. there exists RI ~ °b(~R ~R ) 

~ Isom~ is an isomorphism and an isomorphism {I(RI) --~-> [2(RI) such that ~ : hRl ^ 

over C_~ ~ . Then (Ro, R I .... ) defines a cogroupoid in C\ and the functor 
0 

(~,~) : h(R ,Rl, 0 "'" ) ~ A is a CA-equivalence. Since ~ is a minimally versal 

c 
formal object of A , the composit functor h(Ro,R0 .... ) .~ h(R0,R 1 .... ) i~_,.~)_> A 

is, by definition, minimally smooth and therefore so is c since (~,~0) is a 
^ 

C v\-equivalence i.e., (R0,R I .... ) is a normalized smooth cogroupoid in C_A 
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Coro!lary 2.18. A functor F : CA ~ >  (h~us) 

if it is homo6eneous and dim F(k[g]) < ~ . 

is_~oTFepresentableifand only 

^ 

Corollary 2.19. E ver~ smooth co6roupoid in C_~ c an..be normalized up to isomor- 

~_~_~. 

Given a eogroupoid (Ro,R 1 .... ) in C_~ , we set R1 = R1/J where j 

is the ideal in R 1 generated by [sl(r ) - s2(r)Ir E RO} . Then (Ro,~ 1 .... ) de- 

fines a formal group scheme over R 0 with respect to the induced composition rule. 

Now let ~ be a cofibered groupoid over CA prorepresented by a normalized smooth 

cogroupoid (Ro,R I .... ) via (~,~) . Let ~-----> C ~R 0 >C~oA@RO ^ be the em- 

beddings corresponding to the surjective maps R0~AR 0 ----> R 0 ...... > k , and let 

Aut~ , Aut ° be the restriction functors of Isom~ on ~R 0 , ~ respectively. 

In other words, Auto(S) ~ the automorphlsm group of ~(S) for every S E ob(~o) , 

and Aut°(S) = the automorphism group of 1S for every S ~ ob(~) , where 

1S = the direct image of 1 E A(k) under the map k ~ S . Since R 1 prorepresents 

the functor Isom~ on ~Ro~Ro , it follows that R1 prorepresents the funetor 

Aut~ on ~R O , and k~o ~ ~orepresents Aut ° on ~k " Though ~ is prore- 

presented by a smooth cogroupoid (Ro,RI,...) , neither (Ro,R 1 .... ) nor 

(k, k~R 1 .... ) are in general smooth. Indeed we have 

Corollary 2.20. Let A be a homogeneous cogroupoid over C_A prorepresented b~ 

a___[~prmalized smoot ~ cogroupoid (Ro,R 1 .... ) via (~,~) 

(a) (Ro,R I .... ) and (k, k~R I .... ) p~grepresent the functors 

respectively. 

(b) Th@ following statements are e.quivalent 

(i) the formal group scheme ~(Ro,~ 1 .... ) is formally smooth over 

(ii) ~or every surjective arrow a' ~ a i_nn ~ , 

Autp(a,)(a') ~> Autp(a)(a) is surjectiYe ~ 

R 0 prorepresent s the funct0r [A] over C_A (iii) 

AutE and Aut ° 

R 0 ; 
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Proof: We have already noted (a). As for (b), 

(il) * (iii) follows from 2.7 and 2.15, since 

smooth. 

(i) * (ii) is clear whereas 

: ~h~ 0 > [i] is minimally 

Remark 2.21. Let A be a cofibered groupoid over C_A , and let Al~k be the 

pull-back of p : ~ ~> C_~ under C_ka----> CA . Then It is trivial to see that 

if ~ is prorepresented by (Ro,R I .... ) via (~,~) , then ~I~ is prorepresen- 

ted by (k ~R 0 , k ~ R I,.o.) via (k ~ ~ , k ~ ~) where k @A ~ = its direct 

image of ~ under the map R 0 > k @R 0 , k @ ~ = the image of ~ under 
A A 

iso%( k . = 

(R0,R ]_ .... ) is normalized, then so is (k ®A R0" k @ RI,...) , and the relative 

dimension of R 1 over R 0 is equal to the relative dimension of k @ R 1 over 
A 

k @ R 0 since ~ is smooth over R 0 
A 

Remark 2.22. Let ~ be prorepresented by smooth cogroupoid (R0,R1,...) and 

(R~, ~ .... ) where we assume that (R0,R 1 .... ) is normalized. We then obtain a 

t ! homomorphism (i0,il) : (R0, ~ .... ) > (R0, R 1 .... ) . Now R~ is a formal 

power-series ring over R 0 by 2.10(b), and the homomorphism (i0,i I) induces 

' ~0(R0,RI,. )----~--> (R~, R{, ) an isomorphism R 0 . . . . .  

3. The coherent sheaves D~ 

One of the nice functors which is usually not pro-representable but 

nevertheless a~mits a formal versal object is the deformation functor. To this end 

we recall a few basic facts on commutative ring extensions and Its obstruction 

theory. This section contains nothing new (possibly except in its systematic 

approach via Grothendieck cohomology on site). A purpose of this section is to 

make this expose as much self-contained. (Indeed we prove here more than we need 

later). The basic facts are stated in theorem 3.12. Throughout rings are meant to 

be commutative rings with unit. 
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Given a ring R we denote by ~ the category of R-algebras. For each 

object A in C_R we set 

Coy(A) = the set of all surJectlve arrows @ : A' * A in ~ with target A . 

It clearly defines a pretopology and in turn we obtain a site C_~ . For each object 

A in ~R ~ we shall denote by ~i R the category of arrows in ~R with target 

A . We may and shall provide the category ~I R with the topology induced from 

the forgetful functor JA : C-~IR ~ " We note that the category CAIR has a 

final object (I A : A ~A) and an initial object (i A : R ~A) , and admits a 

flbre-product as well as coproduct. Henceforth we shall denote the object (B * A) 

in ~i R , by abuse of notatlon~ simply by B in case when there is no possible 

confusion. Given an abellan category ~ , a C-valued sheaf on ~AIR is, by defi- 

~I ~ C such that~ for any surJeetlve arrow B' * B in nition, a functor F : R -- 

o ~ F(B) ~ F(B') ~ F(B' ~ B') 

is exact. The additive presheaves are those which preserve coproduct i.e., 

F(B I ~ B 2) = F(B l) • F(B2) . For example, an A-module M defines the functor 

OerR(-'M): -~b ~ (A-rood) 

given by B ~DerR(B,M) = R-linear derivations of B with values in M regarded 

as B-module via the structural map B ~ A , and it is clearly an additive sheaf 

0 
on ~i R , where (A-mod) denotes the category of A-modules. A presheaf F on 

~i R with values in (A-mod) is called "finite type" if F(B) is an A-module 

of finite type whenever B is an R-algebra of finite type. For example, if A is 

noetherlan and M is ariA-module of finite type, then DerR(-,M) is an additive 

sheaf of finite type on the site ~I R 

A few more words on notations and basic facts in homological algebra: 

v 
3.1(a) Throughout the rest of this section, we shall denote by __A~IR (or C~I R ) 

the category of sheaves (or presheaves) with values in (A-rood). We have the (left 

exact) injection functor iAIR: _A~R ~i R , and the associated-sheaf (exact) 
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functor GAIR: ~i R -~ _C~AIR which is adjoint to the functor 

B E ob(~iR) induces a continuous functor j : ~BIR * CAIR 

tative diagram 

(*) 

iAl R . An object 

and in turn a commu- 

where the restriction functor 7 (as well as jv ) is an exact functor, since 

the site CBIR is nothing but the category of arrows in ~i R having target B , 

with the induced topology. A ring homomorphlsm S ~ R induces a continuous functor 

: ~i R -~ C_AIS , and in turn a commutative diagram 

(**) 
iAIS 

S ~v 

L 
v > IR 

Note that ~ is not necessarily an exact functor. 

3.1(b) The right derived functor of the injection funetor iAIR: ~i R ~ LI B 

will be denoted by ~AIR . For each sheaf F on ~AIR , we set 

H°(AiR,F) = [H°AIR(F)](A) 

For any B' --B in Coy(B) , let us define the functor 

"~.~ F(B'~ B B')) . HO((B ' ~B),-) : ~i R ~ (A-rood) by H°((B'-~B),F) = Ker(F(B') 

The right derived functors of H°((B ' ~ B),-) will be denoted by H°((B '~ B),-) 
V 

One knows that the H°((B ' ~ B),F) are the cohomology groups of the (Cech) 
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semi-simpllclal module 

F(B') ~ F(B'X B 

The right derived funetor of 

where 

B') ~----> F(B' X B B' ~ B') > 

IR : ~AIR *~AIR will be denoted by ~i R 

llm H0([B' "* B],F) . 
[-~IR(F)](B) = [B"~B} E Cov(B) 

For each presheaf F on ~i R , we set 

V 
llm H~([A ' -~ A},F) ~'(AIR'F) = [HA!R(F)](A) : [A'-*A} E Cov(A) 

for any sheaf F on CAIR , we have the usual spectral sequence 

HP(AIR, A ~IR(F)) ~ H p+q(AIR,F) 

~here we note that ~O(AIR,_~(~)) : 0 for all q > 0 • 

In particular 

{ ~(AIR,F) = ~(AIR,F) 

3.1(c) If B is an object in ~i R , the commutative diagram (*) in 2.1(a) 

together with the fact that ~ as well as jv are exact functors yields the 

canonical isomorphism 

H'(BtR,~F) = [_~tR(F)~(B) 

On the other hand, a ring homomorph_ism S -* R induces the eo~nutative diagram (**) 

in 2.1(a). Now ~ is not necessarily an exact functor. However, 8 preserves a 

flbre-product, and thus we obtain a spectral sequence 

~i~(~ ~ o v 8H~fs(F) i . e . ,  HP(AIR,Rq~F) ~ HP+q(AIS,F) 

Since we have the canonical isomorphism ~ = c., o~.i , and ~A!R ~ AiS R~ is an 
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exact funetor, we have R'~ ~ ~ = 8 H AIs(F ) . Thus the spectral sequence above can 

now be written as 

HP(AIR, 8 s(F)) = HP+q(AIS,F) . 

Le~ 3.2. Given B E ob(CAl R) , choose a surJective arrow P ~ B in C_B!R 

where P is a pol~naomial al~ebra over R . Then for any F E ob(~i R) , the 

natural map H'([P ~ B3,F) -_ (F) (B) is an isomorphism. 

Proof: It suffice to see that the natural map 

HO([P ~B},F) ~O(F) (B) = lira HO([B ' ~B},F) 
{B"CB} ~ Cov(B) 

is an isomorphism, which is clear since, for any [B' ~ B} E Cov(B) 

an arrow [P-~B~ ~ [B ~ ~B~ . 

, there exists 

Corollary 3.3. 

(a) Assume that A is noetherian, l_~f F E ob(~iR) is of finite type, 

then Hn(F) is of finite type for all n . 

(b) Fo__r any pol~omial algebra P ore F R , we have Hn(pIR,F) = 0 

for all n > 0 and for all F E ob(%IR ) . 

(c) A diagram 0 ~F' ~ F ~ F ''~ 0 in CA! R is exact if and onl~ 

0 ~F'(P) ~ F(P) * F"(P) * 0 is exact for every P 6 ob(~AiR) which is a po~j- 

nomial algebra over R . 

Proof: 

(a) In view of the spectral sequence 

~P(B!R,~q(F)) = HP+q(BIR,F) 

together with the fact that ~O(Hq(F)) = 0 for all q > 0 , it suffices to 

show that Hn(G) is of finite type for all n and for all presheaf G of finite 

v l type. However H'(B.R~G) = H°([P ~ B},G) , where P is a polynomial algebra over 

R and [P ~ B} ~ Cov(B) , and furthermore H"([P ~ B},G) is simply the 
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cohomology gotten from the complex 

.............. G(~ ~ F ~ P) ~ a(F ~ p)g a(P) . 

If B is an R-algebra of finite type, then we may take P to be of finite type 

over R so that P~ .... ~P are all R-algebras of finite type. If G is of 

finite type, then G(P~ .... ~P) are all A-modules of finite type, so that 

H'([P * B},G) is an A-module of finite type since A is noetherian. 

(b) Let P be a polynomial algebra over R . If B * P is any sur- 

jective R-algebra map, then it amits a section and hence ~([B ~P},G) = 0 for 

all i > 0 , so that ~(P!R, G) = 0 for all i > 0 and for all presheaves G 

on Cpl R . It follows that the spectral sequence HP(PIR, ~pIR(F)) = HP+q(PIR, F) 

degenerates and hence ~O(pIR, ~(F)) ~ Hn(pIR, F) for all n . However 

HO(p!R, Rn(F)) = 0 for all n > 0 whenever F is a sheaf, and hence 

HU(pIR, F) = 0 for all n > 0 and for all F E ob(g!R ) . 

(c) If 0 ~ F' ~ F * F" * 0 is an exact sequence in C~I R , then 

0 ~ F'(B) * F(B) * F"(B) * H'(BIR, F') * H'(BIR, F) ~ .... 

is exact. If P E ob(~!R) is a polynomial algebra over R , then 

~(PIR, F') = 0 by 3.3(b) and hence 

O~F ' ~F~F '~ --0 

is exact. As for the other direction, let ~AIR be the full subcategory of CAIR 

in which 

ob(PAIR) = {P 6 ob(~A!R) I P is a polynomial algebra over R} , 

provided with the induced topology, and let p : &l R ~ &!R be the inclusion 

functor. Since every object in ~A!R can be covered by an object in PA!R ' it 

follows from a comparison lemma ( ) that ~ : ~!R "* ~iR is an equivalence 

of categories. Consequently, if 0 ~ F'(P) -~ F(P) "P F"(P) ~ 0 is exact for every 

P E ob(~iR) , then 0 * p~' ~ p~ ~ p~" ~ 0 is exact in _A~IR and hence 

0 -'F ' ~ F ~F'' -~ 0 is exact in ~!R " 
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Remark 3.4. Every surJective arrow in PAIR admits a section. It follows 

immediately that every presheaf on &l R is actually a sheaf i.e., PAiR =&l R 

Consequently we find that the restriction ftmctor C_AIR *~!R is an equivalence 

of categories. 

Lemma 3.5. Consider a diagram of R-algebras 

B' 

C 

i 
B 

surJective 

and let S be an R-algebra. 

(i) If Tor~(B,S) = 0 , then the canonical map 

(B ~{ S) 

is an ,i,somor2~s m. 

(ii) Assume t~hat 

and ToriR(B,S) = 0 for all 

0<i<n . 

B' is R-flat. If 

0 < i < n , then 

Tor~(C,S) = 0 for all 0 < i < n 

Tor~(B'~C, S) = 0 for all 

Proof: Let 0 ~ J " B' ~ B * 0 be exact. 

R 
(i) If Tori(B, S) = 0 , then 

O ~ B ' ~ ~ O  

is exact so t~hat 

o*~ 

is exact. We thus 

ti 
0 . . . . . . .  > J ~  

o 

obtain an exact commutative diagram 
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and therefore (B'~C)~S -* (B'~S)(~S)(C ~ S) is an isomorphism. 

R 
(ii) Since B' is R-flat and Tori(B, S) = 0 for all 0 < i ~ n by 

hypothesis, we have TorR(j, S) = 0 for all 0 < i < n . Then the exact sequence 

R 
0 ~ J ~ B'~C ~ C ~ 0 together with the hypothesis that Tori(C, S) = 0 for all 

0 < i < n entails that TorR(B'~C, S) = 0 for all 0 < i < n . 

Corollary 3.6. 

R 
(a) Let A, S be R-algebras. If TOrl(A, S) = 0 , th__en the canonical 

map H'( S, G) ~ (AIR, SO) is an isomorphism for anY G E oh( S) w_her_~e 

the functor S : ~AiR *~A~!S i--s--giv-en by X ~--> X~ . In particular if S 
WV V %" 

is R-flat, then the canonica! map_ SH'(G) -* H(SG) is an isomor~hls9 fo_r every 

G ~ ob(~l S) . 

(b) Let P ~ B be a sur~ective R-algebr.a map, ~ where P is a polynomial 

R al]{gbra over R . If Tori(B, S) = 0 for all 0 < i ~ n , the____n 

Tor?(P~P~ .~== .~P, s) = o for an 0 < i < n 

Proof: 

(a) Given B E ob(~iR ) , choose {P ~ B] 6 Coy(B) where P is a 
I 

R 
polynomial algebra over R . If TOrl(B, S) = 0 , the natural map 

-(Pi "'' ~I~)~ -~ (P~)'< "'" /,(~S) is an isomorphism for all n by 3.9(i), and 
"c~a} (gsn 

he~oe ~'(Bb, ~a) = H°{{P ~ ~}, ~G) = H'{{ W ~ W], G) = ~-{~s!s, G) 

R 
If S is R-flat, then TOrl(X, S) = 0 for every X 6 ob(G~lR) and hence 

i 

~'(~IS, G) -~ ~'(XIR, ~) is an isomorphism for every X E ob(_CAIR) i.e. 

VV V V 

SH~(G) -~ H'(SG) is an isomorphism. 
c~ 

(b) Set p,m, = p~ ... {P . If m = 0 there is nothing to prove 

_ R,_(m-l) since P is R-flat. Assume that Torit~ , S) = 0 for all 0 < i < n 

Since P ~ B is surjeetive and p(m)" " = p~p(m-l) , it follows from 3.5(ii) that 

R (m) 
Tori(P , S) = 0 for all 0 < i < n . 
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Proposition 3.7. 

(a) Let A, S 

then for ,any shea ! F o n_n ~i S 

is an is°m°rphism for all i g n 

X~ '>3~S . 

(b) 
sheaf F on 

R 
be R-algebras. If Tori(A, S) = 0 for all 0 < i g n , 

, the canonical map ~(~IS, F) ~ Hi(A!R, ~F) 

~AI " ~I is given by • where S : R S .... 

Le__~t P be a ~q.lynomial al~ebra 0Jet R . Then for any additive 

C~I R , the canonical map Hn(~AIR, F) * Hn(A!R, F) is an iso- 

mor~ism for all n > 0 

(c) Le__~t S * R ~ A be ring homomorphisms. Then for any additive . sheaf 

F on ~A!S • we have an exact seqpence 

o ~°(A1R, F R) ~HO(AIS, F) ~HO(R!S, F) ~ ( A t R ,  PR) ~ i (AiS ,  ~) ~HI(R!S, F) 
. . . . . . . .  ~tn(AlR,  F R) *HnCAIS, F) ~nncR!s,  m) ~Hn+i(A]R, F R) ~ . . . .  

There F R is a sheaf on CAIR defined by 

FR(X ) = Ker(F(X) ~ F(R)) 

for all X E ob(CAIR) via the forgetful,, functo F ~!R ~IS " 

Proof: 

(a) Consider the continuous functor 

s • - iR - '  -C Is 
where S(X) = ~ . Since the functor S sends a polynomial algebras over R to 

polynomial algebras over S ' ~ : ~IS * R is an exact functor by 3.3(c) 

and in turn we obtain the canonical map S~Is(F) * H_AIR(SF) , and in ~urn we 

obtain the con~nutatlve diagram of spectral sequences: 

E~'q(s(x)) 

E~q(X) = 

v 

= ~P(:~ s, is(F)) 

HP (XIR, H qIR(SF) ) 
t 

) HP~(XIR, S~) 
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Cq 
We note that EP~q(s(x)) ~ ~P(xlR, S~Is(F)) is an isomorphism whenever 

R 
TOrl(X , S) = 0 by 3.6(a). Assume now that 

[~H~Is(F)](X) ~ [~IR(~F)](X) is an isomorphism for all q < n and for all 

X E ob(CAIR) such that ToriR(x , S) = 0 for all 0 i n . It follows irm~ediate- 

ly from 3.6(b) that EP~q(s(x)) ~ ~'q(x) is an isomorphism for all q < n 

and for all p , provided TorR(x, S) = 0 for all O < i ~ n . Since 

E0'n(s(x)) -~ ~'n(x) is an isomorphism (since both sides are zero), we get that 

Hn(xRsis, F) ~ Hn(XIR, ~F) is an isomorphism whenever ToriR(x, S) = 0 for all 

0 < i ~ n i.e., s(F)](X) ~ R~F)](X) is an isomorphism for all 

i ~ n whenever TorR(x, S) = 0 for all 0 < i ~ n . 

(b) Let P be a polynomial algebra over R and let 

f : ~IR -~!R be the continuous functor given by fix) = X~ . Let P' * X 

be a surjective arrow in ~AIR where P' is a polynomial algebra over R . Then 

pr~-~X~P is a surjective arrow in ~i R • and P'~P is again a polynomial 

algebra over R . Since P is flat over R , it follows from 3.5(i) that 

~'(XIR, ~G)= H'([p' "¢ X}, ~G)= H ([P'~P "~X~P}, G)= H'(X~PIR, G) 

for every G E ob(~piR) . It follows that ~ : C~IR~I R sends acyclic 

ones to acyclic ones. On the other hand, f sends polynomial algebras over R to 

polynomial algebras over R , and hence ~ : ~P!R ~IR is an exact functor 

by 3.2(c). It follows that H ~ (~PIR, F) ~ H'(A!R, ~F) is an isomorphism for every 

F E ob(~pIR) . Now for each X E ob(CAIR) , we have canonical maps 

(~F) (X) = F()~P) "¢ F(X~F(P) , 

and hence a canonical map ~F -~ FcLg(P) where F(P) denotes a constant sheaf 

(and F on the right hand side denotes, strictly speaking, the restriction of F 

on C_AIR ) . If F is an additive sheaf, then (~F) (X) = F(N~P) -~ F(X~(P) 

is an isomorphism for every X £ ob(C~IR) and hence ~F ~ I~sF(P) is an isomorphism. 

Therefore 
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Hn(AIR, ~F) ~ Hn(AIR, F~(P)) = Hn(A]R, F) 

for all n > 0 since F(P) , being a constant sheaf, is flask. It follows that 

Hn(~pIR, F) ~ Hn(AIR, F) is an isomorphism for all n > 0 , provided F is an 

additive sheaf on ~piR 

(c) (communicated from Rinehart) Consider the forgetful functor 

: ~i R "~ CAIS . W e  have a spectral sequence 

E p'q = HP(AIR, 8#~Is(F)) =------~ HP+q(AIS, F) 

where 8# = GAIR°~ , GAIR : ~!R ~IR is "assoclated-sheaf" functor. Now 

let F be an additive sheaf. We claim that 6#~Is(F ) is a constant sheaf for 

all q > 0 . Indeed, if P is a polynomial algebra over R , then P = ~P' 

for a polynomial algebra P' over S and hence 

[~]S(F)](P) : ~(PIS, F) = Hq(~P ' IS, F) ~ ~(RiS. ~) 

is an isomorphism for all q > 0 by 3.7(b), and surJectlve for q = 0 . It 

follows from 3.3(0) that the canonical map 8#~Is(F) * Hq(RIS, F) = constant sheaf 

is an isomorphism for all q > 0 , and is surJective for q = 0 . It follows that 

= HP(AIR, ~IS(F)) = 0 for all p, q > 0 , and hence the above spectral EP,q 

sequence yields the exact sequence 

( * )  o .-, E 1 " °  - ,  H 1 - '  E ° ' l ' - ,  E 2 ' °  -,  R 2 -.  E ° ' 2  - '  E3"0~  H 3 - '  . . . .  

where we note that E O'q = [e#__A~!s(F)G(A) ~ h~(RIS, F) for all q > 0 and 

E p'O = HP(AiR, ~F) . On the other hand, the exact sequence 0 ~ F R ~F " F(R) * 0 

gives us the exact sequence 

( ** ) o ~ HO(AIR,F R) ~ HO(AIR,~F) ~ HO(AIR,F(R)) ~ ~(AIR,F~) ~ ~(AIR,~F) ~ 0 

LL il 
HO(AIS,F) HO(R!S,F) 

The exact sequences (*) and (~) combined gives the desired exact sequence. 
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Corolla~ 3.8. 

R (a) I__[f A, B are R-algebras such that Tori(A, B) = 0 for all 

0 < i g n , the.~ for any additive sheaf F £ ob(~iR ) , the canonical map 

Hi(A~IR, F) ~Hi(A!R, F) ~Hi(B!R, F) 

is a n isomorph%sm for all i g n . 

R (b) Let A be aD R-al~ebra such that Tori(A, A) = 0 for all 

l_~f ~A ~ A is an isomorphism• then for any additive shea f F 6 ob(~iR ) 

have ~(A!R• F) = 0 for all i 

i>O . 

• we 

Proof: 

(a) Let F 6 ob(C~iR ) be additive. By 3.7(c), the ring homomorphisms 

R ~ A *~B gives us the exact sequence 

(*) ... ~(ARC~B A, F A) ~ Hi(A~R, F) ~ Hi(AIR, F) ~ .... 

consider now the commutative diagram 

H~(~B!A, F A) > Hi(A~IR, Fl 

~(B!R, AFA) - > 

where the functor A : 41R-~ ~I A is given by X , > ~X • and the map 

Hi(BiR• ~A ) "~ Hi(B!R, F) is induced from the map ~F A -~ F , which is an iso- 

morphism since F is additive. Note that the commutativity of the above diagram, 

because of its funetoria! nature• is reduced to the case i = 0 

R ~B 1 i , If Tori(A, B) = 0 for all 0 < i ~ n , then Hi( A, FA) ~ H (BiR, AF A) is an 

isomorphism for all i ~ n by 3.7(a), and hence the composite map 

Hi(~iA• FA)* Hi(~!R, F)~ Hi(BI~, F) 

and (because of the symmetry) 
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~(~B]B, FB) " ~ ( ~ I R ,  F) ~ Hi(AiR, F) 

are isomorphisms for all i g n . This implies that the exact sequence (*) 

breaks up to short split-exact sequences 

0 "Hi(A~[A, FA) "~(A~IR,  F) " Hi(AiR, F) ~ 0 

for all i g n , and that 

HI(A~IR, F) - Hi(AIR, F) ~Hi(BIR, F) 

is an isomorphism for all i g n . 

(b) Since Tor~(A,A) = 0 for all i > 0 , it follows from 3.8(a) that 

Hi(~AIR, F) "Hi(AIR, F) ~(AIR, F) 

is an isomorphism for all i . On the other hand, ~A -- A is an isomorphism by 

hypothesis and hence ~(AIR , F) -~(~AIR, F) is an isomorphism for all i . 

This means that the diagonal map Hi(AIR, F) " Hi(AIR, F) • Hi(AIR, F) is an iso- 

morphism for all i i.e., Hi(AIR, F) = 0 for all i 

Cor011ar ~ 3.9: Let S be a multiplicative subset of an R-algebra A . If 

(--Cs~-IR ) is additive such that FA Is als° additive" then the can°nical F Cob 1A 

map 

is an isomorphism for all 

FA(X) = Ker(F(X) -- F(A)) 

Hi(s-lAIR, ~) * ~(AI~, F) 

(c:) i , where F A ~ ob -IAIA 

for all X E ob _lAl A 

is defined by 

R ~ A - S-1A gives us the Proof: Since F is additive, the ring homomorphisms 

exact sequence 

. . . .  ~n(S-IAI A" ~A) ~(S-IAIR" ~) ~(AIR, F) " . . . .  

On the other hand, since S-IA~S-1A ~ S-IA is an isomorphism and 

by hypothesis, it follows from 3.8(b) that Hn(S-IAIA, FA) = 0 

hence Hn(S-1AIR, F) --Hn(AiR, F) is an isomorphism for all n 

F A is additive 

for all n , and 
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Now let A be an R-algebra. An A-module M defines an additive sheaf 

DerR(-, M) C ob(CA!R) by X ~ DerR(X, M) . We now make the following definition: 

Definition 3.10: Let A be an R-algebra. For each A-module M we set 

Di(AIR, M) = ~(A!R, DerR(-, M)) . 

We want to make an explicit computation of low-dimensional ones i.e., 

DI(AIR, M) for i = l, 2 : Choose a surjectlve arrow P *A in ~i R where 

is a polynomial algebra over R , and let 0 ~ I ~ P* A ~ 0 be exact. Then 

Lemma 3.10: 

Proof: 

DI(AIR, M) = Coker(DerR(P, M) ~ Homp(l, M)) 

D2(AIR, M) = ~(AIR, ilR(DerR(-, M))) 

Consider the simpllcial algebra 

n+l 

p~n) = p~..°~p . For each n we have the exact sequence 

0 ~ I (n) ~ p~n) ~ A ~ 0 

I (n) = ~X~.°.Xl , and it is easy to see that 

(a): 

0 ~ HOmA(I(n)/A(I), M) ~DerR(P~n), M)Der(A" M) ~DerR(P, M) * 0 

is exact for all n , where I = I/I 2 and A stands for the diagonal map~ 

We also note the exact sequence 

(b): 

0 ~HOmA(I(n)/h(I), M) ~ HOmA(I(n), M) _Hom(A, M)~ HOmA(i" M) ~ 0 

The exact sequences (a) and (b) yield the respective exact sequences of simplicial 

A-modules. Since [I ~ 0] , [I * I] admits sections, we have 

Hi([I ~ 0], HOmA(-, M)) = Hi([l " I], HOmA(-, M)) = 0 

where 

where 
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for all i > 0 , and it follows readily that 

0 ~ DerR(A, M) * DerR(P, M) ~ HomA(I , N) * HI([P ~ A}, DerR(-, M)) * 0 

is exact 

I~({P ~ A}, DerR(- , M)) -- 0 for all i > i 

It follows from 3.1(b) that 

DI(AIR, M) = ~(AIR, DerR(-, M)) = ~({P -~ A}, DerR(-, M)) 

= Coker(DerR(P, M) ~ HOmA(I, M)) 

= Coker(DerR(P, M) ~ HOmp(I, M)) , 

DR(AIR, M)= HI(AIR, ilR(DerR(-, M))) 

Now choose a free P-module F and a P-linear map F ~ P such that 

y(F) = I . Associated to P-linear map y : F ~ P , there is a Koszul complex, 

which is simply denoted, by abuse of notation, by ~ . 

Lemma 3.11: D2(AIR, M) = Coker(~(~, M) ~ HOmA(~(~), M)) . 

Proof: We have 

D2(AIR, M) : ~(AiR, ~iRC~r~(-, M))) 

since [iiR(DerR(-, M))~(P O) = [ A~iR(DerR(-, M))](P) = 0 . 

Let 0 * K ~ F ~ I ~ 0 be exact. If we set P[F] to be the symmetric algebra 

over P generated by F , then P[F] and P[F]@P[F~ are polynomial algebras 

over R and we obtain the surJective arrows 

~F] ~ PA (I) = P~P given by X- (0, y(X)) 

P[F]~P[F] "~ PA (2) = P~P~P X@I -~ (0, y(X), 0), I®X -> (0, O, y(X)) 

where X E F . If we set J = Ker(~F] -~ p(1)) and 

J' = Ker(~F~l~F] -* p(2)) , then 
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J = (F) O (Fy) -- (K) + (F.Fv) 

j'= (F@l + Z~) n (Fy@l + Z@F) n (~Z + l~y) 

= (K@I + !@K) + (F.Fy@I + I$F'Fy) + (F@F) 

where Fy = the ideal generated by {X - y(X)iX 6 F} 

i = O, l, 2 can be lifted to 1~ i : ~F]~P[F~ -~ ~F] 

. NOW ~i : PA (2) -* p(1) 

where, for each X 6 F 

% :  ,-,l= -~2= 
l~O( "~ X I@X ~ X I~X ~ 0 

A trivial computation shows that ~0 - ~I + w2 sends k~ + I@K + I~F-F 7 to 

zero, whereas it sends (F~Fy~l + F~F) onto (F-Fy) . Now for any 

D C DerR(P[F~F] , M) , D(F~F¥~I + F@F) = 0 since I'M = 0 , and consequently 

D2(AIR, M) = Ker(DI(PA(1)iR, M) ~DI(p~2) iR, M)) 

= {If] 6 DI(PA(1)!R, M) If(F, Fy) = O] 

= Coker(DerR(P[F], M) ~ Hom~F~((F) N (Fy)/(FJFy), M)) 

= Coker(Oerp(P[F~, M) ~ Homp[F]((F) n (Fy)/(F),(Fy), M)) . 

Now 0~(F)~P[P] P[O] p.o 

o ~ (Fy) ~ P[F] ,,P,[Y] P * 0 , 

are exact and hence (F) A (F¥)/(F)-(Fy) = TorlP[F](P, Py) = ~(~) where ~ is 

the Koszul complex associated to the P-linear map F ~ I(c P) . We thus have 

D2(AIR, M)= Coker(Homp(F, M)~ Homp(~(~), M)) 

= Coker(~(E I, M) ~ HomA(I~(KI), M)) 

We can now state all the basic facts needed for our purpose, summarizing 

the various results we have already established. 
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Theorem 3.12. 

(i) If 

0 -* D0(AIR, M') -~ D0(AIR, M) ~ D0(A!R, M") ~ DI(AIR, M') 

DI(AIR, M) ~ DI(AIR, M") ~ ........ ~ Dn(AIIR, M') ~ 

Dn(AIR, M) -~ Dn(AIR, M") -> ... 

is exact. 

(2) Le___t S ~ R * A be rln~ homomorphisms. Then for an~ A-modul__ee M w_~e 

have the exact sequence 

0 ~ D0(A R, M) ~D0(A S, M) ~D0(R S, M) *DI(A R, M) 

DI(A S, M) "* DI(R S, M) -~ ........ -~ Dn(A R, M) -' 

Dn(A S, M) ~Dn(R S, M) ~ .... 

0 * M' * M * M" ~ 0 is an exact sequence of A-modules, then 

R (3) Le____t A, S be R-al~ebras such tha t Tori(A, S) = 0 for all i > 0 . 

Then for ar4v A~-module M , the canonical map D$(~SIS, M) -> Di(AIR, M) is an 

isomorphism for all i . In particuiar~ if A is R-flat we have 

Di(A~BIS, M)~ Di(AIR, M) 

for all i and for all R-algebras S 

(4) Let S be a multiplicative subset of A . Then for any S-IA-module 

N , the canonical map 

DI(S'IAIR, N) ~ DI(AIR, N) 
is an isomorphism for all i . Consequently ~ for any A-module M we have the 

canonical isomorphism 

mi(s-IAIR, S-IM) • S-IDi(AIR, M) 

for all i . 

R (5) If A, B are R-algebras such that Tor. (A, B) = 0 for all 

0 < i ~ n , then for any A~B-module M , the canonical map 

Oi(A~BiR, M)-~ Di(AIR, M)~ Di(B!R, M) 

R is an isomorphism for all i g n . In particular, if Tori(A, A) = 0 for all 
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i>0 and 

: Spec(A) ~ S~c(A) × S~e(A) 
Spec (R) 

is an open immersion (for instance A/R etale), then 

i > 0 and for all A-modules M . 

R 

Di(AIR, M) = 0 for all 

(6) Let A be an R-al6ebra of essentially finite type over R , where 

is noetherian~ and let E be a flat A-module• Then we have a canonical iso- 

mor~hism 
~i(AIR, M) ~ DI(A!R, ~M) 

for all i ~ 0 and for all A-modules M . 

(7) l__f R is noetherian and A is an R-algebra of essentially finit_e 

type, then Di(AiR, M) i_ss A~module of finit e type for all i , provided M i___S 

a___n A-module of finite type. 

(8) Let P be a polynomial al6ebra over 

be exact. Then DO(AIR, M) = DerR(A, M) , 

Proof: 

R and let 0 ~ I ~ P ~ A ~ 0 

DI(AIR, M) = Coker(DerR(P , M) ~ HOmA(I/I 2, M) 

= the set of isomorphism classes of 

R-algebra extensions of A b_2 M 

D2(AIR, M) = Coker(Hl(Ki , M) ~ HomA(HI(KI), M)) . 

(i) If 0 ~ M' ~ M ~ M" * 0 is an exact sequence of A-modules, then for 

any polynomial algebra P over R , 0 * DerR(P, M') ~ DerR(P, M) ~ DerR(P, M") ~ 0 

is exact and hence 0 * DerR(-, M') * DerR(-, M) * DerR(-, M") ~ 0 is an exact 

sequence of sheaves by3•3(c). 

(2) Ders(-, M) is an additlve sheaf on ~AIS , and 

DerR(B, M) = Ker(Ders(B, M) ~ Ders(R, M)) for every B E ob(CAIR) 

our assertion follows from 3•7(c). 

(3) Let S : CAIR ~ ~i S be the functor given by X$ ~> ~S 

S~Ders (-, M) = DerR(-, M) and hence our assertion follows from 3.7(a). 

• Therefore 

• Then 
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(4) Follows from 3.9. Indeed, F = DerR(-, N) is an additive sheaf on 

%_lAIR , and F A 6 ob(~;_lAiA ) is also additive since 

FA(X ) = Ker(F(X) ~ F(A)) = Ker(DerR(X , N) ~ DerR(A, N)) = DerA(X, N) i.e., 

F A = DerA(-, N) . 

(5) The first assertion follows from 3.8(a). Now assume that 

R 
Tori(A , A) = 0 for all i > 0 and that 

A : Spec(A) ~ Spec(A) × Spec(A) 
Spec(R) 

is an open immersion i.e., (~A) ~ A is an isomorphism for all maximal 
~-l(a) m 

ideals ~ of A , where ~ : ~A * A is the multiplication map. Then the first 

assertion combined with 3.12(4) entails that the diagonal map 

A m : Di(AIR, M) m ~ Di(A!R, M) m 6 Di(AIR, M)m 

is an isomorphism for every maximal ideal m of A and hence 

a : Ol(A]R, M) ~ Di(AIR, ~) • D~(A1R, M) 

is an isomorphism, which entails that Di(A!R, M) = 0 for all i . 

(6) In view of 3.12(4), we may assume that A is an R-algebra of finite 

type. Now consider the map 

~I . Since E is A-flat, we have an isomorphism in R 

E~DerR(D , M)~DerR(B , E~M) 

whenever B 6 ob(~IR ) is of finite type over R . It follows from 3.3(b) that 

oiCALR, ~ e r R ( - ,  M)) ~ DiCAi~, ~ )  

is an isomorphism. On the other hand, the functor ~- : (A-mod) *(A-mod) is exact, 

and therefore we have 

~Di(AIR, M) = Di(A!R, ~DerR(- , M)) , 

and hence our assertion. 

(7) follows from 3.3(a). 
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(8) In view of 3.10 and 3.11, it suffices to show that 

Coker(DerR(P, M) ~ HOmA(I/I 2, M)) = Exalcomm(AiR, M) , where Exalcomm(AiR, M) 

denotes the set of isomorphism classes of R-algebra extensions of A by M . Let 

0 ~ M~ A' ~ A ~ 0 be an R-algebra extension of A by M . Since P is a poly- 

nomial algebra over R , we obtain a commutative diagram 

0 >I ,>P ,>A >0 

0 ...... >M >A' .... >A ......... >0 

where I ~ M is uniquely determined by the extensions A' up to 

We thus obtain a map 

: Exalcomm(AiR, M) ~ Coker(DerR(P~ M) ~ }~mA(I/I 2, M)) 

Conversely a P-llnear map I * M yieids an extension by push-out 

DerR(P, M) 

0 ........... >I >P >A >0 

; ; II 
0 .......... ~ M - > A' > A . . . . . . . . . .  > 0 

Two P-linear maps I ~ M which differ by DerR(P, M) is trivially seen to yield 

isomorphic extensions and therefore we obtain a map 

Y : Coker(DerR(P, M) ~ HOmA(I/I 2, M)) ~Exaleomm(AIR, M) . 

It is straightforward to verify that ~, Y are inverse process to each other. 

C oro!lary 3.13. (a) R-alsebra A is formally smooth over R if and only if 

Dl(A!R, M) = 0 for every A-module M . 

(b) I~__t R be noetherian and A an R-al6ebra of finite type. Then A 

is a relative complete-intersection over R if and only if D2(AIR, M) = 0 

every A-mod~e M 

(c) Let R be n0etherian and A a_nn R-algebra of finite type, Then for 

any multiplicative subset S i_nn A , we have a canonlcal isomorphis~ 

Di(S-1AIR, S-1M) % S'IDi(AIR, M) for all i ~ 0 . 
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(d) Let R be noetherlan and A a local R-algebra of essentially finite 

type. We denote by A th__e m--adic completion of A where m = the maximal ideal o~ 

A . Then for any A-module E of finite type we have a canonical isomorphism 

.Proof: (a) follows immediately from DI(AIR, M) = Exalcomm(AIR, M) . 

(b) Let P be a polynomial algebra over R in a finite number of variab- 

les and let 0 ~ I ~ P ~ A - 0 be exact. Localizing if necessary, we may assume 

that I is generated by a P-regular sequence which would imply that ~(~) = 0 

and therefore DP(AiR, M) = Coker(~(~, M) " HomA(~(KT), M)) = 0 . Conversely 

assume that DP(AiR, M) = 0 for every A-module M 

Let 0 ~ I ~ P ~ A ~ 0 be exact where P is a polynomial algebra over 

R in a finite number of variables. We have 

0 -- D2(AiR, M) = Coker(~(~, M) ~ HomA(~(~), M)) 

~(~, M) ~ HOmA(~(~), M) is surjective for all A-module M . Choose i.e., 

an exact sequence 0 ~ K ~ F ~ I ~ 0 where F is a free P-module of finite type. 

2 1 
We note that ~(~) = K/K 0 where K 0 = Im(A F ~ A F) . The fact that 

D2(AIR, ~(~)) = 0 i.e., 

is s jeoti e 

entails that 0 ~ K/K 0 w F/IF ~ I/I 2 ~ 0 is exact and splits as A-modules alqd in 

particular I/I 2 is projective as A-module. Therefore, localizing A if necessary, 

we may assume that 1/12 is A-free, and that F/IF ~ I/12 is an isomorphism. 

Then the fact that 0 ~ K/K 0 * F/IF ~ I/I 2 ~ 0 is exact and splits as A-modules 

entails that Hl(~) = K/K 0 = 0 . This means that I is generated by a P-regular 

sequence i.e., A is a relative complete intersection over R . 

(c) follows immediately from 3.12(4) and (6). 

(d) Firstly it follows from 3.12(6) that 

DI(A R, A~) -~ A~DI(AIR, E) 

is an isomorphism for all i , and therefore it suffices to show that 
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DI(AiR, A~) ~ DI(AIR, A~) is an isomorphism. Our proof is based on the descrip- 

tion of D 1 in terms of algebra extensions. Let 0 ~A~E~ A' --~--> A * 0 be an 

R-algebra extension. The fact that is an A-module of finite type entails 

readily that A' is a local R-algebra, complete with respect to m'-adic topology 

where m' = the maximal ideal of A' . ~nerefore if there is an R-algebra map 

: A -* A' such that @ ~ ~ = id A , then ~ extends uniquely to : A -~ A' 

such that ~0 o ~ = id~ . This proves zhat 

DI(,~iR, ) "-' DI(AIR, A~B) 
~< >A.+ 0 is inJective. Now let 0 ~ A ~ B  

we claim that the topology on 

coincides with the topology on 

be an R-algebra extension. Firstly 

E = induced from mB-adic topology on B 

E as A-module. Indeed, since A is essentially 

of finite type over R , one can find a subalgebra B 0 of B such that B 0 

is a local R-algebra of essentially finite type over R and that ~c(B0) = A 

Set E 0 : E O B 0 and denote by ~B " ~0 " m the maximal ideals of B , B 0 , 

^ n+l m~ for all n A respectively. Then ~B = ~0 + E and hence ~+l = ~0 + -- 

Since B 0 is noetherian, there exists an integer r > 0 by Artin-Rees Theorem 

such that 
A 

^ n+l-r- r c ran+l-rE = rune + m_ (]~o n ~ )  

for all n z r , which proves our assertion about the two topologies on E . 
A A 

In particular E = A~ is complete with respect to the topology induced from 

~B-adic topology on B , and hence we obtain the exact commutative diagram 

A 

0 > E  > B  > A  .... > 0  

[i l ' 
j - ,  

0 , > E  ........ > B  . . . .  > A  ............. > 0  

A 

where B stands for mB-adic completion of B . This proves that D I 

^ ^ D I (A ^ DI(AIR, E) ~ !R, E) is surjective and hence we are done. 
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C oro!!ar]!3.14. Le___t R be noetherian and A an R-alsebra of finite type, smooth 

everywhere except at one closed point x 6 S!~c(A) . We then have isomorphisms 

DI(AIR, A) --~'~DI(AxIR , AX) --'~JDI(Ax!R , AX) . 

Proof: Since A is smooth over R except at x 6 Spec(A) , DI(AIR, A) is an 

A-module of finite type with its support on the set Ix] , and therefore we have 

DI(AIR, A) = DI(AIR, A)x = Dl(AiR, A)x 

Therefore our assertion follows from 3.13. 

Remark 3.15. Let R be topological ring and A a topological R-algebra. We then 

define, for any A-module M , 

Ditop(AIR, E) = l~m Di(A~!R(~, A~ ~@ E) 
c~ 

where A S = AIJs, R = R/I S , and Js' I~ are both open in A, R respectively. 

Then A is formally smooth topological R-algebra means that Dlop(AIR, E) = 0 for 

every A-module E 

Now let X be a scheme over a ring R and E a quasi-coherent X-module. 

We then define the sheaves DIIR(E ) = D2(XIR, E) on X via presheaves on X 

given by 

[D_~!R(E)](U) = Di(r(U, Ox)IR, rCU, E)) 

for every affine open set U c X . If R is noetherian and X is of finite 

type over R , then the property 3.13(a) shows that D_ilR(E) can actually be 

constructed canonically, as a quasl-coherent X-module. 

In case when there is no possible confusion we shall abreviate by setting 

i  -xl DXI R : R(Ox) . All the statements of 3.13 can now be translated in terms of 

these quasi-coherent sheaves DilR(E ) , which we leave to the readers. We list 

below a few properties which is most relevant to our purpose. 

Corollary 3.15. Le___t R be noetherian and X ann R-scheme of finite type. Then 
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is non-smooth over R at the point x ~ X} 

is flat over R , then for any R-alsebra S 

(a) For any coherent X-module E , ~IR(~) is a~ain a coherent X-module 

for all i , and furthermore SuppD~IR(E ) c~ ing for all i > 0 where 

xSi~= ~ ~ x l x 

(b) ~__f x 

canonical isomorphism 

• we have the 

for all i 

(c) l__f X is a relative complete intersection over R , then for every 

surJectlve ring homomorphism S * R we have the exact sequence 

o~i~(~ ~1~(~ ~o~<~/~x , ~ ~o 
where I = Ker(S * R) . If r furthermore, R is local with the residue field 

and X i_~sR-flat, then we have the exact sequence 

1 o ~olh(~Xo~ 1 

where X 0 = 

Proof: (a) Follows from 3.12(6) and (8) v~ereas (b) follows from 3.12(3). 

(c) Since X is a relative complete-lntersection over R , we have 

~IR(E) = 0 for all i ~ 2 by 3.12(10) and hence 

o ~°iR(~ ~i~(~) ~i~(~ ~IR(~) ~IS(~ ~I~(~ ~0 
~ Is(E) are quasi-coherent sheaves of 

= Di(RIS, E(U)) 

~is(~_) = o 

is exact by 3.12(2), where 

by 

[~!s(~)](u) 

X is R-flat, we l~ve 

for every afflne open subset U c X . In particular, 

is surJective, and 

by 3.12(7), and hence the first exact sequence. If 

X defined 

since S ~ R 
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~01k(E) ~D~IR(E) for all i and for all quasi-coherent X0-module E and in 

particular 

from which the second exact sequence follows. 

Remark 3.16: The quasl-coherent sheaves D~IR(E ) we have defined should appear 
L 

~0,i 
as ~2 of a spectral sequence relating the local ones and the global ones. 

L. Illusie has obtained such a theory (lecture Notes in ~thematics 239). His 

method is via "homotopical algebra" generalizing the methods of M. Andre and 

D. Quillen rather than "cohomological algebra" . It seems that the approach we 

have taken here can be globaiized via Grothendleck cohomology on the category of 

schemes with an appropriate topology generalizing the one on the affine category. 

4. Formal moduli of deformations 

One amongst the nice coflbered categories in which the isomorphism classes 

of objects are usually not prorepresentable, but nevertheless admit a formal versal 

object is the cofibered category of deformations. We now come back to the situations 

and notations of paragraph 1. Thus, throughout the section, A is a fixed complete 

local noetherian ring with the residue field k ~ and --CA is the category of 

artinian local A-algebras with the same residue field k . 

Let X 0 be a fixed scheme over the field k . By an (infinitesimal) 

deformation of X 0 , we mean a pair (R, X) where R ~ ob(C~) and X is a 

flat R-scheme together with a commutative diagram 

i X 
................ ~ X X 0 ~ 

Spec(!) ............ 
flat 

Spee(R) 
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such that the induced morphism X 0 ~ X Xspec(R ) Spec(k) is an isomorphism. We 

note that, since R is an artinian local ring, i X : X 0 ~ X is necessarily a 

closed in~nersion which is a homeomorphism on underlying topological spaces. If 

(R, X) , (R', X') are deformations of X 0 to R, R' respectively, we define an 

arrow (R', X') ~ (R, X) to consist of a map R' ~ >R in --CA and a 

morphism ~ : X * X' of schemes with a commutative diagram 

Spec( 

X .......... > 

Spec (k) 

R)~ Spec(~) ' ~  

X' 

> Spec (R') 

We thus obtain the category ~0 of (infinitesimal) deformations of X 0 in which 

the objects and the arrows are defined as above. The category L~ 0 is provided 

with a functor p : ~O~A defined by (R, X) ~ R . Now let (R, X) E ob(~O) 

and a map R ~ > S in -CA be given. We then obtain a commutative diagram 

X × Spee(S) Pl > X 
Spec(R) I 

flat I flat 

Spee(S) ~ Spec(R) 
Spec(~) 

and ~-arrow (~, pl ) : (R, X) ~ (S, X ×Spec(R) Spec(S)) is obviously cocartesian 

in ~0 . It follows that the category ~--~0 is a cofibered category over ~A 

via P : ~0 ~ . We observe the following facts: 
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4.1(a): Let (iR, 4) : (R, ~) @ (R, X2) be an arrow in MXO i.e., 

4 : X 2 ~X ! is a morphism over R such that X 2 @R k* ~ @R k is an isomorphism. 

Since R is artinian and X i is R-flat, it follows immediately that ~ is an 

isomorphism so that (I R, 4) : (R, ~) @ (R, X 2) is an isomorphism in ~0 " 

'~ is a cofibered category in groupoids over ~ . Consequently, ~0 

4.1(b): Suppose that X 0 is affine, say X 0 = Spec(A0) . Then for any 

object (R, X) E ob(~o ) , X is also affine. Consequently, for any R E ob(C_A) , 

the category ~o(R) is canonically equivalent, via the sections, to the category 

in which an object is a flat algebra A over R together withanR-algebra map 

JA : A ~ A 0 inducing an isomorphism A @ R k ~ > A 0 , and a map ~ : ~ ~ A 2 

is an R-algebra map with a commutative diagram 

4 

A I ~ > A 2 

E 
A 0 A 0 

A ^ 

4.1(c): Consider the cofibered category MXo in groupoids over C A . 

A ^ 

By definition, the category ~o(R) for any R Eob(CA) is canonically equivalent 

to the category of formal schemes • )adic over the formal spectrum Spf(R) ~ such 

that ~ = ~ @R R/m-~n+l is flat over R/m2 +l for every n ~ 0 (or what amounts 

to the same, if X 0 is noetherian, such that Z is flat over Spf(R)) . Con- 
A 

is canonically ~A-equivalent to the cate- sequently, if X 0 is noetherian, MXo ^ 

gory of deformations of X 0 over the objects in --CA , in the sense of formal 

s c h e m e s .  

4.1(d): Let (R, X) ~ ob(~ 0) i.e., we have a commutative diagram 
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i X 

Spec (k) > Spec (R) 

such that X 0 ~X XSpee(R ) Spec(k) is an isomorphism. Now let U 0 c X 0 be a fixed 

open subscheme of X 0 . Since i X : X 0 ~ X is a closed immersion which is a 

homeomorphism on the underlying topological spaces, we obtain a commutative diagram 

ixIU 0 io f l a t  

Spee(k) > Spec(R) 

such that U 0 ~ (XIUo) MSpec(R ) Spec(k) = X® R klU 0 is an isomorphism, so that 

(R, XiUo) is a deformation of U 0 to R . Furthermore, for arD r arrow 

(~, ~) : (R, X) * (R', X') in h~ 0 , (~, ~IUo) : (R, X!U O) ~ (R', X'!U O) is an 

o=ow in % Oonoequentl~ we ~ve the re~tr~ctio~ f=~tor % ~ ~0 o~er 

~A . One may also consider a localization as well as a formalization at a point. 

Namely let x 0 be a fixed point in X 0 . If (R, X) 6 ob(_~0 ) , then 

Spec(~x,x0) is a deformation of Spec(~Xo,X0) to R and Spec(~X,xo ) is a de- 

formation of Spec(~Xo,Xo) over R , where ^ stands for the completion with 

respect to the linear topology given by the powers of the maximal ideal. We thus 

o~n ~=o~ors ~o ~ ~°(2Xo ~o> ~ ~°(~Xo ~o> 

Firstly we establish that ~0 is a homogeneous cofibered category over 

C--A • 

Lenm~a 4.2. Consider a diasram 

R 
surjective 

R ! 

in ~A , and let E, E' be flat modules over R, R' 

R'-homomorphism E' * E = E® R R , th e fibre-product 

R X R'-module 

respectively. Then for any 

E X2 E' is flat as 
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Proof: Let 0 * I *R * R ~ 0 be exact so that 0 * I ~R ×~ R' ~R' ~ 0 is 

exact. Since E is R-flat, 0 ~ I ®R E ~ E " ~. ~ 0 is exact and hence we obtain 

the exact sequence 

(*) 0~I®R E*E X2 E' ~E' *0 . 

Set S = R ~ R . Since I is nilpotent, E X~ E' is flat as an S-module if and 

only if (E X~ E') @S R' is flat as an R'-modu/e and Tor S (E X~ E', R') = 0 

However, we note that 1% E = I ®S (E x~ E') and E' = R' @s(E x~ E') and 

therefore the exact sequence (*) can be rewritten as 

o ~ Z ® S ( E ~ E ' )  ~ E × ~ E '  ~ R '~S  ( E × 2 E ' )  ~ o 

This means tha t  TOrl S (R',  E ~ E' )  = 0 and R' @S (E x~ E ' )  = E' 

R'-module, and therefore E X~ E' is S-flat. 

is flat as 

Corollar~.3. Given a diagram 

(~, x) (R', x') 

(~, ~)~ ~~" ~') 
(~, ~) 

inn ~ 0  " the amalgamated SUm X ~ X' ( i  n the sense of schemes) is a flat 

scheme over R ×~ R' , provided ~0 : R-~ R is sur.)ective. Consequently, ~--~0 

is a homogeneous cofibered catesory in sroupoids over C A . 

Proof: For each affine open U 0 c X 0 , we have by definition that 

X J~ X' IU 0 --NSpec(I'(Uo, X) ~(Uo,~ ) F(Uo, X')) . Consequently, if @ : R * 

is surjective, X~ X' is a flat scheme over R X~ R' by 4.2, and the morphism 

J~i- " X' JinX' ix X IX' : XO "~ X ~ induces an isomorphism X 0 ~ (X - ) ~S k , where 

S ~ R X~ R' . Therefore (R ~ R' , X~ X') 6 ob(/_~O) and we obviously have 

that (R ~ R', X-~ X') = (R, X) ×(~,~) (R', X ~) in the category ~O " which 
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means that ~0 i S  homogeneous over ~A " 

Le~ma 4.4. For any scheme X 0 over k , we have a canonical exact sequence 

where D i r_X0 are as defined in paragraph 3. 

Proof: (Special case) Assume that X O is affine and let F(X O, ~X O) = A O . 

Then as It was noted in 4.1(b), the category _Mx0(k[c]) is canonically equivalent 

to the category E , where 

ob(E) : object in ~ is a flat algebra A over k[e] 

together with a k[e] -algebra map JA : A ~ A 0 inducing the isomorphism 

k @k[c] JA : k®k[¢] A ....... ~ A 0 . Alternatively, an object in ~ is a k-algebra 
JA 

A together with an exact sequence 0 ~ A0 c--~A A 0 ~ 0 in which 

e(A0 )2 0 as an ideal in A = . 

F$(~) : An arrow A 1 * A 2 in ~ with respect to first description of 

the object in _E is a k[¢]-algebra map ~ : A 1 ~ A 2 such that JA1 = JA2O ~ . 

Therefore, an arrow A 1 ~ A 2 in E ~th respect to the alternative description 

of objects In E is a k-algebra map ~ : A 1 ~ A 2 yielding a commutative diagram 

¢ JA I 
0 > AO >~l ........ > A o - - >  0 

j! ~ jA 2 i [ 
0 > > A 2 ..... > ~ - - >  0 . 

It follows that [--~0 (k[e])] is canonically isomorphic, via r(X O, -) , to 

the set of isomorphism classes of k-algebra extensions of A 0 by A 0 . In other 

words, we have a canonical biJectlon [_MXo (k[e])] N H0(X0, D~O) via F(X O, -), 

which is trivially seen to respect the vector space structures on both sides. 
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(General case) For each affine open U 0 c X 0 , we get a canonical map 

(k[c])] @HO(Uo, D~O) defined as the composite map 

(k[c])] ~ [~0 (k[¢])] ~ HO(Uo , D~O) and hence we obtain a canonical map 

(k[¢])] *HO(Xo , D~O ) . Its kernel is the set of isomorphism classes of 

locally-trivial deformations of X O to k[¢] , i.e., the set of isomorphism 

classes of deformations of X 0 to k[c] , locally (on X ) isomorphic to 

. D O = Derk (~Xo , ~Xo) = Aut(Xo@ k k[c]IXo) = the sheaf of Xo~kk[C] Since =X ° 

germs of automorphisms of Xo@ k k[¢] inducing the identity on the subscheme 

X O , it is canonically isomorphic to ~(Xo, D~O ) , so that we obtain the desired 

exact sequence. 

Theorem 4.5. Le__t X O ~e a scheme of finite tFoe over k for which e lther 

(i) X O is proper over k or (li) X O is affine but ~0 ing = Ix E XoIX O 

is non-smooth over k at the point x } is a finite set. Then 

(a) ~O admits a formal versal object (called a formal versal deformation of 

over C~ . If (R, ~) is a formal versal deformation of X O , then for any 

(S, ~) ~ ob(MXo) , there is a map ~0 such that the 

diagram below is cartesian 

(~,~) : (R,~) -, (s,~) i_qn 

..>~ 

i L 
Spf  (S) . . . . . . . . . . .  ~ Spf  (R) 

Spf (~O) 

%) 

Furthermore a formal versal deformation (R,]C) of X 0 

K Nxo] if and only if a for every surjective map R' ~ R 

(R', X') of X O to R' , the homomorphism 

Aut R, (X' IXo) -' AutR(X' ~,RIXo) 

prorepresents the functor 

in ~A and a deformation 

is surJeetlve. 

_ _  is smoothly pseudo-representable (b) If X O is proper over k , then MXo . . . . . .  
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qvgr ~ • 

Proof: (a) Since ~0 is a homogeneous eofibered category in groupoids over 

~A by 4.3, it suffices to see that [~(k[g~)] is a finite-dimensional vector 

space over k by i.Ii and 2.9(b). 

Now consider the exact sequence 

( * )  o ) 

If X 0 is proper over k , then ~(Xo, D~O) and 

D i dimensional since ~X 0 are coherent for all i ~ 0 

X 0 is affine such that ysing 
-0 

H0(X0, ~0 ) are both finite 

by 2.13(a). Now assume that 

is a finite set. Since ~0 is a coherent sheaf 

D 1  .sing H0(X0, D o) on X 0 such that Supp~x 0 ~0 by 2.13(a), we find that _ is a 

finite-dlmensional vector space over k , whereas ~(Xo, I~O ) = 0 since X 0 

is affine. Therefore, in either case, it follows from the exact sequence (*) that 

[L~0(k~c] ) ] is a finite dimensional vector space over k . The second statement 

of (a) follows from 2.7. 

(b) If X 0 is proper, Ant (X0® k k[e]IX0) = H0(X0 , DO0) is a finite 

dimensional vector space and hence our statement follows from 2.13. 

Re mar ~ 4.6(a): Let ~ be affine. Then a formal versal deformation of X 0 

exists if and only if D~ has its support on a finite number of points. However 

this does not imply that non-smooth points of X 0 are all isolated. There are 

D 1 affine schemes X 0 over k having a non-lsolated non-smooth point but supp~x 0 

is a finite set. 

Remark 4.6(b): Henceforth a deformation of X 0 is meant by an object in MX0 

In case when there is a possible confusion, an object in MX0 will be referred as 

an infinitesimal deformation of X 0 

Remark 4.6(0): Let X 0 be a scheme over k . We have fixed a complete local 

noetherian ring A with the residue field k , and considered the deformations 
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of X 0 over the category ~ . (In practice one usually takes h = k or W(k) 

if k is a perfect field of positive characteristic). Now ~kc~ is a fully 

faithful imbedding, and that ~oICk is simply the category of deformations of 

X 0 over S where S E ob(~) . Therefore if (R, ~) is a formal versal deforma- 

tion of X 0 over --CA " then (k®hR, k@h~) is a formal versal deformation of 

X 0 over ~ . It follows, for example, that dimch~0 dim k @h R does not 

depend on the choice of A but depends only on X 0 

One can generalize the above theorem in many ways. Let us for instance 

consider a pair YO ~Xo where X 0 is a scheme of finite type over k and YO 

a fixed closed subscheme of X 0 . For each R E ob(~) , a deformation of 

(X O, YO ) to R is meant to be a commutative diagram 

i . . . .  ............ ¸! 
S~c(k)  ~ p 

such that (Xo, YO) "~ (X XSpec(R ) 

flat 

Spec(k), Y NSpec(R ) Spec(k)) is an isomorphism. 

Defining a morphism (R'; X', Y') ~ (R; X, Y) of deformations of (Xo, YO) to 

MXo in groupoids over be the obvious ones, we obtain the eofibered category "Yo 

C A . (This is a process often used in rigidification of automorphisms in moduli 

problems of deformations. ) One sees immediately, by the same argument as in 4.3 

MXo is a homogeneous cofibered category in groupoids over based on 4.2, that "Yo 

c A 

Is exact~ where I is the ideal sheaf of OXo deflnin~ YO i.e. 
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0-~I *Ox0*~O "* 0 is exact~ 

Proof: Let B be the full subeategory of Mx0,Y0(k[c]) 

form (~e]; X XSpee(k ) Spec(k[c]), Y) . We then have 

[B] = Ker ([k~0,Y0(kEe])] ~ [k~0(k[e])] ) 

deformations of Y0 to k[¢] "inside X 0 

in B is a commutative diagram 

whose objects are of the 

. The category B is the groupoid of 

XSpec(k ) Spec(k[s]) ", i.e., an object 

4 
Y ' ">  X 0 Xspec(k) Spee(k[e]) 

Spec (k[ e ] ) 

such that Spec(k)spec(k[X e]iY) = 40 , and an arrow (YI" 41 ) ~ (Y2" iy2) is a 

k[e]-morphism ~ : YI ~ Y2 (necessarily an isomorphism) such that 

Spec(k) X ~ = idy and iy o ~ = iy . Alternatively, an object in B is a 
s~c (~[ c]) o 2 1 

pair (Y, Jy) , where Y is a deformation of Y0 to k[¢] and Jy : Y ~ X 0 
Jy 

is a morphism over k such that the composite morphism Y0 "* Y > X 0 is 

iY0 , and an arrow (YI" JYI ) ~ (Y2" JY2 ) is a morphism ~ : Yl ~ Y2 such that 

k~c]~ = idY0 and JY2 o ~ = JYI . Therefore the association 

0 >I > ->OY0 

(Y, Jy): ---> ~ ~Y 

l e > Oy > ---> 0 
0 ~ --~0 0 

gives rise to an isomorphism 

[B] J i~ 
. 7- > Hom O_~X0 (I, OY0) = Hom__Oy0 (I/12" --OY0) = H0(Yo' HOmO~Yo(1--/12' OYb)) 
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Remark 4.8. For a more general formula implying the above lemma, see SGA3 III 4.~. 

One may also note the following fact. One can define for any S-scheme X and a 

quasi-coherent X-module E a quasi-coherent X-module DIIs(E ) for all i ~ 0 t 

generalizing the case when S is affine. As usual we simply write 

=~IS . We then have 

H°(Yo , Ho~0(I/I_2, _%o )) : H°(YO , 2~olX) 

where 0 ~!~X0 ~Y0 * 0 is exact. 

Theorem ~.9. Let X 0 be k-scheme of finitgoty2_eand, YO a closed subscheme of 

X 0 . Assume that either (i) X 0 is ro er over k o_~r (ii) X 0 is affine and 

smooth over k outside a finite number of points and YO is proper ove_r_r k . We_ 

then have 

(a) £XO, Yo admits a formal versal deformation over CA , and it pr_.oo- 

represents the functor [[~0' Y0 ] if and only if, for every surjectiye map 

R' ~ R in CA and a deformation (R'; X', Y') , 

AutR,((X', Y')iX 0) ~ AUtR(X' ~, R, Y', ~, R)IX 0) 

is sur~ecti,yp. 

(b) If furthermore HO(x O, 0 0 2~oLk 0 ×. 2~ Ik) 

'then ~o" Y0 is smoothlTpseudo-representable. 

is finite dimensional, 

Proof: It iS obvious from 4.4 and 4.6 together with i.ii, 2.7, and 2.13. 

We now consider the passage to localization and completion in the deformation 

theory of schemes. Firstly on a notation: Let X 0 be a k-scheme of finite 

type. Given a fixed point x 0 6 X 0 , we have natural functors 

- '  o ,  ) ' o ,  ) 
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and in turn we obtain the functors 

-% °" x o  . 

As it was remarked in 4.1(c), ~0 is canonically equivalent to the category 

in which an object is a pair (R, ~) where R E ob(CA ) and ~ is a flat R-adic 

formal scheme together with a fixed isomorphism ~O<--~Xo . Henceforth we shall 

write, when there is no possible confusion, the images of (R, ~) under 

~Xo *~O(~xo. %) and ~0 * ~ C ( ! x  o, %) by (~. ~(%)) a.d (R, ~(Xo)) 

respectively. Therefore if X c'~m v+!~ = 1;m ~v where ~v = ~Spf(R) Spe {R/ ) then 
v 

x(~0) : lim s~c([~, %) 
v 

Theorem 4.10. 

(a) 

over C~ 

(b) 
over k . Then 

Let X 0 be an affine scheme of finite t yEe pye ~ k 

I__ff X 0 ,iS locally a cqm~!ete-intersection, then L~ i s  smooth 
0 

Assume that, for a fixed closed point x EX 0 , X O - Ix} is smooth 

are both mini~l!y smooth functors. In particular, if (R, ~) is a formal versal 

deformation of X 0 , then (R, ~(x)) and (R, ~(~)) are formal versal deforma- 

tions of Spec(~Xo ' x) an__dd Spec(~xo ' x) respectively. 

Proof: In this proof we go back to the notations of the cohomology of commutative 

algebras defined in the paragraph 3. We set X 0 = Spec(Ao) 
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(a) I t  suffices to Show that P : [__MXo] o C_A iS smooth. 

Let (R, Spec(A)) be a deformation of Spec(A 0) to R , where R E ob(C~) . 

Given a small extension R' *R in C_A (i.e., 0 ~ k ~R' *R ~ O is exact), 

we must show that (R, Spec(A)) can be lifted to R' . The exact sequence of 

D i with coefficient A 0 applied to the ring homomorphlsms R' * R ~ A gives us 

the exact sequence 

... ~DI(AIR, A O) *DI(AIR ', A O) --DI(RIR ', k) ~A 0 ~D2(AIR, A O) * ... 

Since R' ~ R is a small extension, DI(R'!R, k) is 1-dimensional vector space 

over k generated by the element (denoted by [R']) represented by the extension 

0 * k ~R' ~ R * 0 . On the other hand, A is R-flat and hence 

I = Di Di(AIR, A 0) (A0~k,Ao) for all i > 0 and in particular D2(AIR, A0) = 0 

by 3.12(11) since A 0 is locally a complete-intersectlon. Consequently we get 

the exact sequence 

DI(AIR ' * DI(RIR ', k) A 0 o DI(AoIk, AO ) , AO) ~ ~ 0 

This means that there exists an R'-algebra extension of A by A 0 , denoted by 

A' , such that [A'] ~ [R'] ® 1 under the map Dl(AIR ', AO) ~ D!(R!R ', k) A o 

which means that the deformation (R, Spec(A)) can be lifted to a deformation 

(R', Spec(A')) 

(b) By 3.14 we have the isomorphisms 

D!(AoIk, A O) ~--Dl((Ao)xik , (Ao) x) ~--Dl((Ao)x~k , (Ao) x) 

i.e., [~tXo(k[e])] -~ [~pec(Oxo, x)(k[e]) ' ]  ~- [~pec(~'Xo" x ) (k [e ] ) ]  . 

It suffices to show, by 2.7(a), that 

x E  OC o" 
are both smooth functors .  Let (R, Spec(A)) be a deformation of X 0 = Speo(A O) 

and let 0 ~ k -*R' -~R -* O be a small extension in C v k . As above, the ring 

homomorphisms R' ~ R -* A gives us the exact commutative diagram 
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~ i i) *D2(Ao]k,Ao) ~ ... 
DI(Aoik,Ao) DI(AI ',A O) ~ DI(RIR ', ~A 0 d ;" 

~ DI(AoIk,(~O) x) DI(AIR',(Ao) x) ~ DI(R1R',k)~(Ao) x ~ D2(AoIk,(Ao) x) ~ . . .  

DI((Ao)xtk,(Ao)x) [ l  1- T. Px 1 1 D (A x R ,(Ao)x) > D (R!R',k)~(Ao) x ~ D ((Ao)xlk,(Ao)x)~... 

where the indicated isomorphism comes from the fact that A 0 is smooth over k 

except at one closed point x so that 

Di(Aolk, (Ao) x) = Di(Aoik , AO) x = Di(Aoik , A 0) 

for all i > 0 . Now suppose that we are given an arrow 

(R', Spec(B)) * (R, Spec(Ax)) in [~pec((Ao)x)] . It means that we are given 

a class [B] E Dl(Ax!R', (Ao)x) such that px([B]) = [R'] . Then a trivial 

diagram chasing shows that there exists [A'] 6 DI(A!R ', A0) such that 

p([A']) = [R'] and A x = B i.e., (R', Spec(A')) is a deformation of Spec(A O) 

to R' such that Spec(A') x = Spec(B) . This proves tl-mt [~ ~JSpec 
- 0/.. (2x o, x ) 

is smooth. The smoothness of the functor ~pec((Ao)x ) ~Mspec((A0)x) 

comes from the similar diagram together with the fact that 

Di((Ao)xlk, (Ao/"]x) =D'~((AO)xlk, (Ao) ~) = D~((AO)~Ik, (AO~ ~) 

for all I > 0 since x is an only possible non-smooth point. 

Theorem 4.11. Let X 0 be a (separated) k-scheme of finite type, smooth outside 

a finite closed set ~oing = {x I ..... Xr} o__f X 0 . Le___t_t ~0 ..... ~0 be affine 

i n ~o ing {x i} if open nei~hbourhoods of x I, .... x r such that U 0 = . _ 

H2(X0" DO0 ) : 0 , then the na tura l  functor  ~--%0 -~ MU01 )Z.. .  )< --~0M is  smooth. 

Proof: We can complete UIo , .... ~0 into an affine open covering of X 0 by 

choosing ~0 +I ..... ~0 such that UJo{]~oing =~ for all j >r . Now let 

R' -~ R be a small extension in C_A , and let (R', U 'I) ..... (R', U 'r) be 

deformations of U/O ..... ~0 to R' such that U 'i ~,R = XIU i , I & i &r , for 
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some deformation (R, X) of X 0 to R . We must show that there exists a defor- 

mation (R', X') of X 0 to R' such that X' ~,R = X and X'I% = U 'i for 

i g i ~ r . Since ~0 for j >r is smooth over k , XI~ can be lifted, by 

4.9(a), to a deformation (R', U 'j) i.e., there exist deformations (R', U 'j) 

of uJ 0 to R' SUCh that U 'j ~,R = xIuJ 0 for all j > r . Since, for any pair 

i ~ J , % (] i is affine and smooth over k , we obtain an isomorphism 

such that Tij ~, R = idxu0f]ui J0 " and in turn defines a cohomology class in 

" --1 
H2(X0 -__x0)D O given by U 0i(] Ug N ~0 ~ Tij~jkTik . Since ~(X 0, _DO0) = 0 by 

hypothesis, the obstruction for glueing these to obtain a global deformation 

vanishes, and hence we get a deformation (R', X') of X 0 to R' such that 

X' ~.R = X and X' iuJ0 ~ U 'j . This completes our proof. 

Remark 4.12. The previous proof assumes X 0 to be separated, which is unnecessary. 

In fact, for a fixed deformation (R, X) of X 0 and deformations (R', U 'j) of 

U~ , the deformations (R', V') of open set V of X to R' compatible with 

the deformation (R', U 'j) already given, form a "gerbe" (in Giraud's terminology) 

D O . Hence the obstruction to the existence of a whose structure sheaf is ~X 0 

section of this "gerbe" (i.e., a global deformation (R', X') of X compatible 

with the given datum (R', U'J)) is in ~(X 0, E~0 ) which is zero by assumption. 

CorollarF 4.13. 

subset XSo ing = 
Let X 0 be a k-scheme of finite type s smooth outside a finite 

Ix I ..... x r} of X 0 such that H2(X0 , D~O ) = 0 . Then 

(a) ~0 "~peo(~0%,X1) ~'*" ~ r -~pec(~_%,xr) is  smooth. 

r 
In ~ticul~, dim ½0 dim ~(X o, O ° o'Xo ) : %) + c:lZ dlm pec 

(b) If furthermore X 0 is loca!l F a complete-intersection s then L~ 0 

IS smooth. 
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Proof: 

(a) The first statement follows from 4.10 and 4.9(b). Now let (R, ~) 

and (RI, ~) ..... (R r, %) be formal versal deformations of X 0 and 

Spee(Ov "Xl)--~O ..... Spec(Ov "xr)--~O respectively. We then obtain a commutative diagram 

....... 

"" > ~ l ~  . . .  ~ r  

> ~ e ( t : o , x l )  ~ . . .  ~ ~peOtOXo,~ j 

Since the composite functor 

-~ -~ M~ - ^  ) X . . .  X ~ e (  
-~pec { "Xl 

is smooth whereas 

~R1 ~ . . .  ,~ Rr ~pec(_OXo,Xl ) x . . . .  )< ,M_spec(OXo,Xr ) 
is minimally smooth, it follows from 2.7(a) that 

~ ~i ~ ~ Rr is smooth i.e., R is a formal power-series ring over 
"'" A 

A 

~ l ~ . - . ~ ,  % . Sinee 

is exact by 4.8 i.e., 

% ^ 
0 ~ ~(X O, -- ) ~ HomA_alg(R , k[e]) -~ HomA_alg(R 1 ~ ... ~ ~, k[g]) 

is exact, it follows that R is a formal power-series ring over 

in d-variables where d = dimk~(XO, _~O ) • 
v 

Therefore 

dim ~ o  = dim ~ ~ R -- d + dim k ~ (~l ~ "'" Rr) 

r r 
^ 

: d + i~ l  dim k 9, a i : d + i:IZ dim ~peo  (__OXo,X ~) 

• "" -~pecku x . ) 
-- O,~r 
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(b) follows from 4.10 and 4.9(a). 

4.14. We close this paragraph with an explicit construction of a formal versal 

deformation in a simple situation. In fact, if X 0 is affine and is a complete- 

intersection, it is trivial to write down explicitely. Thus let 

A 0 = k[x I ..... Xn]/(f I ..... fr ) S/J 

where S = k[x I ..... x n] " J = (fl ..... fr ) , and fl' .... fr is an S-regular 

sequence. We then obtain the exact sequence 

° . .  * Derk(S , A0) ~ HOmAo(J/~ , A0 ) ~ DI(A01k , A0) ~ 0 

We note that J/~ is A0-free module of rank r generated by 

fl(mOd ~) ..... fr(mod ~) , since fl ..... fr is an S-regular sequence. We now 

assume that DI(Ao!k, A 0) is a finite-dimensional vector space over k , say 

has isolated non-smooth points only. Let d = dimkDl(Aolk, A 0) and choose 

pj : J/~ ~ A 0 (J = i, 2 ..... d) which form a k-basis of DI(A01k , AO) . Now 

choose Pjk E A[X 1 ..... x n] such that Pj(fi ) = Pji (m°d-m4~ + J) where m_4 \ is 

the maximal ideal of A . We then consider 

d 
where Gj = Fj - 

i--i 

R = A[Et I ..... td]] 

B = R[x I ..... Xn]/(G 1 ..... %) 

tiPji and Fj is a polynomial with coefficients in A 

gotten from f. by lifting the coefficients from k to A ° Since 
J 

R[Xl, .... Xn] is R-flat and G 1 ..... G r modulo ~R (which becomes fl ..... fr ) 

is a regular sequence in k ~ R[Xl,...,x n] , it follows that B is R-flat, and 

k ~ B = A 0 . Furthermore, 

HOmA_alg(R, k[c]) ~ DI(AoLk, AO) = [~c(A0)(k[¢])] 

is bijective by our construction of B . Therefore, if we set 

1 1 0  
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Spf(S) = 1Am Spec(R/m_ v÷l ~ B )  

V 

then (R, Spf(B)) is an object in "~pec(A0) and the functor _h E *~Bpec(A0 ) 

induced by (R, Spf(B)) is smooth by 1.6, since R is a formal power-series 

ring over A . In other words, (R, Spf(B)) is a formal versal object of 

~-~pec(A0) 

then 

A 0 = 

We note, by 4.10(b), that if we set 

s = R[[x 1 . . . . .  XnB/(~ 1 . . . . .  %) 

(R, Spf(B)) is a formal versal deformation of 

k[[X I ..... X]]/(f I ..... %) 

spec(%) where 

Remark 4.15. Let X 0 be a k-scheme of finite type with isolated non-smooth points 

only, and let (R, ~) be a formal versal deformation of X 0 . The above construc- 

tion shows that if X 0 is affine and locally a complete-intersection, then 

is a formalization of an R-scheme of finite type. This fact can easily be genera- 

lized to the case when X 0 is not necessarily affine but ~(X0, ~0 ) = 0 

Remark 4.16. The ~lobal theory of the relative cotangent complex (the latter 

theory being reduced to the truncated complex of length 1 , which is sufficient 

however for many purposes of deformation theory) allows to generalize and simpli- 

fy certain results, such as 4.10. Namely let S be a scheme, SO c S' c S two 

subschemes of S defined by ideals J OI such that JI = 0 , X' a scheme 
X~S 0 

flat over S' L. L the relative cotangent complex of X 0 over S O , 

which is an element of the derived category D(Xo, ~X ) . We consider the category 

F of all flat schemes X over S which extend X'/S' , i.e. together with an 

S'-isomorphism X ~ S' ~ X' . Then 

(a) For an object X' 

isomorphic to ExtO(x0; L.,Ix0 ) 

as a module on S O , on XO) 

of F , the group of automorphisms is canonically 

(where IX0 is the inverse image of I , viewed 
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(b) The set of isomorphism classes of objects of F is empty or a 

torsor (= a principal homogeneous space) under the group Extl(Xo~ L.,Ix) @ 

v 

(c) One can define a canonical element c E Ext2(~; L.,Ix~ ) whose 
k ~  

vanishing is necessary and sufficient for F to be non empty. 

In order to study the Exti(Xo; L.,Ix ) , it is often convenient to 
v 

write 

Exti(X0;L.,IXo ) = Hi(Xo , RHqm(L.,IXo)) • 

and to notice that the complex RHom(L.,Ix0) has as cohomology sheaves the 

i 
sheaves D~o(IX )~ introduced in § 3. For i = 0, l, 2, these sheaves may be 

viewed respectively as the sheaf of automorphisms of any object X of F 

(understood: automorphisms inducing the identity on X') , the sheaf of indeter- 

minacy of isomorphism classes of local solutions to the flat deformation problem, 

and the sheaf of obstructions to the existence of local solutions. On the other 

hand, the standart spectral sequence gives us 

Ext*(X 0 L.,IXo) ~- E~ "q = HP(Xo, ~o(IXo ) ) 

which yields the well-known isomorphism 

 O<xo,O o%o> , 

and the exact sequence in low degrees 

0- HI(Xo,D~0)- Extl- HO(x0,D_~o)- ~(Xo,D~0)- Ext 2 

This shows in particular that if ~(X0,D~ O) = 0 , and if there exists any local 

flat deformation X of X'/S' , then there exists a flat global deformation which 

corresponds to given local deformations. More precisely and generally, for a given 

local deformations (i.e. a section of the "sheaf of isomorphism classes of local 

flat deformations" ), the argument 4.10 shows that the obstruction to finding a 

global flat deformation compatible with these is in 

a global flat deformation exists if H2(Xo, ~$0 ) = 0 

I12 

~a(×o" Do ~Xo) , hence such 

: this is essentially 4.10. 



- 82 - vl 

On the other hand, the spectral sequence shows that the Ext 2 

we have the relations 

1 
(*) H°(Xo ,~o )=o , Hi(X o,~o )=o 

The first relation is always satisfied if 

is zero whenever 

~(X O, D O ) = 0 
" ~X0 

X 0 is a relative complete intersection 

D 2 over S 0 (as then ~X O = 0 for any module M on X 0 ), the second is satisfied 

provided the support of D 1 ~X 0 is discrete, as is the case if X O is smooth over 

S O except on a discrete subset of X 0 over S O . When the previous three rela- 

tions (*) are all satisfied, then by (c) above, F is non empty, which generalizes 

4.12(b). 

More geometrically, and without using the global theory of the relative 

D i ), one can get cotangentcomplex (but only the globalizing of the functors ~X 0 

a simple geometric interpretation of the three successive obstructions to defor- 

mlng flatly X' to X , lying in the three left hand terms of (*). Namely by 

the local theory, the first obstruction c I in HO(Xo , D~ ) can be defined as 

the obstruction to finding local solutions, when this obstruction vanishes, the 

sheaf F of isomorphism classes of local solutions of the problem is (by the 

D 1 local theory) in a canonical way a torsor under ~X 0 , and the second obstruction 

lying in ~(Xo, D~O ) , is the obstruction to finding a section of this C 2 

torsor, i.e. of finding a "coherent system of isomorphism classes of local 

solutions" ; if this second obstruction also vanishes, then, choosing arbitrarily 

_ • c3 ~2 D O a section of F one ge%s, as noted above, an obstruction in .~ (X O, ~X0) 

to finding a global solution corresponding to the given system of (isomorphism 

classes of) local solutions. Using the fact that the section of F is determined 

"  (Xo" up to adding a section of 1 we get a map d : HO(x0 , ~X 0) ~ 

and a solution to the deformation problem exists if and only if c I = 0 , c 2 = 0 , 

and c 3 is zero as an element of Coker d (each c i being defined when the pre- 

vlous ones are zero). Of course, the groups H O(X O, ~O ) " }~ (X0" ~0 ) and 
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~0)/i m _0,2 _l,1 and ~,0 H2(X0 , d are Just the initial terms ~2 " ~2 " 

the spectral sequence above, d being the differential (up to sign ?) 

_0,i ~ _2,0 
d2 : ~2 ~2 " 

of 

5. Formal Jaeobian subschemes 

Let X 0 be a scheme of finite type over a field k , and let (R, Z) 

be a formal versal deformation of X 0 . Then • is not an ordinary scheme over 

but an R-adic formal scheme. The purpose of this section is to clarify "the 

non-smooth locus of Z over R m. 

We fistly recall the definition of Fitting ideals associated to a module 

of finite type: Let A be a commutative ring and E an A-module of finite type. 

Choose a ~resentation 

K~F~E*0 

where F is locally-free of constant rank n . We define 

IAP(E) = Im(n~ p K ® nT~P F* ~ A) for p = 0, I, 2 .... 

The ideals IAP(E) thus defined does not depend on the choice of a presentation 

and therefore are invariants of A-module E , called the Fitting ideals of 

A-module E . The following properties readily follow from the definition. 

5.1. (a) For any ring homomorphism A ~ B , the canonical map 

is an isomorphism for all P . In particular we have 

~'P_~ (S-iE) = S'IIAP(E) 
8~A 

for any multiplicative subset S in A 
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(b) 

x 6 Spec(A) 

(c) 

presentation 

where F ~A n 

F x 

We have I~(E) c I~(E) cI~(E) c .... and, for each point 

, I~(E) x = A x for all p ~ dim~(x)E(x) , where E(x) = ~(x) ~ E 

x £ Spec(A) - Supp A/I~(E) if and only if, for any (or for some) 

K ~ F * E ~ 0 

K x contains A~ -p which is isomorphic to a direct summand of J 

• In particular, we have that 

SuppA/I~(E) = Supp E 

(d) 

= z I~(E1) . I~(E 2) I~(EI ~ E2) p+q=r 

(e) If A is a noetherian adic ring, then 

where A = lim A and E = E a @ Av 
V V 

V 

In view of the property 5.1(a), our definition of Fitting ideals is readily 

globalized. Thus let X be any scheme, and E a quasi-coherent X-module of 

finite presentation. We then obtain a sequence of quasi-coherent ideal sheaves 

~(E) for p ~ 0 defined by 

r(u. i_~(~)) ~ i~(u, o)(r(~, ~)) 

for every affine open subset U c X 

Now let X ~ Y be a morphlsm of schemes. The relative }C~hler-differentials 

_Xiy(= !y) is a quasi-coherent X-module. If the morphism X ~ Y is of essential- 

ly finite presentation, then _~iy is a quasi-coherent X-module of finite presen- 

tation, and in turn we may consider the ideal sheaves I~(n_Xly) .. 

Definition 5.2. Let X ~ Y be a morphlsm of esseDtiallY fSnite presentation, 

0 , we define JP(xIY) to be the closed subscheme of X i~ Or each integer P A ' 
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qlefined by the ideal sheaf ]P(xIY ) = _IP(_f~XIy) , called the Jacobian subscheme s 

o__ff X over Y . For each point x E X , we set X x = Spec(Ox, x) . 

Theorem 5.3. Let X ~ Y be  a morphism of essentially finite presentatioD. Then 

(i) For any base chan~e Y~ Y' , the canonical map 

JP, (X' IY') ~ J~(XIY) ~ Y' is an isomorphism for all p where X' = X ~ Y' 

(2) For each point x 6 X , we have the canonical isomorphism 

p , J~ (x!Y) ~ J~(XiY)x 
x 

(3) j0(XIY) DjI(xIY)DJ2x(XIY)~ . . . .  a n d  x ~ JP(xiY) for all 

of 

(4) X ~ J~(X!Y) if and only i f  there exists an open nei~hbQurhoD~ U 

x which admits a closed immersion into a Y-scheme U' such that U' i~s 

smooth over Y at x' an__dd dimx,U'f(x) = p where x' is the image of x under 

U - ~ U  T 

(5) ~*I p (Y * q I_~ ~ x2(~ ~ x21Y) : z l=~ ~tY) ~ 2 (x21Y) 
p+q=r  

where Wi : ~ ~ X2 ~Xi is th9 projection. 

Proof: 

* ~X' is an isomorphism where P : X ~ Y' ~ X fact that P ~Xiy iy , 

Jection. (2) also follows from 5.1(a) since ~X,x ~X ~XIY ~XxIY 

morphism (5) follows from 5.1(d) and the isomorphism 

(3) follows from 5.1(b) whereas (I) follows from 5.1(a) together with ~le 

is the pro- 

is an iso- 

(4) Assume the existence of a diagram 

U ~ i U' 

Y 
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where U' is smooth over 

dimK(x,)_~j, iy(X') : p and 

dim~(x)~ly(X) ~ p 

J (uLY) = J (xiY)iu 

Y at x' = l(x) and dlmx,Uf(x) = p . Then 

i~,iy ~I Y ~ 0 is exact, so that 

x Jxp(xlY) 

which implies that 

• this means that 

by 5.3(3). Since 

• Now assume conversely that 

The question being local, we may assume that X, Y are both affine, say 

X = Spec(B) , Y = Spec(A) . Choose a presentation over A 

0*J~p~B~O 

where P = A[x I ..... x n] . Then j/j2 ~ B ~ ~pl A ~ %i A ~ 0 is exact and 

B ~ Opi A is B-free of rank n , and therefore 

n ~ ~ p , 
IP(%I A) = Im(n~PJ/~ ~ (B ~ ~piA ) ~ B) . Therefore, x ~ Jx(XIZ) ~ there 

exists fl'" "fn-p in J such that [detllf(-~j) .. ](x) ~ 0 for some choice of n-p 

variables among x l, x2,...,x n there exists fl" f2''"'fn-p in J such that 

Spec(P/(fl,...,fn_p)) -* Spec(A) is smooth at x' where x' is the image of x 

under Spec(B) * Spec(P/(f I ..... fn_p)) . Thus it suffices to take 

U' = Spee(P/(f I ..... fn_p)) . 

The following is a generalization of the usual Jacobian criteria for 

relative situation. 

Theorem 5.4. Let X ~ Y be a morphism of essentially finite presentation. Assume 

that there exists a fixed integer n ~ 0 with either conditions: 

(I) f is flat and dlmxXf(x) = n for every point x E X . 

(2) f is a relative complete-lntersection with virtual dimension n 

(SGA6VIII 1.9) .  

Then x ~ ~x(XIY) if and only if f is smooth at x . 

Proof: We have, by 5.3(4) that x ~ ~x(XiY) if and only if there exists a 

diagram 
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U C i , > 

Y 

U' 

such that f' is smooth at x' and dimx,U'f(x) = n , where i is a closed 

immersion and x' = i(x) . Thus it suffices to show that either conditions (1) or 

(2) entails the isomorphism of i at the point x Set A =~f,f(x) " 

B' = 0U, x, , B = 0U, x and let 

0*I*B ' *B~0 

be exact. We must show that I = 0 . Assume (1). Since B is A-flat, 

o -. I/m_I -~ B ' / _ ~ '  -~ ~ / _ ~  -~ o 

is exact where m is the maximal ideal of A . By hypothesis, 
m 

dimxUf(x) = dimx,U~(x) so that dim B'/mB' = dim B/_mB . However 

regular local ring and therefore it entails that I/mI = 0 so that 

assume (2), and consider the exact sequence 

B ' / m B '  is a 

I = 0 . Now 

 /12g %'IA *%IA "° 

Since X is a relative complete-intersectlon over Y and U' * Y is smooth at 

x , it follows that d : I/I 2 ~ B ~, %,iA is injective at x and I/I 2 and 

B ~, ~,IA are both free at x . %'nerefore by the definition of virtuaAdimension 

of relative complete-lntersection we must have that 

n = dim~(x)%,iA(X') - dim~(x)I/I2(x) = n - dim~(x)I/I2(x) 

i.e., 1/12 = 0 i.e., I = 0 . 

Definition 5.5. Le__~t X ~ Y be a morphism of essentially finite presentation. 

In case when there exists a fixed integer n with the Property (1) o__r (2) i__nn 5.4, 
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we set ~x(XiY) =_I_x(XIY ) an__~d Jx(XIY) = ~(XIY ) . 

We can extend this notion to formal schemes in an obvious manner. 

Thus let ~ be a noetherian formal scheme and E a coherent ~-module. 

we can define the ideal sheaf I~(~) by setting Then 

!~(~)(u) : i~u)(~(u)) 

for every affine open U c X . If I= l~m X v , then _E = l~m_vE where 
V V 

E = E $ O_ and it follows from the fact that • is noetherian that 
--V 

V V 

Now let S be a noetherian formal scheme and ~ an S-adic formal scheme 

of essentially finite type. Let ~ be the ideal sheaf defining the closed immer- 

sion A : ~ ~ ~ ~ • (= the fibre-product in the category of formal schemes) i.e., 

is exact. We define _~iS = ~/I~ . Since • is an S-adic formal scheme of 

essentially finite type, it follows that ~ = l~m X v where X v = • ~ S v , and 
V 

hence ~IS ~li~-mv ~Xv ISV is a coherent ~module. We note that for any formal 

S-scheme S' of finite type, we have a canonical isomorphism 

s' Is -%' 

Definition 5.6. Let s be a noetherian formal scheme and • a__nnS-adic formal 

scheme of essentially finite type. We define the ideal sheaf I_j~(~S) by 

and we set J~(~IS) the formal closed subscheme of • defined ~ I~(~IS) . 

Since GZIS = <-fl-nlim ~nlS n we have 
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i~(ZIS) = lira IXP (XnlSn) 
n n 

n n 

~(x) is an S-adic formal scheme of essentially finite type and we have 

a commutative diagram 

i(~) 
• (~) ............. > 

We note that if x is an isolated point of • , then i(x ) , i(~) are both 

isomorphisms to the connected component of • containing the point x 

In particular, if I~I = [x l_ . . . . .  x m] is a finite discrete space, then 

we have a canonical identification • = ]~ ~(xi) (disjoint union). 
l~ i s m 

Corollary 5.7. Le___~t S be a noetherian formal scheme~ and Z an S-adic formal 

scheme of essentially finite type. We then have 

(1) J~(ZIS) commutes with base chanse i.e., 

where • = • ~ S' 

(2) 

with tb~t of 

isomorphism 

The connected components of J~(~IS) is in bijeetive oorrespondence 

J~o(XoISo) . For each point x 6 IJ~o(XOISo) I we have a canonical 

P IS) In particular if 

IJ o(XolSo) l = {xl . . . . .  

is discrete~ then 

IL JP 
i~ i~ • ~(xi)(~(xi )b) 

(disjoint union). 
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S-scheme of 

S be the formal 

(3) Let S be an ordinary noetherian scheme and X a_~n 

essentially finite type. Given a closed subscheme S O c S , let 

completion of S alo ~ S O . 

If we set 

X = X ~ S =$he formal completion of X alon~ X 0 = X ~ S O , then 

JP(xIS)x = JP(xIs) ~ ~ = the formal completion of JP(xIs ) along J~o(XOISo) 

(4) If there exists a fixed inteser n ~ 0 with the property 5.4(1) o__r 

(2) for X~ ~ S%; for all ~; , then x ~ ~(]£IS) if and only if ]6 is formally 

smooth over S at x 

Proof: (1) follows from _~, IS, -~ 0 ~-S _uS, ~]tl S whereas (2) follows from 

Is • 

(3) JP(xIs) l~m JP~v(X~Sv ISv) l~m p ' = ^ : , : Jx(XiS)~v J~(xls)~s . 

X v v 

(4) Since • is an S-adic formal scheme, ]C -* S is formally smooth at 

x~%*% isformanys~oothat x for all ~ ~ ~X(X~IS~) for all 

Remark 5.8. Let • be an S-adic formal scheme of essentially finite type. Given 

a point x 6 • we also consider the S-adic formal scheme ~I,(~,~, = I~ Spec$~,x) 
"~v V 

We thus have the natural morphlsms ]CtC~A) -* ~tx~ ) ~ • . Now ~ is in general 
~o -- rE 

not essentially finite type over S(y) where y = the image of x under ]~ ~ S 

For simplicity, let us set Av = vOX "x " Rv = ~Sv'Y . Now the natural map 

_~ ~c~. 
QAvlR v .Av.iRv induces an isomorphism [~AvlR v -* QAvlR v , and therefore 

l~ OAv IR v ~ livm IR v where A stands for the separable completion of a 

module with respect to the topology induced from the ring. Therefore if we define 

3) IS = lim/~O'~ --~Xv,X uA$ viO , then n]£(5~) iS is a coherent ]£(~)-module. Thus if 
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we set JP~(~)(~(~) IS) to be the formal c3osed subscheme of ~(~) defined by the 

ideal sheaf I p I p ~(~)(~(~) IS) = ~(~)(n~(~)IS ) , then we have 

We note that if x is an isolated point of J~(~IS) , then 

To consider the "image" of J~(~IS) under the morphism ~ & S , one 

may simply take the formal subscheme of S defined by the ideal sheaves 

Ker(~ ~ O~/I~(~IS)) . However, it is more convenient for our purpose to use the 

Fitting ideal again. 

Definition 5.9. Let S be a noetherian formal scheme and f : • ~ S an S-adio 

formal scheme of essentially finite type. Assume that J~(~IS) is proper over S 

SO that f. 0j ( iS ) is a coherent O_043-module. We then define the ideal sheaf 

~(~Is) = I0(%0 ) 

and set JP(~IS) to be the closed formal subscheme of S defined by the ideal 

sheaf g(~IS) . In ease when there exists a fixed integer n having the pro- 

perry (1) o__r (e) inn 5.4 for X v -~S v for all v , we set 

Corollary 5.10. I~.t S be a noetherian formal scheme and ~£ f~ S a__nn S-adic 

formal scheme, essentially of finite type such that J~(~£1S) is proper over 

Then 

(l~ iJ~(~Is) l -- t~e Image of l~(~Is>l under ~ : • ~ S 
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(2) JSP(]£1S) commute with base chan~e i.e., JP,([i'IS')= JP(~ilS)~ S' 

(3) If J~(]CIS ) = I I ~(i) (dlsjoint union), then 
! ~ i~ m 

-IT o = ~ --, I~(f,O ¢i)) . in particular if 
lg i~ m 

is discrete, then 

IJ o(XolSo) i : ..... 

lg i~ m 
-N- is) 
1 g i ~ m 

(4) Let S be an ordinary noetherian scheme and 

~ssentially finite type , Given a closed subscheme S O ~ S 

completion of S a!on5 s O 

along X 0 = X ~ S O , then 

J (xls) along J o(XOlSo) 

 oof: supp f -(xls)-J  : 

A 

. If we set X = X ~ S = the formal completion of 

JP(xIs ) = JP(xIs ) ~ S = the formal completion of 
S 

IJ ( ts)l 

X a_nn S-scheme of 
A 

, let S be the formal 

X 

by 5.1(o), and hence (i) follows. (2) and (4) 

are clear from 5.1(a), and (3) follows from 5.1(d), and the isomorphism 

JP~ )(~t~)~( ~ I S ) ~ JP(x)(~(x)~ IS) for an isolated point x in J~(]61S) 

Remark 5.11. Our definition of Jacobian ideal, adopted from the classical one 

over base field, commutes with base change and gives a smoothness criteria under 

a mild condition of 5.4. However one can define, probably in many different ways, 

a canonical subscheme whlc~ gives the non-smooth locus in a general setting. We 
i 

shall outline one here: Given an A-algebra B , define IBI A = |EI Ann Dl(B!A,E) 

where E runs through all B-modules of finite type. This ideal IBI A commutes 
i 

with localizations by 3.13(c), and therefore, given a morphism X f~> Y , 

we obtain the ideal sheaf ~XIY . If f is a morphism of essentially finite 

type, then f is smooth at x if and only if x $ Supp ~X/_q0XI ¥ by 3.13(a). 

This notion is in an obvious way carried over to adic formal schemes of essentially 
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finite type and thus it is equally suitable for deformation theory. 

6. Non-degenerate Quadratic sin~.ularities 

The objective in this section is to investigate the deformations of a 

k-scheme having non-degenerate quadratic singularities only. In view of 4.13, it 

becomes purely a local problem in an appropriate situation. 

We go back to the notations of §4. Thus 

local ring with the residue field k , and --CA 

artinian A-algebras with the same residue field 

A is a fixed complete noetherian 

stands for the category of local 

k 

Let X be a k-scheme of finite type, and let x be a closed point of 

X . We recall that the point x is said to be a non-degenerate quadratic singu- 

larity rational over k if OX, x -- k [[x I ..... Xn]~(f) with 

(~f/~x I ..... ~f/~Xn) = (x I ..... x n) . One can always assume f to be a quadratic 

form. Indeed we have 

L e m m a  6 . 1 .  ~-__A f e k[[x I . . . . .  x]] . I_! ( ~ f / ~ l  . . . . .  ~ f / ~ x  n) = M 

r ! then one can find x I ,...,x n with x i = x i' (nod b~) such that 

f = q(x I' ..... Xn') where q is a q~dratic form. 

(= (x I ..... ~)), 

Proof: We do this by a successive approximation. Write f = f2 

is a quadratic form and h 3 E r~ . Since (~f/~l ..... ~f/~n ) = M 

CI(1) ..... gn (I) in ~ such that Z ~i (I) ~f/Bx i ~ h 3 (mod M 4) 

Xi(1) = X i - ci(1) , then f(xl(1) ..... Xn(1) ) = 

f(x I ..... Xn) - ~ ¢i (I) ~f/~x i + ... ~ f2(xl ..... Xn) (mod M 4) i.e., 

f(xl(1) x (I)~ ~ f2(xl," + h 4 with h 4 6 M 4 "'''' n ' "''Xn) . Now 

(~fl~x(1) (1) 
..... ~f/~ ) = (~fl~x I ..... ~fl~) = M 

+h 3 where f2 

, there exists 

. if we set 

a n d  t h e r e f o r e  we  c a n  c h o o s e  
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¢1 (2) .,en (2) in ~ such tha~ Z g. (2) ~/~x (1) m h 4 (rood ~) Then 
~.o I U " 

f(xl(1) ~I(2) ,Xn(1) (2)) = f(xl(l ) .,Xn(1) ) - Z Ci(2)~f/~xi(1)+ 

m f2(xl ..... x n) (mod ~) . Continuing this process we can find 

¢i (I), ci(2), ¢i (3),... (i = 1,2, .... n) with ci(v) 6 M v+l such that if we set 

xi(V) = X i - (¢i (I) + ... + ei(v) ) then f(xl(v) ..... xn(V)) ~ f2(xl ..... x n) 

(mod M v+3) . Thus if we set c i = ~ ci(v) then f(y~-c ! ..... Xn-¢ n) = 
V 

= f2(Xl ..... Xn) i.e., f(x I ..... Xn) = f2(xl+¢l ..... Xn+en) . 

Lemma 6 .2 .  L e t  A 0 be a local k-algebra, essentially of finite type such that 

A o = ~E[x I ..... Xn]~(f) 

(R, Z) be a formal versal where f is a non-desenerate quadratic form, and let 

deformation of X 0 = Spec(Ao) . Then 

(I) J~(~IR) ~ JR(~IR) ~ Spec(A) are both isomorphisms. 

(2) J~(~IR) iS a principal ideal in R ~enerated by a free formal 

generator of R over A i.e. IR(~IR) = (t) and R = ~[t]] 

(3) ~ ~ Spec(A) is formally smooth. 

A 

Proof: We set I = Spf(A) . By 4.10(b), (R, Spf(A)) is a formal versal defor- 

mation of x o = SpeoCAol where A o = A 

Now A 0 -~ k [ [ x  I . . . . .  X n 3 ~ ( f  ) and ( ~ f / ~ x  I . . . . .  8 f /~Xn)  = (x I . . . . .  x n) i n  

kF[x 17 
, .,Xn~ . It follows readily that IMp, (k[¢])] -~ k and, by 4.14, we get 

x0 

R -~ ~ [ t ] ]  and A -~ R [ [ x  I . . . . .  X n ] ] / ( F  - t )  

where F is a quadratic polynomial in A[x I ..... x n] ( C R [ [ ~  ..... Xn]] ) 

obtained from f by lifting the coefficients to A . Now 

^ df ^ ^ ~ ~i "~ 0 0 ~ A Adx I G ... bD Adx n R 
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A ~ A 

is exact where df : A ~ Adx I G ... 6 Adx n is given by 

1 ~ (Bf/~Xl)dX 1 + ... + (Sf/~xn)dX n , and therefore 

I~(AIR) = (5F/Bx I ..... BF/~Xn) = (x I ..... Xn) , and hence 

A l i a ( A I R )  = A I ( x  1 . . . . .  Xn) = R [ [ x  I . . . . .  X n ] ~ ( x  I . . . . .  Xn,F - t )  = A 

i.e., the canonical map A ~ A/I~(AIR) is an isomorphism. It follows that 

~ A/IA(AIR) is an isomorphism, and consequently A ~R/IR(AIR) is also an 

isomorphism. This proves (1) and (2). On the other hand, (3) follows from 

: R [ [ x  I . . . . .  X n ] ~ ( F  - t )  = £ [ t , x  I . . . . .  X n ] ] / ( F  - t )  = £ [ x  I . . . . .  X n ] ]  as 

A-algebras. 

Corollary 6.3. Let X 0 be a k-scheme of finite type, and let x in X 0 be a 

non-de6enerate quadratic sinsularity razion~l over k 

(1) ~t (R, ~) , (R, ~) be any two deformation# of X 0 where 

R 6 ob(~A) . Assu~e that k = k 2 . ~en . . . .  ~(~) ~ ~!(~) as R-adic formal schemes if 

and only if IR(Z(x ) IR) = IR(~(x) IR) 

(2) ~t R E ob(~A) ~e a regular local ring, and let (R, ~) be a 

deformation of X 0 . Then 0~, x is a resular local tin 5 if and only if 

IR(Z(x) IR) ~ 2  i .e. ,  if and only ~f IR(Z(x) IR ) is a regular divisor in 

Spf(R) 

Proof: Let (R0, Z) be a formal versal deformation of Spec(Ox0, x) . Since x 

in X 0 is a non-degenerate quadratic singularity rational over k , we may 

assume that R0= ~[t]] and Z=Spf(Ro[[X 1 ..... Xn]]/(F - t)) as in 6.2. 

(I) (R, ~(~)) , (R, ~(~)) are deformations of Spec(~x0, x) , and there- 

fore they are induced from (RO, Z) by continuous local A-algebra maps 

~, ~ : R 0 ~R respectively, i.e., if we set a = ~(t) , b = @(t) , then 

S ~ n • (~) = pf(RL[X l ..... Xn]J(R - a)) 

~(~) = Spf(n[[X I ..... Xn]P(F - b)) 

as R-adie formal schemes. Assume that IR(~(x) IR) = IR(~(x)!R) i.e., 

126 



- 96 - Vi 

a = ab for some unit u in R . Since k = k 2 and 

2 v2b u = v for some unit v in R , i.e., a = 

, so that X i ~ vX i establishes an R-algebra isomor- 

since F is a qua- 

(a) = (b) in R . Then R 

is complete, we can write 

Then (F - b) = (v% - a) 

phism R[[X l ..... xn]]/(~ - a) ~ R[[X I ..... x]]/(~ - b) 

dratic form. The other direction is trivial. 

(2) There exists a continuous local A-algebra map ~ : R 0 = A[[t~ ~ R 

such that ~(~) =Spf(R[[~ ..... X0~/(F - ~(t))) . We note that 

IR(%(x)[R) = IR(~(~)IR) = (~(t)) , and that R[[X 1 ..... Xn~/(F - ~(t)) = ~%,x 

is regular if and only if ~,x is regular. Now R is regular and hence 

R[[X 1 ..... Xn~ is also a regular local ring. Thus if we set M to be the maximal 

ideal of R[[X ! ..... Xn~] , then R[[X 1 ..... Xn~/(F - 9(t)) is regular if and 

2 
only if F - ~(t) is not in M 2 , i.e. if and only if ~(t) ~R , i.e., if 

and only if IR(~(x) IR) ~R 2 . 

Theorem 6.~. .Le.t X 0 

points only~ and let 

{Z I, •.. ,Z m ] 

and all z i' 

(1) 

rln 5 over A 

(2) 

be a k-scheme of finitet~pewith isolated non-smooth 

(R, I) be a formal versal deformation of X 0 . Denote by 

the set of non-smooth points in X 0 . Assume that H2(Xo , ~Xo)D O = 0 

s are non-degenerate ~uadratic singularit~ rational over k . Then 

R %s formally smooth over A i.e., R is a formal power-series 

J~(~{R) : l_]_ J~ IR) 
l~i~ (z i) (~(zi) 

J3£ (~(zi) IR ) N JR(]£(zi) IR) is an isomorphism; 
(z i) 

(3) IR(~(zi) IR) is a principal ideal and in turn so is 

(disjoint union), and 

IR(~IR) = Ig -~-ig m IR(]6(zi)IR) . Furthermore if we set IR(~(zi)IR) 

tl,...,t m can be extended to a system of free formal generators of 

(as formal power-series rin~ over A ). 

(4) ]6 -~ Spec(A) is smooth, i.e. J]L(]~IA) = ~ . 

= (ti) , then 

R over A 
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where 

(5) If X 0 is a complete irreducible curve, then dim ~ 0 

g = d i ~  Hl(x o, OXo) a~___d a = d i ~  HO(Xo , D O =Xo) 

= 3g - 3 + a 

Proof: (i) follows from (2) and (3): The first statement of (2) follows from 

5.7(2). Now let (R i, ~i ) be a formal versal deformation of Spee(~Xo,zi) . 
A 

Since (R, ~(~i)) is a deformation of Spec(~x ) , there exists a continuous 
o'Zi 

local A-algebra maps @i = Ri * R with a cartesian diagram 

~]~i) . . . . . . . . . . .  > I 
Spf(R) > Spf(Ri) 

SPf(~ i )  

Therefore we l~ave 

j~ (X(zi)IR) = IR ) z j~i(~ilRi) X Spf(R) (zi) J~(~i)(~(~i ) Spf(Ri) 

JR(~(zi) IR) = JR(]C(2i ) IR) --~ JRi(~ i IRi ) × Spf(R) 
Spr (R i ) 

Since J1~(]~iIRi) ~ JRi(~ilRi) is an isomorphism by 6.2(1), we have that the 

canonical morphism J~ (~(zi)IR) ~JR(~(zi)]R) is an isomorphism. Now 
(z i ) 

IRi(BilR i ) = A " , = (u i) = (u i) with R i [[uiJ] by 6.2(2) and therefore 

I R ( ~ ( z i ) l  R) = I R ( ~ ( ~ i ) l  R) = ( t  i )  

where t i = @i(ui) , and therefore IR(ZIR ) = n IR(~(zi)!R ) = ( 
1 ~ i~ m 

Now ~k 0 ~0,(91) × . . .  X~ko,(gm) is smooth by and therefore 

R1 ~A "'" @ARm ~ R is formally smooth by 4.13, which implies that 

extended to a system of free formal generators of R over A 

n 
t i ) 

i=l 

tl,...,t m i s  
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(~) 

smooth since 

~i * Spec (A) 

formally smooth. Consequently 

The projection morphism ~(~i) ~ ~i ×Spf(R i) Spf(R) ~ ~i is formally 

Spf(~ i) 
Spf(R) Spf(Ri) is formally smooth. On the other hand, 

is formally smooth by 6.2(3) and therefore ~(~i) ~ Spec(A) is 

~ Spec(A) is formally smooth since [Zl, .... z m] 

iS the set of non-smooth points of X 0 

(5) Since R is formally smooth over A and 

o ~ ÷ ( x  o, _~° o) ~ E%(~[~.:):  ~ ~°(~ o, %)~1 ~ o  

is exact by 4.4 and 4.11, we have 

÷(Xo  Oo)+  °(Xo ) 
= dim k #(X0, Z00) + m 

Then it suffices to show that 

i.e., X(D 0 ) = 3 - 3g + m 
0 

where we set X(~_) = di% ~0(X o. ~_) - di% #(X o, _~) for any coherent X0-module 

E . Since ~(DXo) does not change when one replaces the base field k by its 

algebraic closure, we may assume that k is algebraically closed. Set A = Ox0,z , 

where z is a non-smooth point of X 0 , and let A' be its normalization. 

By hypothesis, we have A -~ k[Ex,y]~/(f) where f is a non-degenerate quadratic 

form. Since k is algebraically closed, we may assume that f = xy , i.e., 

A ~ kLLx,yj~a/(xy) . From this we conclude immediately that •(A'/A) = 1 and 

Derk(A, ~A ) = Derk(A, A) . Let C be the conductor of A in A' . Since A 

is a complete-intersection we must have that ~(A/C) = ~,(A'/A) = 1 so that 

C = ~A , We thus obtain that A' = {a' E K I a'~A C~A] where K is the fraction 

field of A . We now claim that Derk(A, A) CDerk(A', A') as A-modules contained 

in Derk(K, K) . Indeed, let X ~ Derk(A, A) . Then for any a' E A' and 
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x E~A we have xa' E~A so that X(xa') E~A and a'X(x) E~A since 

Derk(A , m~) = Derk(A, A) . Consequently X(xa') = a'X(x) + xX(a') entails that 

xX(a') E~A for all x E~A , and therefore X(a') E A' . Furthermore, the 

exact sequence 

O ~ Derk(A, A) ~ Derk(A' , A') ~ A'/~AA' ~ 0 

entails the exact sequence 

0 ~ Derk(A, A) ~Derk(A' , A') ~ A'/C ~ O 

Therefore if we set X~ to be the normalization of X O 

D O ~D~ O ~X 0 ~ O x~/C ~ 0 

• then 

is exact. Since X 0 is locally a complete-lntersection, we have 

~(0x~/C) = 2~(Ox~/Ox0) = 2m , whereas X(~) = 3 - 3(g-m) by Riemann-Roch 

theorem. Consequently 

x(DO0 )_X0 = X(~x~O ~ _ ~(~x~/C)_ = 3 - 3(g-m) - 2m = 3 - 3g + m 

This completes our proof. 

Remark 6.5. In the formula 6.4(5), the number a = H0(Xo , ~n) can be easily 

computed in terms of Riemann-Roeh theorem. Thus 

a -- 

I 0 if g~2 

I if g=l 

3 if g = 0 

Finally we add a remark on characteristic 2. If the characteristic of the 

base field k is 2 , there is no non-degenerate quadratic form on n variables 

if n is odd. In other words there does not exist a non-degenerate quadratic 

singularity of even dimension if char k = 2 . In this case one may consider a 

quadratic form of maximum non-degeneracy: 

130 



- i00- VI 

Definition 6.6. Let X b%a k-scheme of finite ty_pe. A closed ~gint z E X i{s 

called an ordinar~quadratle sing_~ari_t~ratio_nalpver k if the followir~holds: 

(i) If either char k ~ 2 o~r char k = 2 and dim OX, z is odd, then 

a is a no n-de6enerate quadra~i_~_csin~_ul_~i} ~ rationa ! over k 

(ll) If char k = ~ and dim OX, z is even, then 

® ~-k[[Xo, ~ ..... X2n]]/(f) with k Ox, z ........ 

f = X~O + XIX ~ + X3X 4 + ... + X2n_iX2n 

where k is the algebraic closure of k . 

Lemma 6.7. Le__~t k be a field of characteristic 2 and set 

A o = k[[x o, x i ..... x~]]l(f) where 

2 
f : x o + ~ + ~x 4 + ... ÷ x2~_Ix~ , 

and let (R, ~) be a formal versal deformation of X 0 = Spec(Ao) . Then 

R = A[[t, tl]] , where t, t I are free formal ~enerators of R over A 

that IR(~IR) = (t 2) , and ~ ~ Spec(A) is formally smooth. 

, such 

Proof: We set ~ = Spf(A) . Since 

( f " . . . . .  ) . . . . .  ) 

i t  fonows that DZ(Aob, A o) ---- k[XOP'(Xo 2) and therefore [ ~ 0 ( ~ [ ~ ) ~  i s  
2 - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  s p a e e  o v e r  k . F u r t h e r m o r e ,  i t  f o l l o w s  f r o m  ~ . 1 4  t h a t  

R = K i t ,  t z ] ]  a n d  A = R [ [ X o ,  X 1 . . . . .  X m ] ~ ( F )  

w h e r e  F = f + t 1 + tX  0 . Now t h e  e x a c t  s e q u e n c e  

O ~ A  ~ > A d X o 6 . . . ¢ A d X ~ n A b ~ O  

where 

dF=l~ 
Og i~gn 

~f  
~X. dXi + dXo 

I 
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entails that 

2 
IA(AIR) = (t, Xl, x 2 ..... X2n ) = (x 0 + tl, t, x I ..... X2n) 

so that 

A/IA(AIR) ~ A/(~O + t l, t, x I ..... X2n) -~ ~[t l, XO]]/(X ~ - t l) . 

Since A[[tl, XO]]/(~ 0 - tl) -~ R/(t) ~ R/(t) as R-modules, it follows that 

IR(AIR ) = (t 2) , which proves our first assertion. On the other hand, 

A -~ A[[t, tl, x O, x I ..... XRn]]/(Xo 2 + ~X 2 + ... + X2n_lX2n + tX 0 + t l) 

= ~[t, x o, x I ..... X2n]] 

and therefore A is formally smooth over A 

The above statement 6.7 yields a similar result as 6.4, proof of which we 

leave to the readers. 

Corollary 6.8. Le__tt X 0 be a k-scheme of finite type with isolated non-smoot h 

D o points only such t~t HP(X0 , ~_X0 ) = 0 , and let (R, I) be a formal versal 

deformation of X 0 . Denote by [z I ..... z m] the set of non-smooth points in 

X 0 , and assume that char k = 2 , dim X 0 is even~ and all zi's are ordinary 

~uadratlc slnsularities. Then 

(1) R is formally smooth over A 

(2) h(~(zi)IR) is a prinoi~l ideal and in turn so is 

(fIR) = l@l ~ m IR(l(zi) IR) . Furthermore, IR(l(zi)IR) = (t~) an___dd 

t I, ... , t m can be extended to a system of free formal 5enerators of R over 

A 

(3) I ~ Spec(A) Is formally smooth 

(4) I_f k is alsebraically closed and X O is a complete irreducible 

.curve, then dim ~--~O = 3g - 3 + a where g = dimk~(X O, %) and 

a : dim/(  o, 
O 
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SGA 7 

EXPOSE Vll 

BIEXTENSIONS D E FAISCEAUX DE GROUPES 

par A. Grothendieck 

O. Introduction 

La notion de biextenslon a ~t~ introduite par D. MUMFORD [6], dans 

le contexte des groupes formels, pour exprimer de fa~on corm~ode les relations 

entre les groupes formels associ4s ~ un schema ab41ien et le sch4ma ab41ien 

dual. Dans le pr4sent expos4, nous falsons une 4tude syst4matique de cette 

notion dans le contexte g~n~ral des faisceaux en groupes sur un site donn4, 

et montrons notanunent que cette notion s'ins~re de fagon remarquablement 

t 
simple dans le formalisme cohomologique classlque des ® et RIIom (3.6.4 et 

3.6.5). Dans l'expos4 sulvant, nous expliclterons les cas partlculiers les 

plus int~ressants, et notanunent le cas des biextenslons de sch4mas en groupes 

par le groupe multiplicatif G (en travaillant avec des sites tels que le 

site zariskien, ou le site fpqc, ou quelque site interm~diaire) ; on verra 

en particulier que si Aet B sont deux schemas ab~liens sur un seh4ma S, 

les biextensions de (A,B) par G ont une interpr4tation remarquable cormne 
--m 

~tant, essentiellement, les cl~siques correspondances divisorielles sur A,B . 

Ainsi se trouve explicit4 de fagon fort corm~ode la signification cohomolo- 

gique de la notion de correspondance divisorielle (implicite d~j~ dans le 

th~or~me de dualit~ de Tare des vari4t4s ab41iennes sur des corps p-adiques). 

Cette interpretation des correspondances divisorielles est 4galement cormmode 

pour "suivre" le destln d'une telle correspondance~ quand on falt "d4g~n~rer" 
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Aet B (suppos4s d~flnis sur le corps des fractions d'un anneau de valuation 

discrete) ~ l'aide de la th4orie de N4ron :les r~sultats de VIII nous 

montreront qu'on trouve par exemple une biextension du couple des compo- 

santes neutres des modules de N~ron, d'o~ une biextension des fibres sp~cia- 

les connexes des modules de N4ron, jouant le rSle d'une sp4eialiaation de 

la correspondance divisorielle de d4part. Ces r~sultats seront utilis4s 

dans IX, en eonjonetion avec le th~or~me de monodromie (I 3) , pour prouver 

eertains r4sultats sur les modules de N4ron des vari~t4s ab~liennes (le 

plus important ~tant le "th~or~me de r~duction semi-stable" pour le module 

de N4ron). 

Dans tout ce qui suit, on travaille (sauf mention expresse du 

contraire) dans un U-topos fix4, not4 ~, i.e. (SGA 4 IV) ~ est une cat4gorle 

~quivalente ~ la cat~gorie des faisceaux sur un U-site eonvenable (qu'on 

peut prendre, si on veut, 4gal ~ ~ , munl de sa topologie canonique). On 

identifiera souvent, dans la terminologie, les objets de ~ avec les faisceaux 

(d'ensembles) sur ~. Les Groupes, extensions de Groupes etc. dont il s'agira 

seront tous relatifs ~ ce topos ~. 

i. Compl~ments sur les extensions de Groupes 

i.I. Soient Pet G deux Groupes de _T, et 

i j> 
(I.I.I) I ~ G----> E P -> i 

une extension de P par G ; donc E est un Groupe, j : E ----> Pest un ~pimor- 

phisme de Groupes, et i induit un isomorphisme de G avec Ker j. Nous allons 

r~interpr~ter la donn~e d'une telle extension en termes diff4rents, qui nous 

seront commodes dana la d4finition et l'~tude des blextensions. 
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1.1.2. Tout d'abord, l'homomorphisme i permet de faire op~rer G de deux 

fa~ons sur E, ~ gauche et ~ droite, en posant 

gXg' = i(g)Xi(g') 

pour g,g' E G(S), x E E(S) (Sun objet quelconque de ~). Si on consid~re E 

grace ~ j cormme un objet "au-dessus de P" i.e. con~e un objet du topos induit 

E/p , alors il revient au m6me de dire que le groupe induit Gp = G×P par G 

dans ~/p op~re sur E ~ gauche et ~ droite. De plus, il est bien connu que 

l'une et l'autre operation fait de E un torseur (~ gauche resp. ~ droite) 

sur P, de groupe Gp , et que l'on obtient m6me, plus pr~cis~ment, un 

bitorseur sous (Gp, Gp). Rappelons [2] que cela signifie que E est un torseur 

droite E d par l'action droite de Gp , et que l'action gauche induit un 

isomorphisme de Gp avec le Groupe des automorphismes de E d (= faisceau en 

groupes des automorphismes de E qui con~nutent ~ l'action drolte de Gp sur E). 

Cette condition est ~quivalente ~ la condition sym~trique, savoir que l'action 

gauche de Gp sur E fair de E un torseur ~ gauche Es, et que l'action droite 

induit un isomorphisme du Groupe oppos~ Gp ° de Gp avec le Groupe des auto- 

morphismes de E s. 

1.1.2.1. Lorsque ~ est le "topos ponctuel" i.e. est la cat~gorie des ensem- 

bles (~quivalente ~ la cat~gorie des faisceaux sur l'espace topologique 

ponctuel), donc que Pet G sont des groupes ordinaires, alors la donn~e 

d'un bitorseur E sous (Gp,Gp) ~quivaut manifestement ~ la donn~e, pour 

tout p E P, d'un bitorseur E sous (G,G) (savoir la fibre de E en p). Une 
P 

interpretation analogue peut-~tre donn~e dans le cas g~n~ral, par la remar- 

que que la donn~e d'un hitorseur E sous (Gp, Gp) ~quivaut ~ la donn~e, pour 

tout "point" p E P(S) (Sun objet quelconque de ~), d'un bltorseur E sous 
P 
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le couple de Groupes (Gs,G S) sur S, de fa~on que la formation de Ep soit 

"compatible avec les changements de base pour tout morphlsme S' --~ S " ; 

i.e. sip' : S' ~ Pest le morphisme compos~, on suppose donn4 de plus 

un isomorphlsme de bitorseurs de P , avec l'image inverse de P par S' --> S, 
P P 

- ces isomorphismes 4tant soumis ~ la condition habituelle de transitivit4 

pour le cas d'un eompos~ de deux morphlsmes S" --> S' > S. Quand on expli- 

cite cet ~nonc4 en langage canonique (SGA 1VI ), il se r4dult ~ la tau- 

tologle suivante : la donn~e d'un bitorseur sous le couple de Groupes (Gp, Gp) 

sur P ~quivaut ~ une section eart4slenne, sur la cat4gorie ~/p , de la cat4- 

gorle fibr4e des bitorseurs de groupe (Gs,G S) sur une base variable S £ ob ~/p ; 

plus pr~cis~ment encore, le foncteur "valeur en P" indult une ~quivalence 

de la cat4gorie des sections cart4siennes en question, avec la cat~gorie 

des bitorseurs sous (Gp,Gp). Cet 4none4 r~sulte bien entendu trlvlalement 

du fait que Pest objet final de la eat4gorle base ~/p de notre eat4gorie 

fibr~e ; done pour toute cat4gorie fibr~e sur ~/p le foncteur "valeur en S" 

est une 4quivalence entre la cat~gorle des sections cart~siennes de ladite 

cat4gorie fibr4e, et la cat~gorle fibre en P. N4anmoins, malgr4 la nature 

tautologlque, cette interpr~tatlon nous sera utile pour exprlmer certaines 

compatlbilit4s dans un langage proche du cas "ensembllste", en utilisant 

des points ~ valeurs dans un objet S au lleu des points ordinaires. 

1.1.3. La structure de bitorseur 1.1.2 sous (Gp, Gp) sur E, en termes de 

la structure d'extension (i.i.I), n'utilisait qu'une partle de la structure 

multipllcative de E, savoir la multiplication de couples de "points" dont 

l'un au molns provlent d'un point de G (via i). Nous allons malntenant 

interpreter la structure multiplicative de E comme une structure suppl~men- 
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taire sur le bltorseur envisage. Pour ceci, consid4rons d'abord deux sec- 

tions p, p' de P, d'o~, avec les notations de 1.1.2.1 , deux bltorseurs 

Ep , Ep, sous (G,G), savoir les images inverses dans E desdites sections 

p,p' : e .... > P (NB e d4signe l'objet final de ~). Ii est trivial alors 

que la multiplication de E Induit un morphlsme d'obJets de 

: Pp x Pp, > Ppp, 

qui satisfalt, en termes des structures gauches et droites des trois bltor- 

seurs en jeu (et en prenant con~ae d~habitude des points ~ valeurs dans un 

objet S E ob T arbltralre) 
m 

(1.1.3.0) ( ~ ( g x , x ' )  = g ~(x,x ')  , ~(x ,x 'g ' )  = ~(X,x')g'  

L ~(xg,x') = ~(x,gx') 

(g,g' E G(S), x E Pp(S), x' E Pp,(S)). La trolsi~me de ces relations s'in- 

terpr~te, en termes du produit fibr~ contract~ [2] 

G 
Pp x Pp, 

en disant que le morphlsme ~ se factorise en 

G ~0p, p, 
XPp, ) P xP , i P Pp p P PP ' 

oO la premiere fl~che est le morphisme canonique de passage au quotient. 

D'autre part, les deux premieres relations signifient que le morphisme 

G 
(1.1.3.1) ~Pm p, : P x Pp, ~ P 

P PP ' 

qu'on vlent d'obtenir est un homomorphlsme de bitorseurs, compte tenu de 

la structure de bitorseur sur le premier membre pour laquelle les operations 
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gauches (resp. droites) de G proviennent des op4rations gauches (resp. 

(resp. sur le deuxi~me facteur P ,). droites) de G sur le premier facteur Pp P 

Notons que (con~ne tout homomorphisme de bitorseurs sous un couple de Groupes 

donnE) l'homomorphisme ~p,p, est nEcessairement un isomorphisme. 

La definition de l'isomorphisme prEcEdent (1.1.3.1) s'~tend 

aussitSt au cas o~ p,p', au lieu d'etre des sections de P, sont des points 

de P ~ valeurs dans un objet quelconque S de ~ : il suffit d'appliquer ce 

qui precede au topos induit ~/S et g l'extension de Groupes sur S d~duite 

de (I.i.i) par ehangement de base . On constate alors que la formation des 

isomorphismes ~p,p, prEcEdents est "compatible avec tout changement de base" 

S' • > S (i.e. correspond ~ un homomorphisme de sections cartEsiennes de 

la cat~gorie fibrEe qu'on pense sur la cat~gorie ~/p×p des doubles fl~ches 

p,p' : S ----~P de but P). La donn~e du syst~me des ~p,p, satisfaisant cette 

condition revient encore, bien entendu, ~ la donn4e de ~p,p, dans le cas 

"universel", correspondant au cas oh S=P×P et o~ p,p' sont respectivement 

les deux projections pr i (i=1,2) de P×P dans P. II s'Interpr~te alors comme 

un isomorphisme de bitorseurs sous (Gpxp, Gp×p): 

: pr~(m) pr~(E) ~ ~ r~(E) , ( 1 . 1 . 3 . 2 )  

oh 

: P×P > P 

est le morphisme d'objets de ~ d4finissant la structure multiplicative du 

Groupe P. C'est cependant sous la forme des donn4es (1.1.3.1) que les pro- 

pri~tEs de compatibilitE qui vont suivre s'Enoncent le plus commodEment, 

en ~vitant le recours ~ des diagrammes moins proches de llintuition. 
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1.1.4. En ~crivant les relations (I.I.3.O), qui nous ont permis d'exprimer 

la loi de composition donn~e sur E en termes d'isomorphismes de bitorseurs 

(1.1.3.1), on a utilis~ l'associativit~ de cette loi de composition seu- 

lement dans le cas du produit de trois "points" de E dont un au moins pro- 

vient d'un point de G. Si on veut exprimer l'associativit~ compl~te en 

termes des ~p,p, , on est amen~ ~ ~crire, pour trois points p,p',p" de P 

(~ valeurs dans un objet S de ~), que le diagramm~ suivant est commutatif : 

Epp, Ep. 

~pp, p ,Aid ~ ~ p , ,  

(1.1.4.1) EpEp ,Ep,, / Epp ,p,, 

E PEP ,p,, 

Dans ce diagramme, nous avons ~crit le produit contract~ de bitorseurs sans 
G S 

signes x , ~tant entendu que la multiplication contract~de deux bitorseurs 

Q.R se fait en utilisant (pour le passage au quotient dans Q×R) l'op~ration 

du groupe structural G ~ droite sur Q et ~ gauche sur R. On sait par ailleurs 

que cette op4ration de produit contract~ estassociative ~ un isomorphismecanonique 

pras [2], et nous faisons l'identification (EpEp,)Ep,, --~ Ep(Ep,Ep,,), en 

4crivant simplement les deux membres cormne EpEp,Ep,,. Les conventions 4vi- 

dentes de cette nature seront utilis4es dans la suite de cet expos4, sans 

8tre express4ment signal4es ~ chaque fois. 

1.1.4.2. De m~me que la donn4e des isomorphismes ~p,p, (1.1.3.1) se famine 

au cas "universel" S=PXP, p=Prl, p' = pr 2 envisag4 dans (1.1.3.2), de mame 
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pour la v4rification des conditions d'associativit~ (1.1.4.1), on peut 

encore se borner au cas "universel" off S=PXP×P, p=Prl,p'=Pr2,P"=pr 3 ° Nous 

laissons au lecteur le soin d'4crire le diagran~ne en question avec les 

notations de son choix. 

1.1.5. R4ciproquement, les Groupes Pet G de ~ 4rant suppos4s donn4s, sup- 

posons donn~ de plus un bitorseur 

(1.1.5.1) j : E > P 

sous (Gp,Gp) (NB les deux actions de Gp sur E, ou ce qui revient au m~me, 

de G sur P, sont sous-entendues dans les notations), et d'autre part un 

syst~me d'isomorphismes de bitorseurs sur une base S variable 

> E , (p,p' E P(S)), (1.1.5.2) ~p,p, : EpEp, PP 

compatibles avec changement de base S' > S ; en d'autres termes, un iso- 

morphisme de bitorseurs (1.1.3.2). Supposons que les diagrammes correspon- 

dants (1.1.4.1) sont commutatifs. Je dis qu'il existe sur E une unique 

structure d'extension de P par G, telle que les donn4es pr4¢#dentes se 

d4duisent de cette structure par les constructions de 1.1.2 e_~t 1.1.3. 

Notons d'abo~d que lorsqu'on prend darts (1.1.5.2) pour p,p' la 

section unit4 1 de P, on trouve un isomorphisme 

G 
(1.1.5.3) ~I,i : E1 < N E 1 x E 1 , 

d'o~, en prenant le produit contract4 (~ gauche, disons) des deux membres 

avec le bitorseur inverse El I de E 1 [2], un isomorphisme canonique 

(1.1.5.4) E 1 ~ ........ bitorseur unit~ sGd 

( = G operant sur lui-m~me par translations gauche et droite), compte tenu 
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de l'isomorphisme canonique 

Eli.El ---~ bitorseur unit4 sGd 

de ioc.cit (valable pour tout bitorseur). II revient au m~me de dire qu'on 

a une section i E de E 1 donc de E : 

(1.1.5.5) I E 6 F(E I) = Hom(e,E I) C F(E) 

(savoir l'image par (1.1.5.4) de la section marquee de sGd ), satisfaisant 

la relation 

g.l E = iE.g (g E G(S)) , 

et par construction cette section est caract4ris~e par la condition 

(1.1.5.6) ~I,I(IE,IE) = 1E 

D'autre part, la donn~e d'un morphisme de torseurs ~ (1.1.3.2) ~quivaut 

manifestement ~ is donn4e d'un morphisme 

(1.1.5.7) ~E : ExE - > E 

satisfaisant les conditions 

(1.1.5.8) j(xy) = j(x)j(y) 

, not6 aussi (x,y)i- > xy 

(x,y E E(S)) 

(i.e. jest compatible avec les structures multiplicatives gE resp. g sur E 

resp. P), et les trois relations (1.1.3.O) (en conmlen~ant de preference par 

la derni~re de celles-ci). Enfin, on d4finit un morphlsme d'obje~de 

i : G >E 

par la formule 

( 1 . 1 . 5 . 9 )  i(g) = g.l E = iE.g 
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(l'identit4 des deux derniers membres dans cette formule ayant d4jA ~t4 

not4 avec la construction de IE). Ceci pos4, je dis que la loi de multi- 

pl!cati°n ~E sur E fait de E un Groupe, admettant 1E cormne section unit4, 

que j : E --> P e_~t i : G--> E sont des homomorphismes de Groupes qui font 

du Groupe E une extension de P par G. 

En effet, l'associativit4 de la loi de composition de E n'est 

autre que la commutativit4 des diagrammes (1.1.4.1). La construction de ~E 

via les isomorphismes ~p,p, (1.1.3.1) montre d'autre part que pour tout 

x E E(S), les translations ~ gauche et ~ droite par x dans E(S) sont in- 

jectives. Conlne IEI E = 1E par (1.1.5.6), on en conclut aussitSt que 1E 

est une unit4 bilat~re de E. Nous laissons au lecteur la v4rification de 

l'existence d'un inverse d'un x E E(S) sur p E P(S), utilisant un isomor- 

phisme canonique d~duit de ~p,p-I : 

(I.i.5.10) P -i ~ (P)o 
p P 

Done E est bien un Groupe. On a d4j~ signal4 que jest compatible avec les 

lois de composition (1.1.5.8), et il enest de m~me de i, car on aura, 

pour g,g' 6 G(S) : 

i(g)i(g') = (g. IE)(g'.iE) = (g. IE.g' ) 1E (derni~re relation 

de (1.1.3.O)) = g. IE.g' (car 1E est unit~) ~ g.(IE.g') = g.(g'.l E) 

(1ol.5.9) = (gg').l E = i(gg'). 

Comme jest la projection structurale d'un torseur, c'est un ~pimorphisme 

d'objets de ~, il reste ~ voir que i induit un isomorphisme de G avec 

Ker j = El, ce qui est clair par la d4finition (1.1.5.9) et la construc- 

tion de 1E . 
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i.I.6. Nous admettrons que les raisonnements precedents prouvent que 

pour un topos fix4 ~, les constructions pr~c~dentes fournissent une ~qui- 

valence entre la cat~Borie des extensions de Groupes de T (i.i.i) (o~ P 

et G comme E sont supposes variables), et la cat~orle de s syst~mes 

(P,G,E,~), o_~ P e__~t G sont des Groupes de ~, E un bitorseur sous (Gp, Gp) 

sur P, enfin ~ un isomorphisme de bitorseurs (1.1.3.2) (ou si on pr4f~re, 

un syst~me d'isomorphismes de bitorseurs (1.1.3.1) compatibles aux change- 

ments de base), satisfaisant la condition d'associativit~ exprim4e p@r la 

conm~utativit~ du di@grarane (1.1.4.2) (ou si on pr~f~re, des diagrammes 

( 1 . 1 . 4 . 1 ) ) .  

Nous laissons au lecteur le soin de faire l'explicitstion ~vidente, 

en termes du dictionnaire pr4c~dent, de is notion d'image inverse (resp. 

directe) d'une extension (1.1.1) par un morphisme de Groupes 

P' > P (resp. G ---> G' ) , 

ou par oes deux op4rations simultan4ment. Nous lui laissons ~galement le 

soin d'expliciter une compatibillt4 de l'4qulvalence de eat~gorles pr4c~- 

dente avec le foncteur image inverse f* par un morphisme de topos 

f : T' > T ; 

pour ceei, il y a lieu d'utiliser la donn4e ~ sous la forme (1.1.3.2) (de 

pr4f4rence aux ~p,p, de (1.1.3.1)), qui d4finit alors une donn4e corres- 

pondante f*(~) sur le topos ~'. 

1.2. CaB commutatif. Dans toute la suite ~ partir de 1.4, nous ne nous 

int4resserons qu~aux extensions commutatives de Groupes. Nous supposerons 

done Pet G commutatifs, et nous proposons ici d'expliciter, en termes 
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de la description (P,G,E,~) d'une extension en termes de bitorseurs, le 

fait que E est un Groupe cormnutatif. Une premiere condition 4videmment 

n~cessaire (et qui exprime en fair eelle que i(G) soit un sous-Groupe 

central de E) est que les bitorseurs E (p 6 P(S)) soient des torseurs 
P 

ordinaires, i.e. que les op4rations gauches et droites de G sur P coSn- 
P 

cident. Ii revient 4videmment au m~me de dire que E sur Pest un torseur 

ordinaire sous Gp . (Ii sera done inutile dor~navant de parler de bitor- 

seurs, et on ne regardera plus que des torseurs ordinaires.) Cette condi- 

tion pr~liminaire 4tant suppos~e remplie, la condition de commutativit~ 

de E s~exprime alors par la co~utativit4 des diagrammes suivants (off 

p,p' 6 P(S)) : 

(1.2.1) 

Ep Ep, ~P'P' > Epp, 

sym I [id 

~p',p 
Ep,Ep > Ep,p 

o~ la premiere fl~che verticale est l'isomorphisme canonique de commuta- 

tivit~ (d~fini grgce au fait que G est maintenant con%mutatif ; on a de 

plus pp' = p'p puisque Pest commutatif). Cette condition est ~videmment 

~quivalente ~ la condition correspondante dans la situation universelle 

S=PxP, p=Prl, p' = Pr2, que nous nous dispensons de r44crire ici. 

1.3. Relations avec les torseurs ri~idifi~s ou biri~idifi~s 

1 3 i.O. Soient Pun objet de T muni d'une section ep, Gun Groupe de T 

E un torseur sous Gp . On appelle ri~idification de E (relativement ~ la 

section donn4e ep de P) une trivialisation du torseur E 1 = e~(E) sous G, 
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i.e. une section de ce torseur. La terminologie adopt~e est inspir~e par 

le cas o~ G est com~utatif et o~ l'on a 

(1.3.1.1) HOmpt(P, G) "~ (e) 

o~ le premier membre d4signe l'ensemble des morphismes transformant ep 

en la section unit4 e G de G, -relation qui ~quivaut au fait que l'homomor- 

phisme naturel F(G) > Hom(P,G), associant ~ une section g de G le mor- 

phisme constant P---> G de valeur g, est un isomorphisme : 

(1.3.1.2) F(G) ~ > Hom(P,G) 

On volt en effet imm4diatement que les relations ~quivalentes pr4c4dentes 

4quivalent encore ~ dire que tout automorphisme du torseur E qui respecte 

la rigidification donn4e est l'automorphisme identique (puisque les auto- 

morphismes en question correspondent pr4cis4ment aux ~14ments du premier 

membre de (1.3.1.I)) ; en partieulier, moyennant la condition (1.3.1.1), 

la cat4gorie des torseurs sous Gp rigidifi~s relativement ~ ep est "rigide". 

1.3.2. Soit de plus Q un objet de T muni d'une section eQ , et d4signons 

maintenant par E un torseur sous Gpx Q . Comme eQ d4finit une section epxQ/P 

de PXQ sur P, on peut consid~rer sur E les rigidifications ~ relativement 

cette section (en se plagant dans le topos induit ~/p), qui s'explicitent 

cormne les sections du torseur induit par E sur PXeQ. Echangeant le rSle de 

Pet Q, on peut consid4rer les rigidifications ~ sur E relatives ~ la 

section epxQ/Q de PxQ sur Q d~finie par ep. Deux telles rigidifications 

partielles sont dites compatibles si les sections ~ et ~ coincident sur 

epXeQ , i.e. d~finissent une m~me section du torseur El, 1 sous G, image 
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inverse de E par la section (ep, eQ) de PxQ. On appelle aussi birigidifi- 

cation du torseur E relativement au couple de sections (ep,eQ), un couple 

de deux rigidifications partielles compatibles. Si G est commutatif, on 

volt tout de suite que pour que le torseur E admette une birigidification 

(~,~), il faut et il suffit qu'il admette des rigidifications partielles 

et 6, et on peut trouver alors une birigidification dans laquelle 

(ou 6) est choisie ~ l'avance ; en effet, il suffit alors de corriger 

par le morphisme Q ..... > G compos~ Q---> e ~ G, o~ la deuxi~me fl~che 

est d4finie par la propri4t4 que ~eQ = (~ep)k. Toujours dans le cas com- 

mutatif, notons que si E,E' sont deux torseurs birigidifi~s sous Gp×Q, il 

revient au m~me de dire qu'ils sont isomorphes cormne GpxQ-tormeurs tout 

court, ou comme Gpx Q - torseurs birigidifi~s ; en d'autres termes, s'il 

existe un isomorphisme u : E >' E' de GpxQ-torscurs , on peut trouver un 

isomorphisme v : E --> E' de Gp×Q-torseurs qui respecte les birigidifica- 

tions. En effet, regardant l'~cart de u pour les birigidifications donn4es, 

on trouve des morphismes f:P---> Get g : Q > G tels que fep=geQ, soit 

a 6 G(e) ; il existe alors un morphisme PXQ > G dont les compos~s avec 

epxQ/P et ep×Q/Q soient respectivement f et g (savoir h(p,q) = f(p)g(q)a-l), 

et on peut prendre v = uh . 

1.3.3. La terminologie de 1.3.1 s'~tend aussit6t au cas o~ on a un bitor- 

seur E sous (Gp, Gp), ~tant entendu qu'une rigidification du bitorseur E 

dolt @tre un isomorphisme de ep(E) avec le bitorseur trivial sGd , i.e. 

est d~fini par une section e E de ep(E) qui est centrale , i.e. qui satisfait 

la condition g.e E = eE.g (g 6 G(S). On ~tend de m~me la terminologie des 
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birigidlfications au cas des bltorseurs. 

1.3.4. Revenons au cas oO on se donne deux Groupes Pet G et choislssons 

la section unit~ ep pour d~finir des rigidifications de bltorseurs sur P, 

et des birigidifications de bitorseurs sur P×P. On a des foncteurs naturels 

(1.3.4.1) EXT(P; G) i > BITORSRIG(P,G) 8 > BITORSBIRI~(P,P;G) , 

oO les trois expressions ~crites d4signent respectivement la cat~gorie des 

extensions de Groupes de P par G, la cat~gorle des bitorseurs sous (Gp,Gp) 

rigidifi~s pour ep, et la cat4gorie des bltorseurs sous (Gp×p, Gp×p) biri- 

gidifi~s pour (ep, ep). On d4finlt le foncteur i en assoclant ~ l'extension 

E de P par G le bitorseur eorrespondant sur P (1.1.6), rigidifi~ par la 

section unit~ de E. On d~finit le foncteur ~ par is formule 

(1.3.4.2) 6(E) = ~(E)pr~(E)-ipr~(E) -I , 

o~ ~ : PXP > Pest la lol de composition de P, pr Iet pr 2 sont les deux 

projections, on a une biri~idlfication canonique sur 8(E). En effet, la 

restriction de 5(E) ~ PXe est canoniquement isomorphe 
P 

id~(E)id~(E)-le~(E) -I, o~ e = Pr21nJl est le morphisme constant P > P 

de valeur ep , de sorte que grace ~ la rigidificatlon donn4e de E, on a 

un Isomorphisme eW(E) ~ bitorseur trivial, d'o~ un Isomorphisme de la 

restriction de 6(E) ~ PXep avee le bitorseur trivial. On d4finit de fagon 

sym4trique une rigldification partielle relativement ~ epXP, et on v~rifie 

trivialement que ces deux rigidifleations partlelles sont compatibles. 
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1.3.4.3. On observera que le compos4 6i des foncteurs 6 et i de (1.3.4.1) 

est canoniquement isomorphe au foncteur trivial, i.e. au foncteur constant 

de valeur la bitorseur birigldifi~ trivial sur PXP. En effet, pour route 

extension E de P par G, l'isomorphisme ~ de (1.1.3.2) d~finit ~videmment 

une trivlalisation de 6i(E) compatible avec sa birigidification canonique. 

Proposition 1.3.5. Soient Pet Q deux Groupes d e ~ . 

a) Supposons que t0ut morphisme de faisGeaux d'ensembles de 

P×P dans G qu iest trivial sur PXep et sur ep×P soit trivial. Alors le 

foncteur i de (1.3.4.1) est pleinement fld~le. En particulier, sur un 

bitorseur E sous (Gp,Gp), biridifi~ relativement ~ ep i.e. muni d'une 

section centrale e E de E 1 = e~(E), il y a au plus un # structure d'exten- 

sion de P par G, cgmpatible avec sa structure de bitorseur et admettant 

e E comme section unit~. 

b) Supposons de plus que tout morphism ~ de faisceaux d'ensembles 

d_~e P×PXP dans G qui est trivial sur les produits partiels PXP×ep , PXepXP 

e_!t epXPXP solt trivial Soit E un torseur sous Gp . Pour qu'il existe sur 

E une structure d'extension de P par G compatible avee sa structure , de 

bitorseur, i! ' faut et il suffit que le bitorseur sous (Gp×p,Gpx P) sous- 

jacent ~ 6(E) = rr~(E)pr~(E)-ipr~(E) -I soit trivial. Lorsqu'il enest ainsi , 

pour toute section centrale e E de EI=e~(E) , !.~. toute ri~idification de 

E relativement ~ ep, il existe une structure d'extension unique sur E, 

compatible avee sa structure de bitorseur et admettant e E conm~e section 

unit~, ~.~. E , consider4 eormme bitorseur riKidifi~ relativement ~ ep, es___~t 

dans l'ima~e e§sentielle de i . D'~utre part, il existe une et une seule 

trivialisation du bitorseur biri~idlfi~ 6(E). 
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En termes du diagran~e (1.3.4.1), on peut done dire que l'image 

essentlelle du foncteur pleinement fiddle i est "le noyau" du foncteur 6~ 

ou encore, de fa~on imag~e, que le diagramme (1.3.4.1) est une "suite 

exacte de categories ponctu~es", - et m~me de categories ~ structures 

de pseudo-groupes (dans la terminologie introduite dans 2.5.1 ci-dessous). 

D~montrons 1.3.5. a) Soient E,E' deux extensions de P par G, 

f : E ---> E' un morphisme des bitoraeurs rigidifi~s sous-jacents, montron~ 

que f est un morphisme d'extensions, ou ce qui revient manifestement au 

m~me, un morphisme de Groupes. Ii faut prouver que l'on a f(xy) = f(x)f(y), 

or (d~slgnant par j' : E' ...... > Ple morphisme structural du torseur E' sur P) 

on aura j'f(xy) = j'(f(x)f(y)), car les deux membres sont respeetivement 

~gaux ~ j(f(xy)) et ~ j(f(x)f(y)), qui sont ~gaux puisque jest multipli- 

catif. On a done 

o~ 

f(xy) = u(j(x),j(y))f(x)f(y) , 

u : PxP > G 

est un morphisme bien d~termin~. Faisant x=l puis y=l dans la relation pr~- 

c~dente, on trouve que l'on a (compte tenu de f(1)=l) 

u(p,l) = u(l,p) = I , 

i.e. u est trivial sur PXep et sur epXP, d'o~ il r~sulte par hypoth~se 

que u est trivial, done f(xy) = f(x)fCy), cqfd. 

b) La n~cessit~ de la condition envisag~e sur E pour qu'il 

admette une structure d'extension compatible avec sa structure de bitor- 

seur ~tant triviale (1.3.4.3), il reste ~ prouver sa suffisance pour 

prouver la premiere assertion de b). Or, utillsant une trivialisation 
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de 6(E), on en d~duit par image inverse par la section unit~ de P×P une 

trivialisation de E l = ep(E) (comparer 1.5.1), i.e. une rigidification de 

E relativement ~ ep . Supposons-la fixde. Une trivialisation donn~e ~0 de 

6(E) n'est pas n~cessairement compatible avec cette birigidification ; 

ces restrictions ~ P×ep et ~ epXP s'expriment, en termes des rigidifications 

partielles naturelles de 6(E), par des morphismes centraux 

f : P >G, g : P .>G ) 

ayant m~mesrestrictions ~ la section unitd de P : f(1) = g(1) = a ~ I ~ G . 

Alors le morphisme central 

h : PXP----> G , h(p,q) -- f(p)g(q)a -I 

a comme restrictions~ P×ep et ep×P les morphismes f et g. Par suite, corri- 

geant ~ par h (i.e. le rempla@ant par q0(p,q)h(p,q)-l), on trouve une tri- 

vialisation de 6(E) compatible avec sa birigidification. On notera d'ailleurs 

qu'une telle trivialisation est d~termin~e modulo un morphisme central 

PXP ~ G qui est trivial sur P×ep et sur ep×P, donc qui est trivial, donc 

cette ~0 est unique, ce qui est 18 derni~re assertion de 1.3.5 b). La d~mons- 

tratlon sera terminde si nous prouvons que cette cp, consid~r6e con~ne un 

isomorphisme de la forme (1.1.3.2), satisfait ~ la condition d'assocla- 

tivit~ (i.i.4.1), eompte tenu que l'on salt d~J~ par le choix de ~0 que e E 

eat une unit~ b~lat~re pour la loi de composition d~finie par Cp . Or, les 

deux compos~s dans (1.1.4.1) sont des isomorphismes de bitorseurs sous 

(Gp×px P , Gpxp×p) ,donc diffdrent par un morphisme central 

u : PXPXP > G , 

grace A la formule 

(xy)z = u(jx,jy,jz) x(yz) 
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Faisant dans cette formule successivement y=z=l, puis z=x~l, puis x~y=l, 

et utilisant le fair que 1 est unit4 bilat~re pour la loi de composition 

envisag4e, on trouve que u est trivial sur les trois morceaux PXep×ep , 

epXPXep , epXepXP~ ce qui impllque par hypoth~se qu'il est trivial, donc 

que (xy)z = x(yz), ce qui ach~ve la 4~monstration. 

Corollaire 1.3.6. Suyposons que tout morphism e de faisceaux d'ensembles 

PXG > G qui est trlvial sur PXe Get sur epXG soit trivial. Alors, s__~i G 

est eommutatif, G est central dans route extension de Groupes de P par G. 

S_~i Pest ~galement con~nutatif , e t si l'hypoth~se de 1.3.5 a) est v~rifi4e, 

@lors route extension de Groupes E d_.e_e P par G est cora~utative. 

Pour la premiere assertion, il faut prouver que l'op~ration de P 

sur G d~finie par l'extenslon G est trivlale. Or cette operation s'exprime 

par un morphisme u : PXG > G~ tel que les restrictions ~ PXe Get ~ epXG 

du morphisme correspondant (p,g) ~ > u(p,g)g -I sont ~videmment triviales, 

donc ce dernier morphisme est trivial i.e. on a u(p,g) = g, ce qu'on 

voulait ~tablir. Notons maintenant que si E est une extension de P par G, 

alors le Groupe oppos4 E O ~ E, qui est une extension de pO par G ° , a con~ne 

structure de bltorseur sous-jacente i(E °) celle d~duite du bitorseur i(E) 

en y 4changeant les op4rations gaucheset droites. Lorsque E est une exten- 

sion centrale, on a donc i(E)=i(E°), et si de plus Pest commutatif i.e. 

p=pO, on trouve par l'assertion d'unicit~ 1.3.5 a) que E=E ° i.e. que E 

est commutatlf. Cela 4tablit le corollaire. 
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1.3.7. Un cas particulier int@ressant o3 toutes les hypotheses envisag~es 

dans 1.3.5 et 1.3.6 sont satisfaites est celui o~ on a 

(1.3.7.1) ~pt(P,G) = e (faisceau final) 

oN le premier membre d@signe le faisceau des morphismes de faisceaux d'en- 

sembles ponctu~s de P dans G. Cette condition s'~crit encore, ind~pendam- 

ment des sections marquees, sous la forme (analogue ~ (1.3.1.2)) 

(1.3.7.2) g ~ Hom ns(P,G) 

o~ le deuxi~me membre d~signe le faisceau des morphismes pour les faisceaux 

d'ensembles sous-jacents ~ Pet G. Ces conditions signifient aussi que 

pour tout objet Q de ~, l'application u l~ > uopr 2 

(1.3.7.3) HOmens(Q,G ) N > HOmens(P×Q,G ) 

est bijeetive. On volt que cette propri~t~ de P (pour G fix~) est stable 

par produits cart~siens, donc en particulier qutelle implique la m~me 

propri~t~ pour les produits cart~siens PXP, P×PXP etc. Ii est irmn~diat 

d~s lors qu'elle implique les hypotheses faites dans 1.3.5 et dans 1.3.6 ; 

de plus, elle implique que les categories qui interviennent dans (1.3.4.1) 

sont toutes rigldes, i.e. que tout automorphisme d'un objet d'une de ces 

categories est l'Identit~. De plus, eomme la condition(l.3.7.1) sur P,G 

est stable par tout changement de base S ~> e, il s'ensuit aussitOt par 

descente, du r~sultat d'unicit~ 1.3.5 a), que pour qu'un bltorseur rigi- 

difi~ E sur P corresponde bien ~ une extension de P par G, il suffit qu'il 

en soit a~nsi localement sur e, ce qul (en vertu de 1.3.5 b)) s'exprime 

aussi par la nullit~ de la section 

E r Rlh~(Gpxp) ~(E) 
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d~finie par 6(E), o~ 

h : PXP > e 

est le morphisme structural. 

1.3.8. Soit p : P .> Sun morphisme de schemas, tel que p soit coherent 

(i.e. quasi-compact et quasi-s~par~) et plat, et tel qu'on Bit 

( 1 . 3 . 8 . 1 )  p~(Op) < ~ O_S 

Utilisant le fair que (grace ~ la coherence de p) la formation de p~(~p) 

commute ~ tout changement de base plat, on constate aussltOt que les 

conditions envisag~es sur le schema relatlf P/S sont stables par produits 

cart4siens, et sont v~rifi~es en particuller pour les puissances eart~sien- 

nes PXP, PXPXP, ... Ellessont 4galement stables par tout changement de 

base plat. 

Si maintenant G est un sch4ma affine sur S, il r~sulte aussitOt 

de (1.3.8.1) que la relation (1.3.7.2) est v~rifi4e, pulsque l'on a 

HOms(P,G) = HOmalg(A,p~(~p)) ~ HOmalg(A, O s) , si A est l'Alg~bre quasi- 

coh~rente sur S telle que G = Spec(A). D'apras ce qu'on vient de dire, 

la m~me conclusion s'applique aux produits PXP, PXPXP, et de mSme, si 

G est plat sur S, la m~me conclusion s'applique au schema relatif PG sur 

G vis-a-vis du schema relatif G G sur G. 

Loraque Pet G sont des schemas en groupes sur S, et qu'on 

travaille avec une topologie sur (Sch)/s moins fine que la topologie 

canonique, ce qui permet d'identifier Pet G ~ des faisceaux sur le site 

precedent, on volt que tout morphisme de P, PXP, P×P×P ... dans G, com- 

patible avec les sections marquees, est trivial ; de m~me si G est plat, 
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tout S=morphlsme P×G > G compatible avec les sections marquees est tri- 

vial, con~ne on volt en l'interpr~tant corm~e un G-morphisme de PG dans G G . 

Cela montre donc que l'on est sous les conditions d'applicatlon de 1.3.5, 

et ~galement de 1.3.6 lorsque G est plat. De plus, les trois categories 

intervenant dana (i~3.4.1) sont rigldes. 

1.3.8.2. Le cas le plus int~ressant o~ la condition (1.3.8.1) est v~rlfi4e, 

et reste v~rifi~e apr~s toute extension de la base, eat celui o~ Pest 

un schema ab~lien sur S ; on est donc m~me sous les conditions de 1.3.7. 

Dans ce cas, les conclusions de 3.5 et de 3.6 sont donc valables pour tout 

Groupe G afflne sur S. C'est le cas initlalement envisag~ par J.P. SERRE, 

dont les d~veloppements pr4c~dents sont vislblement inspires. Un cas 

int~ressant o0 (1.3.8.1) est v~rifi~ sans l'@tre universellement est celui 

o~ Pest le module de N~ron d'un schema ab411en sur le corps des fractions 

d'un anneau de valuation discrete de spectre S. 

1.4. Extensions d'un Groupe co~Icutatif libre 

Soit I un objet de T~ et prenons 

( 1 . 4 . 1 )  P = = [ I ]  , 

le ~-Module libre engendr~ par I (SGA 4 IV ii ). A route extension E de P 

par un~-Module donn~ G (NB il ne sera plus par la suite question que 

d'extensions commutatlves de groupes), aSsocions le torseur correspondant 

sous Gp, puls sa restriction ~ I par le morphlsme canonique 

I .... > e : r a i l ]  
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On trouve ainsi un foneteur canonique 

(1.4.2) EXT(P,G) > TORS(I,G I) 

Je dis que ce foncteur est une 4qpivalenee de cat4~ories. Ii revient 

~vidermaent au m@me de dire que pour tout G, les applications 

(1.4.3) Hom2zr(P,G) > H°(I,G I) = G(1) 

(1.4.4) Ext~P,G) > HI(I,GI ) 

sont des isomorphismes. En fait, plus g~n4ralement, lorsque A est un 

Anneau (pas n4eessairement commutatif) de ~ et P = A[I] le A-Module libre 

engendrd par I, on trouve des isomorphismes canonlques fonetoriels en 

le A-Module variable G 

(1.4.5) mxt~(A[l], G) ~ > Hi(I,GI ) , 

qui pour A=~et i=O,l coincident avec (1.4.3) et (1.4.4). Pour d4finir 

les isomorphismes (1.4.5), on se rappelle que le premier membre est le 

foncteur d~riv4 du foncteur G1 > HomA(A[I],G) , qui par d~finition de 

A[I] est isomorphe au foncteur G~ > G(1) = H°(I,GI ). Cormme G~--> G I 

transforme Modules injectifs en Modules injectifs de ~/I (SGA 4 V ), 

on en d~duit la conclusion voulue. On laisse au lecteur le soin de v4ri- 

fier la compatibilit4 annonc4e avec les homomorphismes (1.4.3) et (1.4.4). 

On notera que le foncteur 1.4.2 est compatible aux images inverses 

par un morphisme de topos 

f : T' > T 

155 



- 24 - VII 

2. La notion de biextension de faisceaux ab~liens 

2.0. Dans route la suite du present num~ro, P,Q,G d4signent des Groupes 

commutatifs du topos ~ . Nous aurons A utiliser fr~quemment le diagramme 

cart4sien 

P < .... p×Q 

(2. O.1) [ 

e < Q 

et  les  Groupes Gp (resp. GQ resp. Gp×Q) sur P (resp. Q, resp. PXQ) images 

inverses du Groupe G sure. On identifiera Gp×Q indiff6remment A l'image 

inverse (Gp)px Q de Gp par pr I ou (GQ)p×Q de GQ par pr 2 . Dans ces notations, 

les structures de Groupes de P,Q,P×Q n'interviennent pas. Nous n'aurons 

d'ailleurs partlquement j amais ~ utiliser la structure de groupe produit 

sur PxQ. Par contre, il nous sera utile de consid4rer sur P×Q la structure 

de P-Groupe image inverse de celle de Q sur e, 

(2.0.2) P×Q = Qp , 

et de m~me la structure de Q-Groupe image inverse de celle de P sur e, 

(2.0.3) PXQ = PQ 

Ainsi, sur P on aura h consid~rer les deux Groupes Gp et Qp , et sur Q 

les deux Groupes GQ et PQ . si E est un torseur sur PxQ de Groupe Gp×Q , 

il peut @tre envlsag~ indlff~remment cormme un torseur sur Qp de groupe 

Gpx Q = (Gp)Qp , ou comme un torseur sur PQ de groupe GpxQ=(GQ)pQ . Cela 

a done un sens de eonsid4rer sur E une structure d'extension (commutative) 

de Qp par Gp compatible avec sa structure de torseur, ou (sym6triquement) 
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une structure d'extenslon de PQ par GQ compatible avec sa structure de 

torseur. De plus, 1.6, appliqu6 aux topos induits T/p resp. T/Q, nous 

fournit une fa~on conanode dlexpliciter de telles structures. Utilisant 

les isomorphismes canoniques T/p×Q -~-~ (T/p)/pXQ et T/p×Q -~-~ (T/Q)/p×Q , 

on trouve les descriptions suivantes. Une structure d'extenslon de Qp par 

Gp sur le torseur E ~quivaut ~ la donn~e, pour tout ohjet S de T et des 

~14ments p,p' £ P(S), q 6 Q(S), d'un Isomorphisme de torseurs sous G S 

~'~>E (2.0.4) ~p,p,;q : Ep,q Ep,,q pp,,q , 

satisfaisant aux conditions qu'on va rappeler ; comme d'habitude~f. 1.1.2.1), 

pour tout point (p,q) E (PxQ)(S) = P(S)×Q(S), on d6signe par E le torseur 
P,q 

sous G S image inverse du torseur E sous Gp×Q par (p,q) : S ----> PXQ. Les 

conditions ~ imposer aux donn4es (2.0.4) sont la fonctorlalit6 en S 

(i.e. la compatibilit4 aux images inverses par des morphismes S' > S 

dans ~), l'associativit~ qui s'exprime par la commutativit~ des diagrammes 

de la forme (1.1.4.1) 

(2.0.5) E , E ,, 
COp,p;qAid / PP ,q P ,q 

E p,qEpt,qEp" q 

~ ;q 

Ep,qE ,p,, 
P ,q 

Epp, p,,, q 

%0p,p ,p,, ; q 

(off p,p',p" 6 P(S), q 6 Q(S)), enfin la commutativit4 qui s'exprime par 

la cormnutativit~ des diagrammes de la forme (1.2.1) 
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(2.0.6) sym 

~p,p';q _ 
Ep,qEp, q ~ Epp,,q 

id 

~p',p;q _ 
Ep, qEp,q Ep,p,q 

(00 p,p' E P(S), q 6 Q(S)). On explicite de m~me une structure d'extension 

de PQ par GQ sur E ~ l'aide d'isomorphismes de torseurs sous G S 

(2.0.7) ~p; q,q,: Ep,qEp,q, ~ > Epp,,q , 

pour p 6 P(S) et q,q' E Q(S), les ~ 4rant fonctoriels en S, et satisfai- 

sant les conditions d'associativit~ et de co~nutativit4 sym4triques de 

(2.0.5) et (2.0.6), s'exprimant par la con~nutativit4 des diagran~mes 

E 
P,qq 

,Aid ~ ~ P ; q ' q J  

(2.0.8) Ep,qEp,q,Ep,q, 

i d A ~ p ~  

,Ep,q,, 

p,qq'q" 

~ q "  
E E p,q p, q'q" 

(p E P(S), q,q',q" E Q(S)), 

Ep,qEp,q, 

(2.0.9) sym 1 

Ep,q,Ep,q 

(p E P(S), q,q' E Q(S)). 

~'p; q, q~ 
F Ep, qq, 

~P;q',q ~ Ep,qVq 
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D6finition 2.1. Soient P,Q,G des Groupes ab41iens de ~, E un torseur sous 

Gp×Q, muni de p!us d'une structure d'extension de Qp par Gp d4fini par 

des isomorphismes (2.0.4) (fonctoriels en S, soumls aux conditions e'ex- 

primant par la commutativit4 des dia~ran~nes (2.0.5) e t (2.0.6)), et d'une 

structure d'extension de PQ par GQ, d4fini ' par des isomorphi~s (2.0.7) 

(fonctoriels en S, soumis aux conditions exprim~es par. la comutativit~ 

des dia~rammes (2.0.8) e t (2.0.9)). On dit que les deux structures pr4 E 

c~dentes sont compatibles si pour tout objet S de T et pour 

p,p' E P(S), q,q' C Q(S), °~ a con~nutativit4 dans le diagramme 

(2.1.1)  

Ep, qqtEp',qq ' 

P ,q  P ,q P ,q  
p,qE ,E , E , , 

Ep,qEp,,qmp,q,mp,,q,~ ~ P P " q q '  

~ P , P '  ; qA~p,P'  ; q ' ~ ' ; q ' q '  

Epp,,qEpp,,q, 

oh la fl~che verticale est d4duite de l'IBomorphlsme de sym~trie 

Ep,q,Ep,,q ~ > Ep, qEp,q, . On appelle biextension de (P,Q) par Gun 

torseur E sous Gp×Q , muni d'une structure d'extension de Qp Rat Gp e t 

d'une structure d'extension de GQ par PQ, ces deux structures 4tant 

compatibles au sens pr6c4dent. 
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2.1.1. On peut dire encore qu'une structure de biextension sur le 

Gp×Q-torseur E est d~finie par deux lois de composition non partout d~fi- 

nl~(x,y) et ~(x,y) sur E, la premiere ~tant d~finie lorsque 

Pr2J(x) = Pr2j(y), la deuxi~me lorsque PrlJ(X) = Prlj(y) (o~ j : E --> PXQ 

estle morphisme structural du torseur). Les axiomes, en plus des amsocia- 

tivlt~s du type 

(2.1.1.1) ~(gx,y) = ~(x,gy) = g~(x,y) (x,y E E(S), g E G(S)) 

et des relations analogues en 4, s'exprimant alors par l'assoeiativit~ 

et la commutativlt~ de ces lois de compositions partielles, et par la 

relation 

(2.1.1.2) ~(~(x,y),~(z,t)) = ~(~(x,z),~(y,t)) 

pour x,y,z,t respectivement dans Ep,q(S),Ep,q,(S),Ep, q(S),Ep,q,(S). 

2.2. Sections unit~, Ii y a lieu de consid~rer la section unit~ de E, 

consid~r~ comme extension de Qp par Gp , 

(2.2.1) eE/P E r(E/P) = Homp(P,E) , 

et de fa~on sym~trique la section unit~ de E, consid~r~ conmne extension 

de PG par GQ , 

(2.2.2) eE/Q E F(E/Q) = HomQ(Q,E) 

En particulier, le torseur E au-dessus de PxQ (de Groupe Gpx Q) est canoni- 

quement trivialis~ au-dessus de ip×Q par eE/p, et au-dessus de P × IQ PaF 

eE/Q . De plus, ces trivialisations c0~ncident au-dessus de la section 

unit~ IpXIQ d_ee PXQ, et d~finissent donc une m@me section 
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(2.2.3) e E 6 F(E) , 

qu'on appelera par abus de langage la section unit~ (ou section neutre) 

de E. Pour prouver l'~galit4 annonc~e des deux sections e,e' de E d~duites 

respectivement de eE/P et eE/Q , on note qu'elles sont caraet4ris4es 

respeetlvement eomme les sections unlt4s dans l'image inverse Eip, iQdans 

E de la section unit~ de P×Q, pour les deux lois de compositions ~ et ~. 

Appliquant alors (2.1.1.2) pour les sections e,e',e',e de El, 1 , on trouve 

que des deux membres sont ~gaux respectlvement ~ e ete', d~o~ ene' cormne 

annonc~. On en eonclut ~e plus que les deux lols de comp0siti0n ~ e_.~t 

sur El, 1 sont identiques. En effet, il est imm4diat qu'ellescorrespondent 

la loi de Groupe de G par transport de structure, ~ l'aide des morphismes 

g k---> g.e et g~ > g.e' respectivement, done ellessont Identiques puisque e=e'. 

Notons ~galement que l'extension E de Qp par Gp sur la base P 

donne, par restriction au-dessus de la section ip de P, une structure 

d'extenslon de Q par G sur l'image inverse de IpXQ dans G. On constate 

aussltSt que l'homomorphisme eE/Q est un homomorphisme multiplicatif pour 

cette structure d'extension, qui est donc canoniquement sclnd4e. De fa~on 

sym~trique, l'extension de P par G obtenue par restriction de l'extension 

E de PQ par GQ sur Q au-dessus de Is section IQ de Q, est canoniquement 

scind~e par eE/P o 
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2.3. Morphismes de biextensions, Soient E une biextension de (P,Q) par G, 

et de m~me E' une biextension de (P',Q') par G', o6 P',Q',G' sont encore 

des Groupes con~nutatifs de ~. On appelle morphisme de biextensiona de E 

dans E' un syst~me (u,v,w,f), o6 

(2.3.1) u:P > P' , v:Q---> Q' , w:G ~ G' 

sont des morphismes de Groupes, et o6 

(2.3.2) f : E > E' 

eat un morphiame des faisceaux d'ensembles soua-Jacents ~ E,E', de~lle 

faqon que f soit ~ la fois un homomorphisme d'extensions de Groupes aur P 

resp. P' associ4 aux homomorphismes de Groupes relatifs 

u X v : Qp > Q~, , u x w : gp ----> G~, , 

et un homomorphisme d'extensions de Groupes sur Q resp. Q' aasoci~ aux 

homomorphismes de Groupes relatifs 

' v X w : G > G~ u × v : PQ ...... > PQ, , Q , 

On notera d'ailleurs que u,v,w aont connus par la seule connaissanee de f, 

car ~ partir de f on r~cup~re u X v par passage au quotient, donc aussi 

u et v par restriction ~ P × iQresp. ~ × Q, et on r~cup~re w par restric- 

tion de f h G.e E . Auasi il n'y apas d'inconv~nient ~ identifier le 

morphisme (u,v,w,f) ~ f. 

Moyennant la precaution habituelle de rajouter aux morphismes 

leur source et leur but (g~nuflexion canonique), on volt donc que les 

biextensiona du top9 ~ ~ sont les objets d'une c at4gorie dont lea objeta 

et les morphismes sont ceux d4finis en 2.1 et 2.3, et o6 la composition 
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des morphismes est d4flnie de fagon 4vidente. De plus, par 

(P,Q,G,E) ! > (P,Q,G) on obtient un foncteur ¢anonique 

(2.3.3) BIEXT(~) > GRAB(~)×GRAB(~)×GRAB(~) , 

o~ BIEXT(~) d~signe la cat~gorie des biextensions sur ~, et GRAB(~) celle 

des Groupes ab~liens sur T. Ii y a lieu d'ailleurs de d~composer le fonc- 

teur canonique precedent en deux, savoir E~ > (P,Q) : 

(2.3.4) 

etE~ >G : 

(2.3.5) 

BIEXT(~) ~ GRAB(T) X GRAB(T) 

BIEXT(T) > GRAB(~) 

2.4. La categoric BIEXT(P,Q,G) pour P,Q,G variables. Je dis que le foncteur 

canonique (2.3.4) en fibrant, et le foncteur 9anon!qug(2.3.5) est cofibrant. La 

premiere assertion signifie done notamment que pour une biextension E de 

(P,Q) par G, et pour des morphismes de Groupes ab~liens 

u : P' ~ > P , v : Q' > Q , 

on peut trouver une biextension E' de (P',Q') par G, et un morphisme de 

biextenslons 

f : E' > E 

compatible avec u,v, id G , qui jouisse de la propri4t~ universelle habituelle 

pour les morphismes de biextensions dans E compatibles avec u,v, id G . La 

seconde assertion s'explicite de m~me, et signifie notarm~ent que pour une 

biextension E de (P,G) par G, et un morphisme de Groupes ab~liens 

w : G > G' 
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il existe une biextenslon E' de (P,Q) par G',et un morphisme de blexten- 

sions 

g:E >E' 

compatible avec idp~idQ et w, qui joulsse de la propri~t~ universelle 

habituelle pour les morphlsmes de biextensions de E co~p~tlblcs avec 

Idp~idQ et w. Nous laissons au lecteur le soln d'expliciter les deux 

constructions dont nous affirmons ici l'existence, constructions qui se 

font ais~ment en paraphrasant simplement les constructions analogues bien 

connues dans le cas des extensions de Groupes ordinaires, 

Ainsi, d~signant, pour trois Croupes ab~liens P~Q,G de ~, par 

(2.4. I) BIEXT(P, Q;C) 

la cat~gorie des blextensions de (P,Q) par G, d~finie conxne la catdgorie- 

fibre de(2.3.3) en (P,Q,G) (donc en y prenant cormne morphismes les mor- 

phismes de biextensions qui sont compatibles avec les morphismes identiques 

de P,Q,G), on voit que cette cgtdgorie "d&pend de f a~on covariante de G, 

et de fa~on contravariante de P,Q". De plus, pour les variances pr&c4dentes, 

la cat~gorie BIEXT(p,Q;C) d~pend additivement de chacun des trois arguments 

P,Q,G. Explicitons la signification pr4cise de cette assertion, pour l'ar- 

gument G par exemple : 

a) BIEXT(P,Q;O) est ~quivalent ~ la catdgorie ponctuelle, et 

b) pour deux Groupes ab411ens G,G' de T, le foncteur 

(2.4.2) BIEXT(P,G;GXG') > BIEXT(p, Q; G) X BIEXT(p,Q;G') 

ddduit des deux projections G × G' > Get GXG' > G' est une ~uivalgnce 

de cat&gories. Dans le langage de [4], on dlt aussi que pour P,Q fixes, 

la catdgorie des biextensions de (P,Q) par des Groupes G variables est, 
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via le foncteur E F--> G induit par (2.3.5), une cat~orle eofibr~e additive 

sur la categoric GRAB(~). 

Remarque 2.4.3. Avec la terminologie de loc.cit., la cat4gorie cofibr4e 

pr4c4dente est d'ailleurs non seulement additive, mais m~me "exacte 

gauche" [4, 2.2]. Nous ne v4rlfierons pas Icl eette proprietY, que nous 

retrouverons plus bas (3.6) comme consequence de faits plus pr4cis. Signa- 

Ions seulement que la th4orie g4n4rale de loc. clt. nous permettralt alors 

d'expllciter la structure de eette cat4gorle eofibr~e en termes d'un com- 

plexe de cha~nes L. dans GRAB(T)(ne d4pendant que de Pet de Q), ~ 4qui- 

valence de cat4gories fibr~es pr~s. Nous trouverons 4galement plus bas une 

construction dlrecte de ce complexe L. con~ne 4tant le complexe P ® Q 

(produit tensoriel pris dans une categoric d4riv4e).. 

2.5. Structure de la cat~0rie BIEXT(P,Q;G) Les considerations g~n~rales 

formelles de [4, n ° I] permettent de tirer quelques consequences utiles 

du fait que les categories BIEXT(P,Q;G) d~pendent additivement de G. 

2.5.1. Tout d'abord, pour G fix~, la categoric BIEXT(P,Q;G)" est munie 

d'une structure de composition, permettant ~ deux biextensions E~E' de 

(P,Q) par G de faire correspondre fonctoriellement une biextension produit, 

notre E.E'. On peut consid~rer que cette construction ne fait que para- 

phraser la construction bien connue du prodult de deux extensions d'un 

Groupe commutatif par un autre ; on notera de plus qu'elle est bien com- 

patible avec cette derni~re notion, quand on interpr~te E et E', solent 

come des extensions de Croupes de Qp par Gp~ soit comme des extensions 

de Groupes de PQ par GQ. En particulier, EE' est, en rant que torseur 
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sous GpXQ, le produit des torseurs sous Cpx Q d4finis par E et E'. La for- 

mation de E.E' est de plus associative et commutative ~ isomorphismes 

*X canoniques pros, et la~i de composition envisag4e dans B~E T(P,Q;G) admet 

un "objet neutre bilat~re", appel4e la biextension triviale de (P~Q) par G. 

Celle-ei peut ~tre eonstruite (loc. cit.) comme la biextension d4duite de 

l'unique biextension (~ isomorphlsme pros) E O de (P,Q) par le G.roupe nulO, grN- 

ce ~ l'homomorphisrae O > G. On v~rifie aussit6t sur cette description 

que la biextension triviale E peut ~tre aussi d~crite comme le torseur 

trivial 

E = P×Q×G , 

ses deux structures de C-roupes sur P resp sur Q 4tant d4duites des struc- 

tures de Croupes produits de Q×G resp. de PXG par changement de base 

P----> e re~. Q > e. 

Enfin~ pour toute biextenslon E de (P,Q) par G, on peut d4finir 

la biextension inverse, notde E -I , munie d'un isomorphisme de EE -I avec 

la biextension triviale~ ce qui d~termine E -I h isomorphisme unique pros, 

et permet de d~finir la d4pendance fonctorielle par rapport h E. 

En somme, la cat4gorie BIEXT(P,Q:G) apparalt comme l'analogue 

d'un objet-groupe de la cat4gorie (Cat) des cat4gories~ ~ cela pros que les 

associativit~s, cotmnutativit~s, relations d'unit~ et d'inverses ne sont 

valables que modulo des isomorphismes donn~s pr~s. On pourra dire que 

cette cat4gorie est un pseudo-groupe (de la 2-cat4gorie (Cat)). 
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2.5.2. Pour P, Q, G fix4s, il r~sulte des propri4t~s pr4c4dentes les faits 

suivants. Pour route biextension E de (P,Q) par G, le monoTde des endomor- 

phismes de E est canoniquement isomorphe au monoYde des endomorphismes de 

la biextension triviale l, en associant ~ tout endomorphisme u de celle-ci 

l'endomorphisme u.ld E de ~.E ~ E . D'autre part, le monoTde des endomor- 

phismes de ! est un groupe con~nutatif, que nous noterons 

(2.5.2.1) Biext°(p,Q;G) ; 

sa loi de composition est aussi donn~epar (u,v) I ) u.v 6 End(!. l) ~ End(i). 

Enfin, la loi de composition E,E' I > EE' d~finit dans l'ensemble 

(2.5.2.2) Biextl(p,Q;G) 

des classes d'isomorphismesde biextensions de (P,Q) par G une loi de $roupe 

commutatif, l'inverse de la classe de E ~tant celle du bitorseur inverse E -I. 

2.5.3. Lorsqu'on se donne un homomorphisme de Groupes G > G', le foncteur 

correspondant 

(2.5.3.1) BIEX~P, Q;G) > BIEX~p, Q;G' ) 

est compatible avec les lois E.E' et E -I envisag~es dans 2.5.1, ~ des 

isomorphismes canoniques pr~s. II s'ensuit en particulier que les deux 

applications ~videntes 

(2.5.3.2) Biexti(p,Q;G) > Biexti(p,Q;G ') (i=O,l) 

sont des homomorphismes de ~roupes. De plus, si E est une biextension de 

(P,Q) par G, et E' la biextension correspondante de (P,Q) par G', l'homomor- 

phisme naturel 

(2.5.3.3) Hom(E,E) = Aut(E) > Hom(E',E') = Aut(E') 

n'est autre que (2.5.3.2) pour i = O. 
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2.5.4. On peut d'ailleurs expliciter ais4ment le groupe Biext°(P,Q;G). 

En effet, sl E est une biextension de (P,Q) par G, les automorphlsmes u 

de E sont d'abord des automorphismes du torseur sous Gpx Q sous-jacent ~ E, 

et ~ ce titre est donn4s par les morphismes 

u : PXQ > G , 
o 

par la formule 

u(x) = Uo(J(x) )x  

Ceci pos~, pour que u soit compatible avec la premiere (resp. la seconde) 

structure d'extension sur E, on volt tout de suite qu'il faut et il suffit 

que u ° soit additlf par rapport su second (resp. par rapport au premier) 

argument. Donc pour que u soit un automorphisme de la structure de biexten- 

soit bilin~aire II en r~sulte donc sion de E, il faut et il suffit que u ° 

une bijection canoniRue 

(2.5.4.1) Biext°(P,Q;G) -~-~ Hom(P~Q,G) 

On v~rifie facilement que celle-ci est ind~pendante de E, qu'elle respecte 

les structures de groupes, et qu'elle est fonctorlelle en G (pour la loi 

fonctorielle du premier membre explicit~ dans (2.5.3.2))° 

Nous d~terminerons plus basle groupe Biextl(p,Q;G), et trou- 

verons qu'il est canoniquement, et fonctoriellement en G, isomorphe 

Extl(p ® Q, c ) .  

2.6. Nous avons dans 2.5 fair varier uniquement G, en gardant Pet Q fixes. 

II convient maintenant de dire quelques mots concernant la variation de P,Q. 

Le fair essentiel, dont les autres d~couleront formellement~est que la 

variance contravariante de BIEXT(p,Q;G) en P,Q con~mute ~ sa variance cova- 

riante en G~ de sorte que les categories envisag~es peuvent ~tre consid~r~es 
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ccm~e les cat4gories fibres d'une cat4EoFie cofibr4e 

(2.6.1) BIEXT'(~) > GRAB(!)°XGRAB(~)°× GRAB(~) , 

oO les exposants o indiquent les cat4gorles oppos~es, (le foncteur struc- 

tural envisag~ ~tsnt E) > (P,Q,G)). Ace titre, la cat~gorie coflbr4e 

envisag4e est additive en chacun de ces trois arguments, ou encore, cormne 

nous dirons, elle est trl-additive. En paraphrasant des arguments standards 

que nous nous dlspensons de reproduire Ici, on en conclut que la structure 

de composition E.E' sur la eat~gorie fibre BIKET(P,P';G) peut se d~crire 

indiff~remment en utilisant la structure additive de l'un quelconque des 

trois arguments (i.e. les trois structures de pseudogroupe obtenues sont 

canoniquement isomorphes). II en r~sulte ~ son tour que les groupes ab~llens 

(2.6.2) Biexti(p,Q;G) , i=O,l , 

peuvent ~tre regard4es corc~e deux foncteurs tri-lin~aires en les arguments 

P)Q,G dans GRAB(I) °, GRAB(~) ° et GRAB(T), ou si on pr4f~re co~mm des 

foncteurs trilin~aires en P,Q,G variables dans GRAB(~), contravariants 

en P,Q, covarlants en G, ~ valeurs dans la cat~gorie GRAB des groupes 

ab~liens. On v~rlfie de plus que pour cette variance ainsi pr~cis4e) 

l'isomorphisme (2.5.4.1) est fonctoriel en P,Q et G, et non seulement en G. 

II en sera d'ailleurs de mSme plus bas pour la d~terminatlon de Biext I 

en termes d'un Ext I . 

2.7.Biextenslon sym6trique d'une blextension donn4e. Si E est une biextenJlon 

de (P,Q) par G, il y a lieu de d~finir la b iextension sym~trique SE de E, 

qui est une biextension de (Q,P) par G. Le faisceau d'ensembles sous-jacent 

SE est celui sous-jacent ~ E, les operations de G sur E et sur SE sont 

les mL~mes, le morphisme structural SE ----> PXQ est le compos4 du morphisme 

structural E > PXQ avec la sym~trle PxQ ..... > Q×P, enfin les structures 
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d"extensions gauehes et droites de SE sont respectivement les structures 

d'extension droite et gauche de E. II est 6vident que l'op4ration E t > SE 

est un automorphisme de la cat4gorie BIEXT(~) des biextensions, et en fait 

un automorphisme involutif : 

S(SE) = E 

Tout ~nonc4 concernant des bitorseurs E, ... permet de d~duire un ~nonc~ 

sym4trique, en appliquant l'~nonc4 donn4 h SE, .... On pourra l'appeler 

l'4nonc4 d~duit "en 4changeant la gauche et la droite". Bien entendu, 

on se contentera en g4n4ral d'expliciter un seul des deux 4nonc4s sym4- 

triques, en choisissant entre sa gauche et sa droite, en suivant par exem- 

pie ses pr~f4rences politiques. 

2.8. Chan~ement de topos. Localisation. Supposons donn~ un morphisme de 

topos 

f:T' >T 

Alors le foncteur "image inverse" f* transforme une biextension de (P,Q) 

par G en une biextensionf~E) de (f*(P),f*(Q)) par f*(G), con~ne chaque 

fois qu'on a une esp~ce de structure qui peut s'expliciter "en termes 

de limites projectives finies et de limites inductives quelconques". Pour 

montrer la compatibilit~ des deux structures d'extensions sur f*(E) 

d~duites de celles de E, on exprimera cette compatibilit~ par la cormnu- 

tativit~ du diagramme (2.1.1) dans le cas "universel", i.e. pour 

S=P×P×QXQ, p,p',q~q' ~tant les quatre projections de S sur ces quatre 

facteurs. Comme de juste, on obtiendra par E~ > f*(E) un foncteur cano- 

nique 

f* : BIEXT(~) > BIEXT(~') 
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Nous utiliserons par la suite sans autre mention que toutes les constructions 

que nous pourrons ~tre amen4s ~ effectuer au moyen de biextensions sont com- 

patibles aux images inverses par morphismes de topos. II en est en particu- 

lier ainsi des op4rations de produit EE' et de passage ~ l'inverse E -1, 

consid~r~es dans 2.5. 

On pourra prendre en particulier pour ~' un topos induit T/S , , 

et pour f le morphisme eanonique (dit "de localisation" (SGA 4 IV 5)) 

f = is' : ~/S' ~ ~ 

On appelle alors f*(E) la biextension induite par E sur S', et on la notera 

aussi, comme d'habitude, EIS' ou ES, . Cormue l'op~ration de restriction 

poss~de 4vidermnent les propri4t4s habituelles de transitivit¢, on en con- 

clut que les categories BIEXT(~/S) , pour un objet variable S de ~, forment 

les fibres d'une eat4gorie fibr4e sur ~ (SGA I VI 8). En fait, on v4rifie 

trivialement que cette cat4gorie est meme un cham P sur ~ au sens de Giraud 

[2], i.e. que "les morphismes et les objets des fibres de cette cat4gorie 

fibrCe peuvent se recoller". Par exemple, pour se donner une biextension 

isomorphisme canonique pros sur S, il suffit de se donner une famille 

couvrante (i.e. 4pimorphique) S. ~ > S, pour tout i E I une biextension 
i 

E i sur S.~ (i.e. dans ~/S ), pour tout couple (i,j) un isomorphisme de EiS" 
l 3 

avec EjS , ces isomorphismes 4rant soumis h la condition de cocycles habi- 
I 

tuelle. On appelera champ des biextensigns sur Tle champ qu'on vient de 

d4finir. Le foncteur (2.3.3), done aussi les foncteurs d4duits (2.3.4) et 

(2.3.5), lorsqu'on y remplace T par ~/S avec S variable, correspondent 

des morphismes de champs sur ~. De m~me les operations E.E' et E -I (2.5.1) 

dans les categories BIEXT(Ps,Qs;Gs) pour S variable, P,Q,G Ctant des Groupes 

commutatifs donn4s sur ~. 
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2.9. Relations avec les t0rseurs biri~idlfi~s 

Avec la terminologie de 1.3.2, nous avons vu dans 2.2 que pour 

toute biextension E de (P,Q) par G, la structure de torseur souS gpx Q 

sous-jacente ~ E eat canonlquement blrigldifi~e relatlvement au couple des 

sections unlt~s de Pet de Q. On trouve alnsi un foncteur canonlque 

(2.9.1) BIEXT(P,Q;G) ........... ~ TORSBIRIGCP,Q;G) , 

o~ le deuxi~me membre d~signe la cat4gorie des torseurs birlgidifi4s sur 

P×Q (sousGp×Q). 

Utilisant lea sections unit4s de Pet de Q, on trouve, pour tout 

produit de n objets iaomorphes ~ P ou Q, un morphisme canonique inJl du 

i.~me facteur dans ledit produit. Si on se donne un morphisme de ce pro- 

duit dana G, on pourra sinai parler de la restriction de ce morphlsme au 

i.~me faeteur. Ceci pea4, nous consid~rons lea produits 

~ P×Q _~PxQxQ,PxQxQxQ 
(2.9.2) )PXPXQ, PXPXpXQ 

LPxPxQxQ 

P[oppsition 2.9.3. Supposons ~ue tout morphisme d'un des prgdu,!ts (2.9.2) 

dsns G ~ui eat trivial sur chacun desfacteurs de ce prodult (plong4s dana 

ledit sr~ce aux sections unit4 cotm~e on vient de l'explique ~) soit trivial. 

Alors : 

a) Le foncteur c@nonique (2.9.1) eat pleinement fid~le, et les 

deux membres de 2.9.1 sont des cat4sories ri~ides. En particulier, s_~i E 

est un torseur sous Gpx Q b!ri~idifi~ pour (ep, eQ), il existe sur E au plus 

une structure de biextension compatible avec sa structure de torseur biri- 
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b) Pour qu'il existe une telle structure de biextension sur E, 

il faut et il suffit qu'il exist e sur E une structure d'extension de Qp 

par Gp compatible avee sa structure de torseur sous Gp, et qu'il existe 

sur E une structure d'extension de PQ par GQ compatible avee sa structure 

de torseur sous GQ (cf. 1.3.5 b)). Ii existe dana ce cas sur E une unique 

structure d'extension de Qp par Gp compatible a vec les structures de torseur 

soua Gp et la ri~idiflcation donn4e sur PxeQ, et une unIRue structure d'ex- 

tension de PQ Par GQ compatible avec la structure de tor seur sous GQ et la 

ri~idification donn4e sur epXQ, et ces deux structures d'extension sont 

compatibles (2.1). 

D4monstration. a) Si E est un torseur birigidifi4 sur P×Q, le groupe de 

ses automorphismes s'identifie au groupe des morphismes P×Q > G qui 

sont triviaux sur les deux facteurs partiels, donc d'apr~s l'hypoth~se 

appliqu4 au produit PxQ, c'est l'automorphisme identique. Cela prouve 

l'assertion de rigidit4. Pour montrer que sl E,E' sont des biextensions 

de (P,Q) par G, tout morphisme de bitorseurs birigidifi~s f : E ~ > E' 

est un morphisme de biextensions, il suffit d'appliquer 1.3.5 a) aux 

deux structures d'extension d4finies par E,E' sur P resp. sur Q (ce qui 

amine ~ utiliser l'hypoth~se pour les deux produits P×QxQ et PxP×Q de (2.9.2)). 

b) La n~cessit4 de la condition 4nonc4e sur le torseur birigi- 

difi~ E pour qu'il provienne d'une biextension ~tant claire, prouvons la 

suffisance. II r4sulte d'abord de 1.3.5 b) que la condition 4nonc4e im- 

pllque l'existence de structures d'extensions uniques de Qp par Gp et 

de PQ par Gp , compatibles avee la structure de torseur et les rigidifi- 

cations. (On utilise l'hypoth~se pour les produits PxQxQxQ et P×PxP×Q 
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dans (2.9.2)). Ii reste ~ prouver que ces deux structures d'extension sont 

compatibles, i.e. qu'on a corm~utativit~ dans le diagramme (2.1.1). Or 

les deux compos~s de ce diagramme sont des isomorphismes de torseurs sur 

P×P×Q×Q, donc ils different par un morphisme 

u : PxPxQxQ > G 

Utilisant le fait que les trivialisations partielles de E sont des sections 

unitgSpour lesbis ~ et ~ respectivement, on en conclut facilement que u 

est trivial sur chacun de oes quatre facteurs, donc par l'hypoth~se appli- 

qu~e au produit PxPxQxQ de (2.9.2), qu'il est trivial, ce qui ach~ve la 

d~monstration. 

Corollaire 2.9.4. Soient P, Q, G des Groupes conTnutatifs satisfaisant les 

relations 

(2.9.4.1) Hompt(P,G) = e , Hompt(Q,G) = e 

(cf. 1.3.7). A!ors les conditions pr~liminaires de 2.9.2 sont s@tisfaites, 

done les conclusions a) e t b) de cette proposition sont valables, De plus , 

s i E est un torseur sous Gpx Q biri$idifi~ pour (ep,eQ), pour qu'il admette 

une structure de biextension de (P,Q) par G compatible avec ses structure s 

donn4es, il f aut et il suffit que les deux morphismes de faisceaux d'en- 

sembles ponctp4s ~u'il d4finit , 

(2.9.4.2) Q---> Rlp~(Gp) , p > RIq~(GQ) 

(p,q les morphismes structuraux P--> e et Q--> e), soient des morphismes 

de Groupes. 

La premiere assertion de 2.9.4 a ~t@ vue dans 1.3.7. Pour la 

deuxi~me, la n~cessit~ de la condition envisag~e ~tant claire, prouvons 
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la suffisance, en appliquant 2.9.2 b) et 1.3.5 b). Notons que la multi- 

plicativit~ du premier morphisme de (2.9.4.2) signifie que le torseur 

rigidifi4 E sous Gp satisfait ~ la condition de 1.3.5 b) localement sur P. 

Nous avons d4j~ signal~ dans 1.3.7 que cela implique que cette condition 

est vraie globalement sur P, donc que sur E existe une structure d'exten- 

sion de Qp par Gp compatible avec sa structure de torseur rigidifi~ sous 

Gp. On proc~de de m~me pour voir que sur E existe une structure d'exten- 

sion de PQ par GQ compatible avec sa structure de torseur rigidifi4 sous 

GQ. La conclusion r4sulte donc de 2.9.2 b). 

Exemple 2.9.5. Soient Sun sch4ma, Pet Q deux sch4mas ab41iens sur S, et 

G=Gm Sle schema en groupes multiplicatif sur S. On a signal4 dans 1.3.8 

qu'alors les conditions (2.9.4.1) sont v4rifi~es. D'autre part, la donn4e 

d'un torseur birigidifi~ E sur PXQ revient alors ~ la donn~e d'un Module 

inversible birigidifi~ sur PXQ. Rappelons qu'on appelle c0rrespondance 

divisorielle sur P,Q la classe ~ isomorphisme pros d'un tel Module in- 

versible birigidifi4 (cf. par exemple [I]). Travaillant avecla topolo- 

gie fppf, les morphismes (2.9.4.2) sont ici les morphismes 

(2.9.5.1) Q >Picp/ s , p .... > PiCQ/S , 

d4finis par la correspondance divisorielle, et il est bien connu par le 

"th4or~me du carr4" (loc. cit.) que ces morphismes sont n~cessairement 

compatibles avec lea structures de Groupes. Donc 2.9.4 nous apprend ~ que 

la cat4gorie des b iextensi0ns de (P,Q) par G=G m S est 4quivalente ~ la 

C@t~gorie des Modules inversibles biri~idifi~s sur PxQ, et que c'est donc 

une cat~gorie rigide dont l'ensemble des classes ~ isomorphisme pros 

s'identifie ~ l'ensemble des correspondances divisorielles sur (P,Q). 
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Cette identification respecte d'ailleurs, manifestement, les lois de groupes 

naturelles sur ces deux ensembles (la premiere ~tant d~finie dans (2.5.2.2)). 

Remarque 2.9.6. On peut v~rifier facilement que l'additivit~ du premier 

morphisme (2.9.4.2) ~quivaut ~ dire que le deuxi~me morphisme (2.9.4.2) 

se factorise par le sous-faisceau E xtI(Q,G) (noter qu'en vertu de 1.3.5, 

le morphisme canonique 

Ex_. ttl(Q,g) > RIq~(GQ) 

est inJectif). De m~me l'additivit~ du deuxi~me morphisme (2.9.4.2) slgni- 

fie que le premier morphitme se factorise par Extl(p,g). De plus, on 

obtient de cette fagon des isomorphismes de groupes 

(2.9.6.1) Biext(P,Q;G) ~ Hom(Q,Extl(p,G)) ~ Hom(e,Extl(Q,G)) 

Dans le cas particulier envlaag~ dans 2.9.5, ces isomorphlsmes se r4dui- 

sent aux isomorphismes bien connus 

(2.9.6.2) Corr(P,Q) -~-~ Hom(P,Q') "~ Hom(Q,P') , 

Extl(p,G)et Q' = ExtI(Q,G) sont les schemas ab~liens duaux de P OU p, --m 

o . o et de Q, qui s'identifient respectivement ~ picp/S et P1cQ/S. Dans les 

deux formules pr~c~dentes, les Hom d~signent bien entendu les groupes 

d'homomorphisme de Groupes. 

2.10. C~.n~ralisations diverses de ! a notion de biextenslon. Nous les 

signalons par acquit de conscience, car nous n'autons pas R les ~tiliser. 

2.10.1. On peut d~finir la notion de biextension de (P,Q) par g sans 

supposer Pni Q commutatlfs, G seul ~tant suppos~ commutatif : c'est un 
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torseur sous GpXQ, muni de structures d'entenslon centrale de Qp par Gp 

et de PQ par GQ, ces deux str~ctures ~tant compatibles & la structure de 

torseur, et compatibles entre elles i.e. rendent commuatifs les diagrmm~es 

(2.1.1). La plupart des d~veloppements qui pr~cAdent sont valables mutatis 

mutandis pour cette notion plus g~n6ral. On fera attention que lorsque P 

et Q sont co=m~utatifs ~galement, la notion pr~c~dente est plus g~n~rale 

que celle de 2.1, qul correspond au cas o~ les deux structures d'extension 

sous-Jacentes ~ E sont des structures de Groupes relatlfs cormmtatlfs. On 

fera attention dgalement que dans le cas non co~mutatif, la cat~gorle des 

biextensions de (P,Q) par G ddpend encore additivement de G, mais non pas 

de Pet de Q. 

2.10.2. En paraphrasant 2.1, on ddfinit (pour un entier donnd n k ~la 

notion de n-extension d'une suite de n Groupes cor~autatifs (PI,P2,...,Pn) 

par un Groupe commutatif G. Elle correspond ~ la donn~e, sur un torseur E 

GPlX. ' sous .XPn de n structures d'extensions partlelles sur les produits 

partiels de n-I facteurs, avec une relation de compatibilit~ du type 

(2.1.1) pour chaque couple d'indices distincts entre 1 et n. 

Lorsque n ~ 3 et que les P. sont des schemas eb41iens sur un 
1 

schema S, G ~tant le groupe multipllcatif sur G (comparer 2.9.2), on 
-m 

trouve que route n-extension de (PI,...,Pn) par G est trlyiale. 

2.10.3. La notion de biextension 2.1 peut-~tre consld~r~e comme une 

variante de la notion d'extenslon cormmutative de Groupes cormnutatifs, i.e. 

de la notion d'extension de ~-Modules. Lorsqu'on se donne un Anneau (com- 

mutctif pour simpli~ier) A de ~, et trois A-~k~dule~ P,Q,G, on peut 
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d6finir plus g4n6ralement la notion de biextension de A-Modules de (P,Q) 

par G, qui est une variante de celle d'extension de A-Modules. Une telle 

biextension est d4finie cowane une biextension au sens de 2.1, mais les 

structures partielles d'extension sous-jacentes 4rant enrichies en des 

structures d'extensions de ~-Modules resp. de AQ-MOdules (compatibles 

avec les structures de Modules relatifs qu'on a d4j~ sur Qp,Gp et PQ, GQ). 

Les deux structures de Modules relatifs sur E peuvent s'interpr6ter en 

termes de deux op4ratlons du monolde multiplicatif sous-jacent ~ A sur 

le faisceau d'ensembles sous-jacent g E, et on suppose que ces deux 

actions con~nutent l'une ~ l'autre; cette compatibilit~ s'ajoute donc~ celle 

exprim6e par la commutativit6 du diagramme (2.1.1), et s'exprime par la 

coramutativit4 d'un diagrawane analogue, que nous laissons au lecteur le 

soin d'4erire. Enfin, on suppose que la premiere operation de A sur E 

soit distributive, non seulement par rapport ~ la premiere loi de com- 

position de E, mais aussi pour la seconde loi de composition de E ; et 

de m~me pour la deuxi~me op6ration de A sur E. 

On observera que le dictionnaire explicit6 dans 1.1.6 admet aussi 

une variante A-lin4aire, qui peut s'exprimer en disant que la donn4e d'une 

extension du A-Module P par un autre G revient ~ la donn4e d'une famille 

de torseurs Ep sous les Gp, param~tr4e par les "points" p 6 P(S) (S 6 ob 

6rant un objet variable), E 4tant assujetti ~ varier de fa§on A-lin4aire 
P 

(et non seulement additive comme dans 1.1.6) en p. Cecl s'explicite par 

la donn4e, en plus des isomorphismes ~p,p, (i.i.3.1), par la donn6e 

d'isomorphismes 

: a(ep) ~> Pap (p E P(S), a ~ A(S)) ~a,p 

oR le premier membre d~signe l~image du Gs-torseur P par l'extension 
P 
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des scalaires g ~ .) ag : G S > G S . On laisse au lecteur le soin d'ex- 

pliciter les conditions ~ imposer ~ ees donn~es ~ , ~ pour qu'elles cor- 

respondent bien ~ une extension de Modules E de P par G (cf 3.5.4 b)). 

3. C0mplfiments d'a!$~bre homologique 

Le but principal du prfisent num~ro est la dfifinition de l'iso- 

morphisme 

Biextl(p,Q;G) ~ Extl(p~ Q,G) 

annonc~ plus haut. Nous aurons besoin pour ceci de certains d~veloppe- 

ments d'alg~bre homologique, ayant un int~r@t ind~pendant, qul occuperont 

les sections 3.1 ~ 3.4. Les d4veloppements 3.1 et 3.3 peuvent ~tre con- 

sid~r~s comme des compl~ments ~ [4], et notm~nent ~ la section 6.9 de 

loc. cit. 

3.1. Constructio n d'une cat~orie cofibr~e additive ~L. en termes d'un 

complexe de ehaSnes L. dans une cat~orie ab41ienne C. 

Soit ~ une cat~gorie ab~lienne, L. un complexe de chalnes de ~, 

>O (3.1.1) L2 ----> L I ~ L ° , 

que nous 4crirons avec la convention des degr~s inf~rieurs (op~rateur 

diff~rentiel de degr~ -i). On a done L. = O pour i < O. Nous allons d~fi- 
l 

nir une cat4gorie cofibr~ ~ = ~L. sur ~ (qui,~ ~quivalence canonique de 

cat4gories cofibr~es pr~s,sera la eat~gorie de m~me nom de loc. cit. 6.9). 

Les objets de ~L. sont des couples 

(X , ~) , 
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o~ X est une extension de L 
o 

par un obJet A de ~ (d~pendant de X) 

i j 
(3.1.2) 0 > A > X > L > 0 , 

o 

et o~ ~ est une trivialisation de l'image inverse d*(X) de cette extension 
o 

par do:L I > Lo, ~ ~tant assujetti ~ la condition que la trivialisation 

correspondante de l'image inverse d~(d~(X)) par d I : L 2 > L Iest is 

trivialisation ~vidente, r~sultamt de l'isomorphisme de transitivit~ 

d~(d~(E)) ~ (dodl)*(E) , 

et de la relation dodl=O. Une autre fa~on d'exprimer la donn~e de ~, 

soumis ~ la condition pr~c~dente,est de dire qu'on se donne un rel~vement 

de do : L I ~ L ° en ~ : L I > X, soumis ~ la condition ~d I = O : 

( 3 . 1 . 3 )  

O 

A 

X 

L 2 -----> L 1 ) L 
d 1 d o 

0 , ~ d I = O (*) 

Sous cette forme, on voit que la description des objets (X,~) ne d~pend 

que du complexe de cha~nes [L.] tron~u~ ~ l'ordre i, d~duit de L. en 

"tuant les Hi(L.) pour i ~ 2", dont les compoSantes sont nulles en dimen- 

sion ~ 2, coincident avec eelleB de L. en dimension ~ O, et dont la com- 

posante en dimension i estle conoyau de dl: L2 ~ L I. On d~finit les 

homomorphismes de (X,~) dans (X',~') comme les homomorphismes d'extensions 

u: X ) X', compatibles avec l'identit~ sur Lo, tels que u ~ = ~' ; on 

(*) Une fa~on plus simple de d~crire ~L.(A) (signal~e par DELIGNE) est de 

le consid~rer comme cat~gorie des extensions de complexes de L. par A 

(regard~ comme complexe r~duit au degr~ z~ro). 

180 



- 49 - Vll 

compose les homomorphismes en composant les homomorphlsmes d'extensions 

correspondants. On trouve ainsl la cat~gorie annone4e ~--L. . Elle ne d~pend, 

isomorphlsme canonlque pros, que du tronqu~ ~ l'ordre i [L.] de L.. 

On a un foneteur 4vident, (X,~) ~ > A : 

(3.1.4) ~ : !L" > 

Ce foncteur est cofibrant. En effet, soit 

u: A----->B 

un morphisme de C, et (X,~) un objet de la cat4gorie ~L (A) fibre en A. 

Done X est une extension de L par A, et on peut eonsid4rer l'extension 
O 

u.(X) de L ° par B, image dlrecte de X par u, et la munir de la trivia- 

lisation paztielle eompos~e ~ = f~, o~ f : X > u.(X) est le morphlsme 

eanonique. On v4rifie alors in~n4dlatement que le morphisme 

f : (X,a)~ (u.(X),8) est un morphlsme c0cart~glen pour le foncteur 

(3.1.4), i.e. satisfait ~ la propri4t4 universelle habituelle pour les 

u-morphismes dans ~L. de source (X,~) ; il suffit pour ceci d'utiliser 

la propri4t4 universelle analogue pour le morphisme f : X > uw(X), 

qui est blen connue et triviale. 

Enfin, la cat~gorle eofibr~e ~L" est additive, i.e. elle satis- 

fait les deux conditions : 

(3.1.5) ~L.(O) est ~quivalente A la cat4gorie ponetuelle , 

(3.1.6) ~L.(AXB) "-'-> ~_L(A) X ~L.(B) est une ~quivalence , 

pour deux objets queleonques A et B de C. La v~riflcation est trlvlale, 

en termes des propri~t4s correspondantes pour la eat4gorle coflbr~e des 

extensions de L ° par des objets variables de C. Nous utiliserons librement 
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les consequences de l'additivit~ de ~L , ~tablies dans (loc. cit. I) et 

rappel~es plus haut (2.5). 

3.1.7. Parml ces consequences, mentionnons le falt que pour tout objet 

A de C, il y a dans ~L.(A) un objet nul, ou trivial (2.5.1) ; on v~rifie 

qu'il est d~fini par l'extension triviale X = L + A de L par A, munie 
o o 

de la trivialisation partielle d~finie par & : L I > X de composantes 

d O et O. D'autre part (2.5.2), pour tout objet (X,~) de ~L (A), le groupe 

des automorphismes de cet objet est canoniquement I somorphe au groupe 

des automorphisme~ de l'objet trivial de ~L (A) solt T ° (A), qui est 
--. ' e. 

un groupe commutatif. Blen entcn~i, on retrouve trlv/alemen~ Icl ce falt 

sur la description explicite de ~L.(A), et on trouve m~me un isomorphisme canoniqu~ 

(3.1.8) Y~. (A) = Ker(Hom(Lo,A) --> Hom(~%)) "~ Hom(Ho(L.),A) 

~-~--Ext°(L.,A) , 

induit par l'isc~norphisme habituel du groupe des automorphismes d'extension 

de X avec le groupe Hom(Lo,A). L'isomorphisme (3.1.7.1) est ~videmment 

fonctoriel en A. 

3.1.9. Rappelons enfin (2.5.2) que grace ~ la structure multiplicative 

naturelle dans la cat~gorie fibre ~L (A), l'ensemble des classes d'iso- 

morphie de cell~-ci est munie de fa~on naturelle dJune structure de groupe, 

que nous noterons ~i (A), et que ce dernier est un foncteur additif par 
L. 

rapport ~ A. 
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3.2. D4termination de Y~.(A) 

Consid~rons un objet (X,&) (3.1.3) de ~L (A). Consid4rons le 

complexe de cochalnes de longueur i 

---->0 (3.2.1) IX --> Lo] : O .... > X > L ° ... 

d~fini par le morphisme j : X .- > Lo, la composante de degr4 0 ~tant X. 

C1est une r4solution de A, donc peut-atre identifi~ ~ A en rant qu'objet 

de la cat~gorie d4riv4e D(~) [5]. Ceci pos~, le diagramme (3.1.3) nous 

fournit un homomorphisme de degr4 1 de complexes 

(3.2.2) L. > Ix > Lo] , 

explicit4 dans le diagrarmme ~ carr~s anticommutatifs 

d 1 d 
°~L ~ 0  "'" L2 > I o "'" 

-I 
(3.2.3) u =-& ~ u°,id I 

j "-- 

... 0 o >X >L >0 ... 
0 

(On utilisera la convention habituelle, associant au complexe de chalnes 

L. un complexe h op4rateur diff~rentiel de degr~ I, dont la composante 

de degr~ iest L ..). On trouve donc ainsi un homomorphisme de degr4 1 
-I 

dans la cat~gorie d4riv~e 

(3.2.3) c(X,&) : L. > A (hom. de degrg I dans D(~)) 

qui ne dgpend manifestement que de la classe h isomorphie pros de (X,&). 

On a dgfini ainsi une application canonique 

(3.2.4) ~I (A) > Extl(L. A) dfn HomD(c)(L.,A[I]) 

~83 
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Th4or~me 3.2.5. L'application (3.2.4) est un isomorphlsme de ~roupes, 

fonc t0rie ~ en l'ob~et A de ~. 

Nous lalsserons au lecteur le soln d'~tabllr l'additivit~ de 

itapplication (3~2.4), et sa fonctorlalit~ pour A, et nous bornerons 

prouver qu'elle est bijectlve. Pour l'injeetivit~, montrons d'abord que si 

l'homo~orphisme de compl~xes u de (3,2.3) est nul dans D(C), al~rs il est d~J~ 

nul dans la cat~gorie K(C) des complexes ~ homotopie pros, i.e. il existe 

un morphisme 

s : L >X 
o 

tel que l'on air 
o -i 

(3.2.5.1) js = u = id L , Sdo = - u = = 
O 

En effet, l'hypoth~se slgnifie que la conclusion devient vraie 

apr~s avoir compos4 le morphisme de complexes envisag4 avec un quasi- 

isomorphisme convenable v 

0 

(~) 

J 
> X  >L ~0 

O 

0 )~ o ~ I ~ C 2 ~ ... 

off on peut d'ailleurs (qultte ~ remplacer C i par 0 pour i ~ 2, par 

Im(C O > C I) = Ker(C I > C 2) pour i = I) supposer que C i = 0 pour i ~ 2. 

Mais alors, le morphisme (*) induisant l'identit~ sur A, on voit qu'il 

identifie X au produit fibr~ de L et de C ° sur C I et que la donn~e d~un 
O 

morphisme s' : L ° .... > C ° d~finissant une homotopie vu ~ O, donc satisfai- 

sant j's' = vlu °, se factorise par un morphisme s : L--->X satisfaisant 
o 

O 
js = u = id L . Mais alors s d~finit un splittage de l'extenslon X de L ° 

O 

par A, donc le complexe X ...... > L ° est isomorphe dans K(~) su complexe K" 
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rgduit ~ A. Or pour ce dernier, il est ~vident que l'homomorphisme 

HomK(~)(L.,K') > HomD(~)(L.,K') 

est un isoraorphisme, d'o~ notre assertion. 

Ceci dit, la donn~e d'un homomorphlsme J : L ~ X satisfaisant 
o 

les conditions (3.2.5.1) ~quivaut pr~cis4ment ~ une trivialisation de 

l'extension X de L ° par A, compatible avecla trivlallsatlon partielle 

6. II en r~sulte bien l'injectivit~ de (3.2.4). 

Pour la surjectivit~, partons d'un ~l~ment du deuxi~me membre, 

qui peut donc ~tre d~crit, par d~finition, ~ l'aide d'un homomorphisme 

de degr~ 1 de complexes 

(3.2.5.2) 

d I _ d 

ioi ,0 L 2 I I o 
u-i u o 

O > C ° > C I ~ ... (carr~s anticom- 
mutatifs), 

oO C" est une r~solution de A, et o~ on peut supposer corrane ci-dessus que 

Ci=O pour i e 2. A~mal C ° apparalt cor~ae une extension de C I par A, et 

on peut consid~rer l'extension X image inverse de celle-ci par L --> C I. 
o 

L'anticommutativit4 du carr~ de (3.2.5.2) montre que -u -I se factorise 

par un morpheme ~ : L I ~ X, qui est un spllttage partiel i.e. satisfait 

j~ = d o (j d~fini dans (3.1.2)). D'ailleurs 18 relation u-ld I = O dans 

(3.2.5.2) implique que ~d I = O. Donc (X,~) est bien un ~l~ment de ~L.(A). 

De plus, par construction mSme, l'homomorphisme (3.2.5.2) est le compos~ 

de l'homomorphisme (3.2.3) relatlf ~ (X,~), et de l'homomorphlsme 

[x > Lo] > C" : [C ° > C l] 

185 



- 54 - VII 

de composantes(f,u°), o~ f: X ---> C ° est l'homomorphisme canonique d4duit 

de la d~finitlon de l'extension X comme image inverse de l'extension C °. 

Cormue l'homomorphisme pr4c~dent est un homomorphisme de r~solutions de A 

(induisant l'identit~ sur A), on en conclut, par d4flnition de 

i Ext I = HomD(~) , que l'~l~ment donn~ de ExtI(L.,A), d4crit par (3.2.5.2), 

n'est autre que c(X,~), ce qui 4tablit la surjectivit4 de (3.2.4) et 

aeh~ve la d4monstrati6n de 3.2.5. 

3.3. Propri~t~s de la cat~orie cofibr~e ~L. 

Dans le present num4ro, qui n'est pas essentiel pour la com- 

pr4hension de la suite, nous utilisons librement les notions de [4], notre 

but ~tant de eomparer les r4sultats pr4c~dents ~ ceux de loc. cit. 

Th~or~me 3.3.1. La cat4gorie eofibr~e additive ~L. sur C est exacte 

gauche (loc. cir. 2.2) elle admet un objet quasi-maximal (loc. cit. 4.4), 

et pour tout objet E = (X,a) de cette c at4~orie, il exlste un complexe 

typique L~ pour E (loc. cit. 3.1). De Plu s , le pro-eomplexe typique de ~L. 

(loc. cit. 3.7 e~t 4.4) est canoniRpement isomorph@ dans D(~) au complexe 

tronqu # [e.] envisag~ dans 3.1. 

Nous explicitons ci-dessous la signification des diverses asser- 

tions de 3.3.1. 

3.3.2. Dire la cat~gorie eofibr~e ~L. est exacte g gauche signifie qu'elle 

est additive et satisfait de plus la condition : 

(3.3.2.1) Pour toute suite exacte 

0 ' ) A' u > A--~-> A" > O 

1 8 6  
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de ~, le foncteur naturel (notations de loc. cit. 1.8) 

~L.(A) > !L.([A > A"]) 

est une ~quivalence de categories. 

Rappelons que, pour une cat~gorie cofibr~e ~ sur ~, et un mor- 

phisme v : A > A" de ~, ~([A > A"]) d4signe la cat~gorie form~e des 

couples (E,p), o~ E est un objet de ~(A) et off pest une "trivialisation" 

de l'objet correspondant v~(E) de ~(A"), i.e. un isomorphisme de cet objet 

avec l'objet nul (2.5.1) de ~(A"). La d~finition du foncteur 

~(A') > !([A > A"]) 

_ = A" ) de (3.3.2.1) eat ~vidente. Dans le cas ~ ~L.' les objets de ~L ([A--> ] 

s'explicitent comme les triples (X,&,@), o~ (X,&) est corm~e dans (3.1.3), 

et o~ p : X > A" est un morphisme dans C satisfaisant 

(~) pi=v , 9 ~ = O 

Lorsque v: A ~> A" s'ina~re dana une suite exacte courte cormme dana 3.2.3, 

alors la donn4e d'un morphisme satisfaisant la premiere des relations (~) 

4quivaut, comme il est bien connu (exactitude & gauche de la cat~gorie 

cofibr4e des extensions de L par des objets variables de C) & la donn4e 
O 

d'une extension X' de L par A' ---~ Ker v qui soit une sous-extension de X 
O 

(on prend X' = Ker p), et la deuxi&me relation (~) exprime que & se fac- 

torise en un &' : L I > X' . Ceci 4tablit, modulo des compatibilit~s 

dont la v~rificatlon est 4vidente, l'exactitude & gauche explicit~e darts 

(3.2.3). 
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3.3.3. Rappelons qu'un objet E d'une cat4gorie eofibr4e ~ sur C est dit 
O -- 

~uasi-maximal si pour tout objet E de ~, au-dessus d'un objet A de ~, on 

peut trouver un morphisme E ~ > E' dans[, induisant un monomorphlsme 

A > A' dans ~, de telle sorte que E soit ma~or4 par E ° i.e. qu'il existe 

un morphisme~E ° -~'. Lorsque dans ~ il existe suffisarmnent d'objets in- 

jeetifs, il revient au m~ne de dire que tout objet de ~ au-dessus d'un 

objet injectif de C est major~ par E Dans le cas de Y = ~L on a 

l'objet quasl-maximal canonique E suivant. On pose 
O 

! 
L I = Coker (d I : L 2 ---> L I) 

et on d~signe par E ° l'objet (Xo,~ o) de ~L (L~), o~ X ° = Lo+L ~ est l'ex- 

tension triviale de L ° par L~, et o~ ~o a comme composantes 

(d~,idL{) , d I' : L I > Lo 4rant d4duit de d I : L I > Lo par passage 

au quotient. 

Pour voir que E est bien quasi-maximal, notons que pour tout 
O 

objet (X,~) de [L.' on peut trouver un morphisme de celui-ci dans un 

(~,~'), induisant un monomorphisme A A' dans ~, tel que l'extension 

X' de L ° par A' solt scind~e : il suffit en effet de prendre AI=X, et 

(X',g') = i~(X,~), les notations ~tant celles de (3.1.2). D'autre part, 

il est imm4diat qu'un objet (X',~') de Y tel que l'extension X' soit 

scind4e, est major~e par E . 
O 

3.3.4. Soit E un objet d'une cat~gorie cofibr4e additive ~ sur ~, au-dessus 

d'un objet A de ~, et eonsid~rons le foneteur en l'objet variable B de ~ : 

(3.3.4.1) B ~ > Horn(E,@ B) , 
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oii Bg dlsigne l'objet trivial de g(B). On dit que E admet un complexe 

typique si le foncteur precedent est representable par un objet % de C. 
Come le foneteur envisage s'envoie canoniquement dans le foncteur 

B W Ho~(A,B) represent6 par A, on conclut alors un hamomorphisme canonique 

(3.3.4.21 A- % 
et le complexe de chaines correspondant A + C& de 2 de longueur 1 est 

appeld le complexe typique de E. 

Dans le cas 2 = Y , E = (~,a), on verifie imaiatement que -L . 
le foncteur (3.3.4.1) est representable par Coker a, l'homomorphisme 

canonique (3.3.4.2) n'etant autre que le compose A -b X 
can 

Coker a . 

3.3.5. Lorsque une categorie cofibree additive 2 sur 5 admet un objet 
quasi-maximal (3.3.3), et que les complexes typiques de ses objets exis- 

tent, on prouve que le complexe typique T. d'un objet quasi-maximal E 

de 2, considere come un objet de la categorie derivee D(C), ne depend 

pas, h isomorphisme canonique prhs, du choix de Eo (loc. cit. 4.4). On 

l'appelle le complexe typique de la categorie cofibr6e additive . Lors- 
qu'on suppose enfin que 2 est de plus exacte B gauche ( 3 . 3 . 2 1 ,  on montre 

que 2 se reconstitue, ?I equivalence de categories fibrees sur 5 prks 

(unique B isomorphisme unique ~r&s), en termes du complexe typique T. 

(loc. cit. 6.10), et qu'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels 

en l'objet A de C (loc, cit, 5.4) : 
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Pour achever de faire le lien avec l~c. cit., nous allons prouver 

que dsns le cas ~ =XL' le complexe typlq~e d~lL" est le tronq~ ILl. 

Cela redonnera une d4finition des isomorphismes (3.1.8) et (3.2.4) en 

termes de (3.3.5.1), dont on v~rifie qu'elle est compatible avee celle 

donn4e dans 3.1 et dans 3.2. 

Pour prouver notre assertion, on peut ~videmm]ent se borner au 

cas oO L. est d4j~ tronqu4 ~ l'ordre i (car on a signal4 dans 3.1 que le 

tronquage ne modifie pas, ~ isomorphisme de categories coflbr~es pr~s~ 

la cat4gorie ~L.). Mais alors il eeat 4vident que le complexe typique 

de l'objet quasi-maximal d4crit dans 3.3.3) est canoniquement isomorphe 

h L., compte tenu de la construction explieite des complexes typlques 

donn4e dans 3.3.4. 

Remarque 3.3.6. Soit 

O > A' > A ~ A" > O 

une suite exacte dans ~, d'o~ une suite exacte pour les Ext I : 

O > Ext°(L.,A ') > Ext°(L.,A) --> ... --> ExtI(L,,A) > ExtI(L.,A"), 

(qu'on pourrait d'ailleurs continuer sur Is droite en introduisant les 

Ext I (i e 2)). Moyennant les isomorphismes (3.1.8) et (3.2.4) on en con- 

clut une suite exacte 

o (3.3.6.1) O " > ~o (A') > ~ (A) ..... > ~L.(A, ) 9._> ~ (A')--> yl (A)--> yl (A"). 
L. . L. L. 

dont les fl~ches distinctes de la fl~che notre ~ sont d~finies simplement 

par fonctorialit~ de ~o ~i L. et de D'autre part, dans loc, cit (2.5.2), 
e .  " ° 

on d~finit une suite exacte (3.3.6.1), via un homomorphisme 
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(3.3.6.2) ~ : g°(A") > ~I(A') , 

pour toute cat6gorie cofibr~e exacte ~ gauche ~ sur ~, en associant Run 

~l~ment u du premier membre la classe dans le deuxi~me membre de l'~l~ment 

de ~(A'), d~termin~ ~ isomorphisme canonique pros, dont l'image dana 

~([A > A"]) (notations de 3.3.2) est le couple (Xo,U),O~ X est l'objet 
-- O 

trivial de ~(A). Ceci pos~, je dis que dans le cas qui nous int~resse 

= ~L.' l!h°m°m0rphisme (3.3.6.2) d~fini par vo.ie "g~om~trique" n'est 

autre ~ue !'homomorphisme bord ~ de (3.3.6.1) chang~ de signe, donc que 

cette derni~re suite exacte n'est autre (avec les identifications faites 

et en changeant le aigne du D) que celle de (loc. cir. (2.5.2)). Ceci 

esten effet contenu dans la derni~re assertion de (loc. cit. 5.4), compte 

tenu des compatibilit~s signal~es dans 3.3.5. 

Remar~ue 3.3.6.3. Profitons de cette occasion pour pr~ciser un point 

peu clair de [4, n ° 3.11], lorsqu'on y d4finit les isomorphismes fonda- 

mentaux (3.11.3) et (3.11.4) (qui interviennent de fa~on esaentielle dans 

la d~monstration de (loc. cir. 5.4)). Le diagranwae de loc. cit. p.35 

est commutatif, et non anticormnutatif, done ne d{finit pas sans plus 

un homomorphisme u : [L~ ..... > L X ] > K'[I]. Ii convient de le rendre 
O 

auticommutatif en y remplagant u I par -u I. (II aurait ~t~ possible de 

suivre la convention oppos~e, en remplagant u ° par -u ° ; mais c~est 

la convention indiqu~e (u I devenant -u I) qui donne un isomorphisme (3.11.3) 

g~n~ralisant l'isomorphisme (3.5.3) de loc. cir., comme annonc~ dans 

loe. cit.). Cette d~finition ~tant ain$1 pr~cis~e, il convient de corriger 

l'assertion faite dans loc. cir. 5.4, les deux homomorphismes cobords qui 
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y sont envisag4s different par le sign e. 

3.3.7. Dans (loc. cit. 6.13) on a pr~cis~ aussi la variance de la cat~gorie 

cofibr~e ~L. sur ~, pour L. variable, en r~constituant notamment la cat~- 

gorie des morphismes cocart~siens de ~L. dans ~L] en termes des complexes 

de chaSnes L. et L~ . On trouve en particulier que l'ensemble des classes 

is~orphismes pros de foncteurs cocart4siens ~L. ---~L~ est en corres- 

pondance biunivoque canonique avec l'ensemble des isomorphismes 

HomD(~)(L~ ,L.). Nous n'utiliserons qu'une petite partie de ces rensei- 

gnements, que nous d~veloppons dans la section qui suit, en utilisant la 

description simple de ~L. donn@e dans 3.1. 

3.4. Variance de ~L. avec L. 

Consid4rons donc un morphisme de ~mplexes 

(3.4.1) f : e~ -------> L. , 

donn~ par un diagramme cormmutatif 

' > ' ----> L' ----> 0 ) L2 L1 o 

> L2 ..--~ LI ----> Lo ----> 0 

On va l u i  a s s o c i e r  un f o n c t e u r  c a n o n i q u e  

( 3 . 4 . 3 )  f ~  : ! c .  > ! e :  ' 

q u i  s e r a  en  f a i t  un f o n c t e u r  c o c a r t 4 s i e n  de c a t 4 g o r i e s  c o f i b r 4 e s  s u r  C 

( i . e .  i i  e s t  c o m p a t i b l e  avec  l e s  f o n c t e u r s  a t r u c t u r a u x  ~ v a l e u r s  darts ~ ,  

e t  t r a n a f o r m e  m o r p h i s m e s  c o c a r t 4 s i e n s  en  m o r p h i s m e s  c o e a r t ~ s i e n s ,  c f ,  

SGA 1 V I ) .  S i  ( X , a )  e s t  un o b j e t  de ~L . on d ~ s i g n e  p a r  f e ( X , ~ )  l ' o b j e t  
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(X',&'), o~ X' est l'extension de L' par A image inverse de l'extenslon 
O 

donn4e X de L ° par A A l'aide de fo' et o~ ~' est la trivialisatfon par- 

tlelle d~dulte de is trivlalisatlon partielle ~ A l'alde de la transltl- 

vit4 dans le deuxi~me carr~ de (3.4.2). (La condition de compatibilit~ 

de &' ~ la relation d'd' ffi 0 r~sulte 4videmment de la condition analogue 
Ol 

pour ~,) Iiest trivial par construction que le foncteur (3.4.3) commute 

aux foncteurs structuraux ~ valeurs dans ~. Le fait qu'il sol, cocart~slen 

r~sulte aussitOt du fair que dans la cat~gorie des extensions d'objets 

de ~ les op4rations "image directe dtextensions" commutent aux operations 

"image inverse d'extenaions". 

Notons que le foneteur (3.4.3) d4finit des homomorphismes de 

foncteurs 

(3 .4 .4)  fi : yi > i 
L. ~L: , i=O, I 

(comparer 2.6). D'autre part, l'homomorphisme (3.4.1) d4finlt des homomor- 

phls~s 

(3.4.5) fi : Exti(L.,_) Exti(L~,-) , i 6~ 

Ceci pos4, Je dis que pour i=O,l, les homomorphlsmes (3.4.4) et (3.4.5) 

sont compatibles avec les isomorphismes de la forme (3.1.8) et (3.2.4), 

i.e. qu'on a c~utativit4 dans les diagrammes sulvants (A 6 ob C, i=O,l) " 

(3.4.6) 

(A) "~ > ExtI(L.,A) 

?~,(A) "" > Ext i (M,A)  
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La v~rification de cette compatibilit~ est essentiellement triviale, et 

laiss~ au lecteur. 

Proposition 3.4.7. Pour que le foncteur (3.4.3) soft fiddle (resp. plei- 

nement fiddle, resp. une ~uivalence de cat~oriee), il faut et il suffit 

que Ho(f) : Ho(L~) ~ Ho(L.) soft un ~pim0rphisme (resp. ~ue Ho(f) soft 

un isomorphisme et Hi(f) soft un ~pimorphisme, resp. que Ho(f) e t Hl(f) 

soient des isomorphismes). 

En effet, il faut exprimer que, fi ~tsnt l'homomorphisme fonctoriel 

de (3.4.4) (i=O,l), fo est un monomorphisme (resp. fo est un isomorphisme 

et fun monomorphisme, resp. fo et fl sont des isomorphismes). En vertu 

de la commutstivit~ de (3.4.6), ces conditions s'expriment en termes des 

conditions analogues sur les foncteurs Ext i, i=O,l. Dans ce cas, l'asser- 

tion n'est qu'un ~nonc~ assez trivial d'alg~bre homologique, que nous 

laissons au lecteur ~ titre d'exercice. 

3.4.8. Consid~rons maintenant une suite exacte de complexes de chalnes 

(3.4.8.1) O > L. f~ > L~ --8--> L" ----> 0 , 

d'oll des foncteurs du type (3.4.3) 

> ~L~ >~--L. 
~--L': g* f* 

La propri~t~ de transitivit~ qu'on devine sur les foncteurs du type (3.4.3) 

fournit ici un isomorphisme de foncteurs 

f* g* ~ (gf)~ = (OL. --> L,, )* , 
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et cormne le dernier membre est 4videmment canoniquement isomorphe au 

foneteur cocart4sien "nul" de ~L? dans ~L. ' l'isomorphisme pr4c4dent 

permet de d4finir un foncteur canonique 

(3.4.8.2) ~L~ > ~ [ L .  --> L : ]  ' 

o~ ~[L. > L~] d~signe la cat~gorie des couples (X',t), o~ X' est un 

objet de ~L~ et tune "trivialisation" de son image inverse fw(X') i.e. 

un isomorphisme fw(X') "~ OL.,A,, OL.,A d~signant l'objet nul de ~L (A), 

et A ~tant l'objet de C sous X'. Ceci pos~, je dis que le foncteur (3.4.8.2) 

est une ~quivalence de c at48ories (ce qui eompl~te, par une propri~t4 

d'exactitude en L. de l'expression ~L.(A) , la propri4t4 d'exactitude 

gauche en A 4tablie dans 3.3.1). 

Esquissons la d4monstration de l'assertion pr4c4dente. La donnde 

d'un objet du deuxi~me membre de (3.4.8.2) revient ~ la donn~e d'une exten- 

sion 0 ..... > A i'> X' J'> L' ---> 0 de L' par un objet A de C, plus un mor- 
e O 

phisme ~' : L 1' ~ X ' s a t i s f a i s a n t  jc~' = d'o e t  ~ ' d l r  = O, p l u s  un  m o r p h i " m e  

t : L ° .... ~ X' satisfaisant jt = fo et tdo = ~'fl' cf, diagramme ei-dessous : 

0 0 

J - f 

A A '~ 1 i l l  i~/ ~ i  i 

t ~ X ~ X" 
• f . i l  

I f ~" g_~ i # 
°-"'--~ L' ~ ' ~j'~' = d' 0 > L ° i ~o o 0 i o 

d d" ~" ~'d~ 0 
| 1 ! Ig~ o Z 

0 ' '> L~, ~ L'I Z._!> L,,,fl > 0 ~j't = fo 

......... I > " ..... > 0 0 > L 2 > L 2 L 2 
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Une propri~t@ bien connue d'exactitude & gauche en le premier argument des 

extensions d'un objet L par un autre A, applique& la premi&re ligne du 

diagramme, montre que la donn~e de t satlsfaisant jt = f permet d'inter- 
o 

prater l'extension X' comme image inverse d'une extension X" de L" par A, 
O 

de telle fa~on que t corresponde & la trivialisation naturelle de l'image 

inverse de cette extension par gofo = O. La donn~e de ~' satisfaisant les 

relations j~' = d'o et ~'fl = tdo peut s'interpr~ter par essentiellement 

le m~me dictionnaire, mais appliqu~ & la seconde ligne du diagramme, cormme 

" ----> X" satisfaisant j"~" = d" (en inter- provenant d'un morphisme ~" : L I o 

pr~tant ~' et ~" comme des trivialisations des images inverses des exten- 

sions X' resp. X" par d' resp. d"). Enfin la relation ' ' = 0 d I ~quivaut 
O O 

alors & la relation ~ d I = O. Bref, la donn~e de (X',~',t), objet de 

~[L.- > L~]' est ~quivalente & celle de (X",~"), objet de & , ce qui 

prouve (essentiellement) l'assertion que (3.4.8.2) est blen une ~quiva- 

fence de categories. 

3.4.9. Consid~rons toujours la suite exacte (3.4.8.1), et consid~rons 

la suite exacte des Ext I qu'elle d~finit : 

go o I 
(3.4.9.1) 0 > Ext°(L~,A) > Ext°(L~A) f ) Ext°(L.,A) 80> ExtI(L~,A) g-> 

fl 
ExtI(L!,A) ----> ExtI(L.,A) 9 

Les isomorphismes canoniques du type (3.1.8) et (3.2.4) nous permettent 

dlinterpr~ter "g~om~triquement" les six premiers termes de cette suite 

exacte en termes des categories ~L.' ~L~ et ~L? ' et la compatibilit@ 

(3.4.6) nous permet d'interpr~ter de m~me g~om~triquement les fl&ehes 
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fO,gO fl,gl de ce diagramme. Nous allons donner de m~me une interpretation 

g4om~trique de la fl~che ~o de ce diagramme, en utilisant le r4sultat 

qu'on vient de prouver~ savoir que (3.4.8.2) est une ~quivalence de cate- 

gories. Soit en effet 

u 6 Ext°(L.,A), i.e. u : L ---> A, avec ud = 0 
O O 

Consid~rons l'objet (0,~) de ~[L. --> L']' o0 0 est l'objet nul de ~L~ ' 

dont l'image inverse par fo s'identifie donc ~ l'objet nul de ~L. , et 

o~ u est l'automorphisme de ce dernier objet d~fini par u, grace ~ l'iso- 

morphisme canonique (3.1.8). Grace au fait que (3.4.8.2) est une ~qniva- 

lence, l'objet precedent (0,~) provient d'un objet de ~L,,(A), d~fini 

isomorphisme unique pr~s. La classe ~ isomorphisme pros de cet ~14ment 

est un ~l~ment de ~,,(A) -~ ExtI(L~,A). Je dis que cet ~l~ment n'est autre 

_9~ ~°(u), 
Nous a 1 1 o n s  p r o u v e r  c e t t e  c o m p a t i b i l i t ~  en  l a  r a m e n a n t  ~ l a  

¢ompatibilit~ analogue, 4nonc4e dans [4, cor. 5.5] (o~ il convient de 

rectifier le signe cormue indlqu~ dans 3.3.6.3) ; notre argument donnera 

en m~me temps une autre d~monstration de 1'4quivalence (3.4.8.2), en la 

ramenant ~ l'~nonc~ analogue [4, prop. 2.7]. Pour eeci, consid~rons la 

cat~gorie oppos~e ~o de ~, et interpr4tons les constructions de ~L (A), 

pour A fix~, et eelles de 3.4.8 et de la pr4sente section 3.4.9, en termes 

de la categoric C ° C ° _ , et de la cat4gorie cofibr4e ~ sur des extensions 

de l'objet fix4 A de C_ ° par un objet variable L de ~o. C'est une cst4gorie 

C ° ~o cofibr~e additive sur _ , et m~me exacte ~ gauche sur (au sens de 

loe. cir. 2.2). Un complexe de chalnes L. de ~ peut-~tre interpr~td comme 
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C ° un complexe de cochaSnes de _ , et avec cette interpretation, la construc- 

tion donn4e de ~L.(A) coincide avec celle de la cat~gorie oppos4e ~ ~(L.) 

au sens de loc. cir. 1.8. Le foncteur (3.4.8.2) s'identifie slots ~ l'op- 

pos4 du foncteur du type de loc. cir. (2.1.2), o~ E est remplac~ par son 

extension ~ ~ la cat4gorie des complexes de cochalnes, et le fait que le 

foncteur envisage soit une 4quivalence est donc un cas particulier de 

loc. cit. 2.7 a) ~ D' L;~Td). autre part, la suite exacte (3.4.9.1) s'identi- 

fie ~ la suite exacte des Exti(A,L~'), Exti(A,L~) et Exti(A,L.), modulo 

un signe (-I) i pour le 5i (Verdier dixit). De m~me, les isomorphismes 

(3.1.8) et (3.2.4) s'identifient aux isomorphismes analogues (3.11.5) 

et (3.11.4). Doric la compatibilit4 ~nonc~e est un cas particulier de 

loc. cit. 5.5 (rectifi4 conmae indiqu4 plus haut). 

Remarque 3.449.2. Le r4dacteur, qui a tr~s peur des signes, avoue qu'il 

n'a pas enti~rement confiance dans Is d4monstration qui pr4c~de, craignant 

d'avoir oubliE des signes dans le passage de C ~ C ° . II recommande au 

lecteur courageux de faire une verification directe de la compatibilitE 

annonc~e (resp. de la compatibilit~ opposde). Notons que ces questions 

de signes ne joueront (heureusement) aucun r01e dans les expos4s suivants. 

3.5. Une r~solutio n partielle plate canonique pour un~-Modul 9 quelcon~u 9 

Nous allons appliquer les r~sultats pr~c4dents au cas o~ 

est la cat~gorie des Groupes commutatifs du topos ~ i.e. des ~rModules de T. 

Soit Pun objet de ~, i.e. un groupe commutatif du topos ~. Nous allons 

d4finir un eomplexe de chalnes L.(P) augment4 vers P, d4pendant fonc- 

toriellement de P : 
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(3.5.1) 

L 2 L 1 

0 

L o 
d o ) , ~ j ~  , > 

P 

satisfaisant L.(P)=O pour i ~ 3. Les composantes de ce complexe sont 
l 

explicit4es dans (3.5.1) ci-dessus, en utilisant les notations de 1.4. 

Pour expliciter les op~rateurs diff~rentiels do,d Iet l'augmentation g, 

on utilise la notation [p] pour d~signer le point de~[P](S) d6fini par 

le point p E P(S) de P, et de m~me pour les notations [p,q], [p,q,r], 

lorsque p,q,r E P(S), pour d~signer des 41~ments de~[PXP](S) resp. de 

[P×PxP](S). Avec ees notations, on d~finira g, d o et d I par les formules 

I g[p] = p 

dole,q]= [p+q] - [p] - [q] 
(3.5.2) 

dl[P,q]= [p,q] - [q,p] 

dl[p,q,r] = [p+q,r] - [p,q+r] + [p,q] - [q,r] 

On v4rifie facilement que les homomorphismes de Groupes commutatifs ainsi 

d~finis d~finissent effectivement un complexe L.(P) augment~ vers P, i.e. 

qu'on ales relations 

gdo = 0 , did o = 0 

En fait, la premiere relation est triviale, et la deuxi~me se d~compose 

en deux, suivant les deux facteurs de L2(P) ,les deux relations en ques- 

tions exprimant respectivement la commutativit4 et l'associativit4 de la 
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loi de composition donn4e sur P. 

Ii est imm4diat que le complexe augment4 ainsi d4fini d4pend 

fonctoriellement de P, un morphisme u : P > P' donnant naissance & un 

diagramme commutatif 

L.(u) 
L.(P) > L. (P') 

p u > p, 

Notons aussi que les composantes du eomplexe L. sont plates, commie tout 

-Module libre. 

Proposition 3.5.3. On a HI(L.(p))=O , et l'au~mentation c induit un isomor- 

phisme Ho(L.(P)) ---~ p. 

Pour d~montrer 3.5.3, on peut se r4duire par le proc4d~ standard 

au cas o~ ~ est la cat4gorie des ensembles, et o~ Pest donc un~-Module 

ordinaire, o~ (3.5.1) a des chances d'etre "bien connu". Nous allons donner 

une ddmonstration direete, n'utilisant pas cette r~duction, en appliquant 

3.4.7 au morphisme d'augmentation 

c : L.(P) > P , 

o~ Pest comme d'habitude consid4r~ comme un complexe de chalnes r~duit 

& la dimension z~ro. On est donc ramen~ & prouver que pour tout objet G 

de ~, le foncteur 

(~) 6 ~ : ~p(G) > ~L.(p)(G) 

est une gquivalence de categories, Or le premier membre de (w) est ~videm- 
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ment isomorphe ~ la cat~gorie des extensions de 2Z-Modules de P par G. 

Pour expliciter le deuxi~me membre, on interpr~te les categories d'exten- 

sions de Lo, LI, L 2 par G, conmle la cat~gorie des torseurs sous Gp, resp. 

la cat~gorie des torseurs sous Gp×p, resp. la cat6gorie des couples d'un 

torseur sous Gp×p et d'un torseur sous GpxPxP, grace ~ 1.4. Donc un objet 

du second membre de (~) s'identifie ~ un couple (E,~), o~ E est un torseur 

sous Gp et ~ une trivialisation du tcrseur E' sur PXP qui correspond 

l'image inverse par d de l'extension de ~(P) par G d~finie par E, - 
o 

~tant Soumise ~ une condition de compatibilit~ avec dod I = O ~ pr~ciser. 

Or la d~finition de d (3.5.2) donne aussitOt 
o 

-lp ~( - E' = rr~(E)pr~(E) r E) I , 

et une trivialisation de ce torseur peut s'interpr~ter comme un isomor- 

phisme (~galement not~ 9) 

r~(E) ~ ~ pr~(E)pr~(E) 

D'autre part, en explicitant la condition de compatibilit@ de ~ avec 

did o = O, on trouve quTelle s'exprime par la condition de commutativit~ 

de (1.2.1), et par la condition d'associativit~ de (1.1.4.1), ces deux 

conditions correspondant respectivement aux deux facteurs de L 2 . Le 

fait que (~) est une ~quivalence de categories n'est alors autre que 

le dictionnaire de 1.1.6. Cela ach~ve la d~monstration de 3.5.3. 

Remarque 3.5.4. a) Ii serait int~ressant de renforcer 3.5.3 par la cons- 

truction d'une r~solution L.(P) de P, d~pendant fonctoriellement de P, 

et dont les composantes seraient isomorphes (fonctoriellement en P) 

des sommes de ~-modules libres engendr~s par des puissances cart~siennes 
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de P. Compte tenu des isomorphismes de la forme (1.4.5), cela donnerait 

en effet une m~thode de calcul partiel des Exti(p,A) cormne aboutissement 

d'une suite spectrale dont le terme initial s'expliciterait en termes 

des HJ(PxP..×P,A). (Ici nous ne trouvons que des renseignements tr~s 

partiels sur les Ext I, ~ l'exclusion des Ext i sup4rieurs). Ii y a en tous 

cas une fa~on naturelle de continuer la r~solution partielle L.(P) d'unn cran.(~) 

b) On peut donner une variante de la construction (3.5.1) et de 

3.5.3 dans la cat4gorie des A-Modules, o~ A est un Anneau fix4 de T. La 

forme du complexe L.(P) devient plus compliqu4e, ~ cause de la n~cessit~ 

de compliquer 1.1.6 (cf. 2.10.3). On trouve 

I L = ALP] 

(3.5.5) e I = A~XP] + A[A×P] 

L 2 = A[PxP×P] + AlP×P] + A[AxA×P] + A[AXP×P] , 

la structure de complexe augment~ vers P ~tant donn~e par les formules 

(3.5.2), compl~t~es par les formules 

~ do[X,p ] = [Xp] - kip] 

(3.5.6) ~dl[~,,,P] = [k, ksP] - [X~,P] + XE~,p] 

L d l [ X , p , q ]  = [ k , p + q ]  - iX,  p ]  . [ . . X , ~ ]  + k i p , q ]  - [ k p , k q ] .  

La relation dod I = 0 r~sulte de la relation analogue pour la restriction 

des op~rateurs do,d I aux composantes envisag~es dans (3.5.2) (qui, on l'a 

vu, ~ta~t ~quivalente ~ l'assoeiativit~ et ~ la commutativitd de la loi 

d'addition donn~e dans P), et des relations dodl(%,~,p) = 0 et 

dodl(~,p,q) : O, qui, ¢omme on le v~rifie imm~diatement, ~quivalent 

(~) L. BREEN a construit une telle r4solution (Note du correcteur). 
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respectivement ~ la condition que l'op~ration donn~e de A sur Pest asso- 

ciative (i.e. k(~p) = (%~p) et distributive par rapport ~ l'addition 

(i.e. %(p+q) = %p + Xq). Pour un torseur E sous Gp, la donn~ed'une tri- 

vialisation de d~(E) revient g la donn~e d'une loi de composition interne 
o 

sur E (satisfaisant les conditions de compatibilit~ d~j~ explieitEes par 

ailleurs avec la loi de composition interne de E et la structure de torseur), 

e t d'une loi de composition externe de A sur K, compatible avec l'op~ration 

de A sur Pet sur G ; la compatibilitE de cette trivialisation avec Is 

trivialisation ~vidente de d~d~(E) ~quivaut alors aux conditions d~j~ 

explicit~es plus haut (exprimant que la loi de composition interne de E 

est une loi de Groupe commutatif, extension de P par G), plus la condition 

d'associativit~ de la loi externe, et la condition de distributivit~ de 

celle-ci par rapport ~ la loi interne ; conditions qui Equivalent ~ dire 

que E est (pour les deux lois de composition envisag~es, et sa structure 

de torseur) un A-Module extension des A-Modules Pet G. De ceci, on d~duit 

que L. est une resolution partielle du ModuleP(i.e. que HI(L.) = O) par 

essentiellement la m~me m~thode que 3.5.3. Ii serait ~videmment encore 

int~ressant de prolonger cette r~solution partielle en une r~solution 

infinie de type analogue, les composantes ~tant des Modules de la forme 

A(AxA ... ×PxP ...) ; eomparer la question analogue a) dans le cas des 

Groupes conmautatifs. 
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3.6. Application ~ la description de la cgt4gorie cofibr4e des biexten- 

sions d'un couple (P,Q) donn4 de Groupes commutatifs 

Soient P, Q deux ~-Modules du topos ~. Choisissons arbitraire- 

ment une r~solution plate L~(P) de P, coincident en dimension ~ 2 avec 

le complexe augment~ L.(P) de 3.5, - ce qui est possible grace A 3.5.3 

et grace au fair que tout ~-Module sur Test quotient d'un ~-Module libre, 

donc plat. Choisissons de m@me une r~solution plate L~(Q) de Q coTncidant 

avec L.(Q) en dimensions ~ 2. On a donc des homomorphismes canoniques 

(3.6.1) L.(P) > L~(P) , L.(Q) > L~(Q) , 

induisant un homomorphisme canonique 

dfn dfn 
(3.6.2) L.(P,Q) = L.(P) ® L.(Q) > L~(P,Q) = L~(P) ® L~(Q) ~ ~ , 

qui est un isomorphisme sur les composantes de dimension ~ 2. Par suite 

an a, en vertu des d4finitions, 

(3.6.3) ~L.(P,Q) = ~L.(P',Q') 

Th~orgme 3.6.4. La c@t4gorie cofibr~e additive , sur la cat4$orie 

= GRAB(~) des Groupes commutatifs de ~, form4e des biextensions de (P,Q) 

par un Groupe ab41ien G variable (2.4), est canoniquement 4quivalente 

la cat48orie cofibr~e additive [L.(P,Q) = ~L~(P,Q)' d~finie en termes 

dee L.(P,Q) = L.(P) ® L.(Q) comme en 3.1. 

De ceci, et de 3.2.5, on d4duit le r4sultat principal du pr4sent 

num4ro, annonc4 plus haut : 
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Corollaire 3.6.5. Pour Pet Q fix4s, on a un isomorphisme can0niqug, 

fonctoriel en G : 

(3.6.5.1) Biextl(p,Q;G) ~ Extl(~, G) 

D~montrons 3.6.5, et pour ceci explicitons d'abord les compo- 

santes de dimension O,I et 2 de L.(P,Q) : 

I o(P,Q) = eo(P) ®L(Q) =~[PXQ] 

I(P,Q) = Lo(P) ®LI(Q) + LI(P) ®Lo(Q) =m[P×Q×Q] +m[PxP×Q] 

(3.6.6)~ L2(P,Q) = Lo(P) ®L2(Q) + LI(P) ®~(Q) + L2(P) ®Lo(Q) 

= ~[P×Q×Q] + ~[P×QxQxQ] 

+ ~[PxP×QxQ] 

+ ~[P×PxQ] + ~ [PxP×P×Q] 

Pour explieiter la cat@gorie cofibr4e ~L.(p,Q) via ses cat@gories fibres 

~L.(p,Q)(G), on utilise 1.4 pour expliciter les extensions des Li(P,Q) 

(pour i=O,i,2) par G, en termes de torseurs. Ainsi, une extension de 

Lo(P×Q) par G s'identifie A un torseur sous GpXQ, une extension de LI(P,Q) 

par G s'identifie A un couple d'un torseur sous GpXQ× Q et d'un autre sous 

Gp×p×Q , et de mame une extension de L2(P,Q) par G s'identifie ~ un sys- 

t~me de cinq torseurs, sous les groupes d~duits de G par changement de base 

sur les bases P×QxQ, PxQxQxQ, P×P×QxQ, PxPxQ, P×P×P×Q respeetivement. Utilisant 

ce dietionnaire, on peut interpr4ter un couple (X,~) d'une extension de 

Lo(P,Q) par G, et d'une trivialisation de d~(X)o sur LI(P,Q) , cormne un 

torseur E sur PXQ, muni d'un couple (~,~) de trivialisations du couple 

de torseurs (EI,E 2) sur PxQxQ resp. PxP×Q, ddduit de E par image inverse 
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l'aide de do : LI(P,Q) > Lo(P,Q). Explicitant l'op~rateur diff~rentiel 

do, on trouve cormne dans la d~monstration de 3.5.3 que ~ et ~ peuvent 

s'interpr~ter corm~e desisomorphismes 

: ~(E) <~ q~(E)q~(E) , ~ : V~p(E) K ~ p~(E)p~(E) , 

o~ ~Q, qlq2 sont les trois morphismes P×Q×Q ....... > Q d~duits respectivement 

des trois morphismes Q×Q :~ Q loi de composition, premiere et deuxi~me 

projection, et o~ ~p,pl,P2: P×P×Q > PxQ sont d~finis de fa~on 8y~trique. 

Donc ~ et ~ peuvent s'interpr~ter con~me des donn~es du type (2.0.4) et 

(2.0.7) qui figurent dans 2.1. Enfin, la condition que le couple (X,~) 

soit bien un objet de ~L.(p,Q)(G) , i.e. que la trivialisation partielle 

soit compatible avec la relation dodl=O, s'exprime en termes de la struc- 

ture (E,~,~) par cinq relations de compatibilitY, en termes de torseurs 

sur P×Q×Q, P×QxQxQ, P×P×QxQ, PXP×Q, PXPxPxQ respectivement, ces cinq 

relations correspondant aux cinq termes intervenant dans l'expression 

(3.6.6) de L2(P,Q). On v~rifie alors com~e dans la d~monstration de 3.5.3 

que les deux premieres relations ne sont autres que les relations (2.0.6) 

de commutativit~ et (2.0.5) d'associativit~, dont la eonjonction exprime 

que ~ d~finit sur E une structure d'extension commutative de Qp par Gp . 

De fa§on sym~trique, les deux derni~res conditions expriment que ~ d~finit 

sur E une structure d'extension commutative de PQ par Gp . Enfin, la con- 

dition m~diane, portant sur des torseurs sur P×P×QxQ, n'est autre que 

la cormnutativit~ du diagrarmne (2.1.1), qui exprime que ~ et ~ sont com- 

patibles, i.e. (compte tenu des autres conditions) qu'ils d~finissent 

sur E une structure de biextension de (P,Q) par G. La v~rification de ces 
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interpr4tations est essentiellement triviale, et laiss~e au lecteur. Le 

lecteur admettra sans doute avec nous que les discours pr4c4dents d4finis- 

sent bien une ~quivalence de cat4gories cofibr~es sur ~ = GRAB(T), qui 

est celle annonc4e dans 3.6.4. 

Remarque 3.6.7. Chacune des trois g~n~ralisations signal~es dans 2.10 de 

la notion de biextension permet de donner une variante correspondante de 

3.6.4 (donc aussi de 3.6.5). La g4n~ralisation au cas d'un hombre quel- 

conque de facteurs (cf. 2.10.2) est trivisle, et la g4n~ralisation au 

cas de biextensions de A-Modules (cf. 2.10.3) est immediate, une fois 

qu'on a obtenu la variante de la construction de L.(P) dans ce cas, 

signal~e dans 3.5.4 b). Plus int~ressante du point de vue de l'alg~bre 

homologique semblerait la g4n~ralisation au cas o0 Pet Q ne sont pas 

supposes commutatifs (cf. 2.10.1). Ii convient alors d'associer ~ un 

Groupe P (pas n~cessairement cor~nutatif) de Tun complexe tronqu~ 

l'ordre 2, soit K.(P), qui se d~crit de fa~on analogue que L.(P) dans 

3.5, avec la diff4rence que l'on prend K2(P) =~[P×P×P] ( en omettant 

done le premier facteur qui figurait dans L.(P)), do et d I ~tant d~finis 

cormne dans (3.5.2). Ici H (K.(P)) s'identifie au Groupe P/[P,P] d~duit 
o 

de Pen le rendant ab41ien, qu'on peut aussi identifier au faiscean 

HI(P,~) des groupes d'homologie de degr4 I de P ~ coefficients dans ~, 

et HI(K.(P)) est de m~me isomorphe au faisceau H2(P,~) ; en fait, K.(P) 

n'est autre que le tronqu~ ~ l'ordre 2 du complexe des chalnes de P 

coefficients dans~, soit C.(P,~). Ceci dit, l'argument ~tablissant 3.5.3 

4tablit de m~me que la cat~gorie cofibr~e ~K.(P) sur ~ = GRAB(~) est 
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canoniquement 4quivalente ~ la cat4gorie des extensions eentrales de P 

par des Groupes eommutatifs G variables. On trouve de m~me, pour deux 

Groupes P,Q, une 4quivalence de la cat~gorie cofibr~e des biextensions 

de (P,Q) au sens de 2.10.1, avec la cat4gorie cofibr~e Y__K.(p,Q), o5 

K.(P,Q) = K.(P) ~ K.(Q). 

Ces r4flexions sugg~rent qu'on trouvera peut-~tre, pour P 

con~nutatif, une r4solution canonique de P co, me souhait~e dans 3.5.4 a), 

par une modification judlcieuse du complexe de ehalnes C.(P,~ ). 

3.7. Compatibilit4s diverses 

Dans la pr4sente section , nous examinons le comportement de 

l'4quivalence de cat~gorie cofibr~es 3.6.4, pour Pet Q variables, La 

variance de la cat4gorie cofibr4e des biextensions de (P,Q) par un G 

variable, par rapport ~ P,Q variables, est d4finie en principe dans 2.4, 

et peut aussi se formuler par l'assertion que l'on a un foncteur cofibrant 

(2.6.1). On notera que la variance en P,Q est contravariante. La variance 

de la eat~gorie cofibr~e ~L.(p,Q) par rapport ~ P,Q variables est 4galement 

claire, puisque L.(P,Q) = L.(P) ® L.(Q) d~pend fonctoriellement du couple 

(P,Q) et que ~L. d~pend de fa~on contravariante de L. (3.4). Ceci pos~, 

une premiere compatibilit4 s'exprime, pour tout triple de morphismes 

(3.7.1) P' > P , Q' " > Q , G ...... ~ G' , 

par le fait que le diagramme de foncteurs 

(3.7.2) 

Y--L. (p, Q) (G) 

BIEXT(p, Q; G) 

, > ~L.(p,,Q,)(G') 

> BIEXT(p',Q';G I) 
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est commutatif ~ un isomorphisme canonique pr~s. Nous admettrons cette 

compatibilitY, l'explicitation de l'isomorphisme de commutativit~ ne 

pouvant 8tre qu'aussi ~vidente que fastidieuse (tout cormne, du reste, 

l'explicitation complAte qu'elle suppose de l'~quivalence de eat4gories 

cofibr4es 3.6.4). 

3.7.3. De la compatibilit~ pr~c~dente r~sulte en particulier que l'iso- 

morphisme (3.6.5.1) est fonctoriel non seulement en G, mais aussi en Pet Q. 

On peut ~noncer de m~me, et plus trivialement, une fonetorialit~ analogue 

pour l'isomorphlsme d~fini via (3.1.8) cormne (3.6.5.1) l'~tait via (3.2.4) : 

oE (3.7.4) BiextO(p,Q;G) N> Ext (P~Q,G) -~-~ Hom(I~Q,G) 

Mais on notera qu'on avait d~j~ obtenu un tel isomorphisme dans (2.5.4.1), 

et not~ (2.6) qu'il ~tait fonctoriel en ses trois arguments. Or il est 

i=~4diat de v~rifier que les deux isomorphismes (3.7.4) et (2.5.4.1) sont 

~gaux. 

3.7.5. L'int~r~t de l'isomorphisme de (3.6.5) est qu'il exprime le groupe 

remarquable de nature g~om~trique, Biextl(p,Q;G), en termes d'un invariant 

d'alg~bre homologique tr~s simple Extl(~,G), qui s'ins~re dans la suite 

des invariants Ext (I~DQ,G), ~ laquelle s'appllque le formalisme habituel 

d'alg~bre homologique. En particulier, la suite de ces Ext iest un foncteur 

cohomolo~ique au sens de [3] (ou suite li~e de foncteurs dans la termino- 

logie de [5]) en ehacun des trois arguments P,Q,G. En particulier, une 

suite exacte 

(3.7.5.1) O > G' -----> G • > G" > O 
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(reap. 

(3.7.5.2) O ----> P' > P > P" > O, ou O • > Q' • > Q > Q" > 0) 

donne naissance ~ une suite exacte infinie sur les Ext I, dont les premiers 

six termes (he faisant intervenir que des Ext ° et Ext I) a'interpr~tent 

en termes de biextensions grace ~ 3.6.5 et 3.7.4. On a d4j~ signal4 une 

interpr4tation de la suite exacte d~duite de (3.7.5.1), et notarmnent de 

l'op~rateur cobord 

(3.7.5.3) ~ : Biext°(P,Q;G '') > Biextl(p,Q;G'), 

en termes g~om~triques, dans le cadre de la notion de.qat4~0[ie cofibr~e 

exacte ~ gauche (3.3.6).'On peut se proposer de donner une interpr4tation 

analogue de la suite exacte ~ six termes associ4e ~ l'une des suites exactes 

courtes (3.7.5.2), la premiere disons, ou ce qui revient au m~me compte 

tenu de 3.7.3, de donner une interpretation g~om~trique de l'homcmorphis~e 

cobord 

(3.7.5.4) ~ : Biext°(p',Q;G) ~ ,> Biextl(p",Q;G) 

On a effectivement : 

Proposition 3.7.6. La cat~orie cofibr4e ' sur GRAB(~)°×GRAB(~)°xGRAB(~) 

des biextensions de (P,Q) p@r G, @yeq P,Q,G variables (of. (2.6.1)) es__tt 

exa~te ~ gauche non seulement en itargument G, mais aussi en chacun des 

arguments P e~t Q. Ceci dit, l'homomorphisme cobord (3.7.5.4) d4duit de 

la suite exacte des Ext I associ4e ~ (3.7.5.2) (sr~ce aux isomorphismes 

3.6.5 e_~t 3.7.4) eat l'homomorphisme cobord de la th~orie des cat4~ories 
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cofibr~es exactes ~ gauchgs su[ ~ = GRAB(T) ° rappel~ dans 3.3.6, apvllqu~ 

la cat~orie cofibr~9 des biextensions de (P,Q) par G, o~ Q et G sont 

fixes, et Pest variable (sous r~serve d'erreurde signe dans 3.4,9, (cf. 

3.4.9.2)). 

Esqulssons la d~monstration de 3.7.6. Gr&ce ~ 3.6.4 et la com- 

patibilit~ (3.7.2), nous interpr4tons lea biextenslons de (P,Q) par G 

comme les objets de ~L.(p,Q)(G). Consid~rons l'homomorphisme 

L . ( P , Q ) = L . ( P )  ® L . (Q)  > P ® L . (Q)  

d~fini par Itaugmentation L.(P) ........ > P ; il r~sulte de 3.5.3 et de la pla- 

titude de L.(Q) que cet homomorphisme induit un isomorphisme sur les objets 

H O et HI, donc (3.4.7) une ~quivalence ~P~L.(Q) > ~L.(P,Q)" Ceei nous 

permet d'interpr4ter les biextensions de (P,Q) par G eormme des objets de 

~p~L.(Q)(G). Ceei pos~, la suite exacte (3.7.5.2) donne une suite exacte 

de complexe de chalnes 

(3.7.6.1) O > P'®L.(Q) ...... > P~L.(Q) -'--> P"@L.(Q) > 0 , 

L'exactitude ~ gauche annonc~e r6sulte alors de 3.4.8 appliqu~ A eette 

suite exacte de complexes.(La v6rification directe seralt d'ailleurs 

inan4diate.) D'autre part, l'homomorphisme (3.7.5.4) n'est autre que l'ho- 

momorphisme cobord Ext ° ---->Ext I d~duit de cette suite exaete, en prenant 

les Ext I ~ valeurs dans G, et la derni~re assertion de 3.7.6 est donc 

un cas particulier de 3.4.9. 
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3.8. Biextensions de (P,Q) trivialis4es sur des extensions de Pet Q 

Consid~rons d'abord de~ suites exactes de Groupes ab~liens 

u> p ...... ~ O, O > ~ J~ M .v> Q ......... ~ O (3.8.1) O > LI i> Lo o 

Nous nous proposons de dderire la catdgorle des blextensions E de (P,Q) 

par un Groupe abdlien G, telles que l'image inverse (u,v) @ (E) de E par 

(u,v) soit triviale, i.e. telles qu'il existe un h~omorphisme s rendant 

conanutatif le triangle suivant 

E 

u×v ~ 
P×Q < L XM , oo 

et satisfaisant la condition d'additivitd qu'il faut en chacun de ses 

deux arg~ents. La donn~e d'un tel s pe~et donc d'identifier (u,v)@(E) 

la biextenslon trlviale E = L ~ ×G de (Lo, ~) par G. La propri~t~ 
o O O  

d'exactitude A gauche en P,Q de la cat6gorie cofihrde des blextensions 

de (P,Q) par G fixd (3.7.6) montre alors que la donn~e de la blextension 

E de (P,Q), munie de la trivialisation s de son image inverse, ~quivaut 

essentiellement A la donnde de dew trivlalisations partielles de la biex- 

tension triviale Eo de (Lo, ~) par G, sur (LI, ~) et (Lo, ~) respective- 

ment, qui coincident sur (LI,~). Comme les blextensions induites par E ° 

sur (el,~),(eo,~) et (el,~) s'identifient aux biextensions trlviales, 

une trivialisation partielle sur (LI, ~) (resp. sur (Lo,~)) ~quivaut 

la donnde dtun h~orphisme (ou accouplement) 

(3.8.3) f : LI® ~ ' ~ G (resp. g: Lo® ~ ~ G) , 
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et la condition de compatibilit~ envisag4e signifie slmplement que les 

deux homomorphismes en question coTncldent sur LI~ , i.e qu'on a 

(3.8.4) f(xl@Y I) = g(xl~Yl) 

pour des sections xl,Y 1 de L 1 , ~ sur un objet de T. En termes de l'homo- 

morphisme s de (3.8.2), les formes fet g sont caract~ris4es par les 

conditions 

(3.8.5) S(Xl,Y o) = f(xl~>Yo)eE/Q(yo) , S(Xo,Yl) = g(Xo~Yl)eE/p(X o) , 

qui mettent en ~vidence ~ nouveau la n4cessit4 de la condition (3.8.4). 

La trivialisation s 4rant cholsie, les autres trivialisations 

sont les morphismes s': L XM ..... > E de la forme 
o o 

s'(Xo,Y O) = S(Xo,Y o) + h(Xo@Y O) , (3.8.6) 

avec 

h:L~M >G oo 

une forme queleonque ; il est alors clair sur (3.8.5) que les formes f,g 

d~finies par s sont chang4es en les formes 

f'(xl@Yo) = f(xl~Y O) + h(Xl~Y O) 

(3.8.7) 
g' (Xo@Y I) = g(Xo~gy I ) + h(xo@Y I) 

On trouve ainsi : 

Proposltion 3.8.8. Le sous-groupe de Biextl(p,Q;G) form~e des classes de 

biextensions dont l'image inverse par (u,v) est une biextension triviale 

d_~e (Lo,~) (!-~. ! e no~au de Biextl(p,Q;G)> Biextl(Lo,~;G)) est cano- 

niquement isomorphe) grace ~la description qui precede, au 5roupe quotient 
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du groupe des couples de formes (f,g) (3.8.3), ~etisfaisant la condition 

de compatibilit4 (3.8.4), modulo les couples de formes 9ui proviennent par 

restriction d~une forme h: L ®M > G. 
oo 

Nous voulons maintenant interpr4ter cet isomorphisme en termes 

d'alg~bre homologique, lorsqu'on tient cempte de l'isomorFhisme canonique 

Biextl(p,Q;G) --~ Extl(E~,G) de 3.6.5. Pour ceci, interpr~tons les donn~es 

(3.8.1) comme 4tant deux ccmplexes r~solutions de P resp. de Q, 

' = ---->O , M. : O ~ > ~ ~> M --> O , (3.8.9) L. : O > L1 > Lo o 

et consid4rons le complexe produit tensoriel L.®M. 

d2> T ,;- dl> @M = ~ 0 
O " > LI® ~ LI®~ + ~o~ Lo o 

On salt d'ailleurs qu'on a un homomorphisme canonique dans la cat4gorie 

d4riv4e 

FSQ > L.®M. , 

d~o~ un homomorF~sme non moins canonique 

(3.8.10) HI(Hom'(L.~t,G)) > Ext (P~Q,G) 

On notera d'ailleurs que le groupe des l-cocycles du eomplexe Hom'(L.®M.,G) 

s'identifie au groupe des couples (f,g) comme en (3.8.3), satisfaisant 

la condition de compatibilit~ (3.8.4), en aSsociant ~ un tel couple l'ho- 

momorphisme P : El® ~ + Lo@ ~ > g de composantes (f,8) : 

(3.8.11) F(Xl~Y ° + Xo~Yl) = f(xlGYo) + g(Xo~Yl) 

D'ailleurs le cobord de la O-cocha~ne h : L ®M > G n'est autre que le 
oo 

couple de ses restrictions ~ LI® ~ et Lo~, de sorte que le groupe des 
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couples (f,g) modulo les couples (h,h) d~crit dans 3.8.8 est canoniquement 

isomorphe au premier membre de (3.8.10). Cecl pos~, on a la compatibilitd 

suivante : 

Propositio n 3.8.12. S_~i g 6 Ker(Biextl(p,Q;G)> Biextl(Lo,Mo;G)) est 

d~crit par le c0uple (f,g) eomme dit dans 3.8.8, alors l'image de g dans 

Extl(p ® Q;G) par l'isomorphisme (3.6.5.1) est l'Image par (3.8.10) de 

l'~Igment du premier membre ddfini par le cocycl e (3.8.11). 

La v4rification de eette compatibilit~ est laiss~e au lecteur. 

3.8.13. On vaappliquer ceci en particulier dans le cas o~ on prend 

e =~[P] , M ==[Q] , o o 

L Iet ~ 6tant respectivement les noyaux des homomorphismes canonlques 

[P]---> P, ~ [Q] > Q. Notons que l'on a des Isomorphismes canoniques 

L 
L ® M ---~ L ® M ~=[P×Q] , o o o o 

L Oet M ° ~tant plats, d'o~ on d6duit grace A (1.4.5) des isomorphismes 

C anoQiq ues 

Exti(Lo ~ Mo,G) ---~ Hi(pXQ, Gpx Q) 

De ceci et de 3.6.5, ou directement grace aux d6flnitions et A 1.4, on con- 

clut que le foncteur qui A toute biextension de (Lo,M o) par G associe 

le torseur sous Gpx Q sur PxQ qu'elle induit, est une 6quivalence de 

cat6gories. (Ceci reste valable sans utiliser de structure additive sur 

P,Q .) Par suite, si E est une biextension de (P,Q) par G, il revient 

au m~me de se donner une trivialisation de son image inverse sur (Lo,Mo) , 

ou de se donner une section de E consid4r6 seulement cor~me objet au-dessus 

de PXQ, i.e. une trivialisation de E consid4rd cormne torseur sous Gpx Q. 
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Les biextensions munies de cette structure supp.4mentaire sont donc d4crites 

par les couples (f,g) (3.8.3) satisfaisant la compatlbilit4 (3.8.4), et 

la description ~ isomorphisme pros est celle donn4e dans 3.8.8. 

Notons d'ailleurs qu'avec les notations de 3.5, on peut consid4rer 

L I conmle le conoyau de L2(P) > LI(P), et de m~me pour ~, ce qui permet 

d'expliclter la donn4e de (f,g) en termes d'un syst~me d'homomorphlsmes 

If ' : LI(P) ® L°(Q) ==(PxPXQ) > G 

' : Lo(P) ® LI(Q) =~(PxQxQ) > G , 

i.e. d'homomorphismes de faisceaux dtensembles 

PxPxQ > G , PxQxQ '~ G , 

satisfaisant clnq conditions de compatibillt4 (exprimant que f' et g' 

peuvent se factoriser en f et g - ce qui fait 2x2 4quations ~ ~crlre, 

compte tenu de la forme de L2(P) et L2(Q) comme son,he de deux termes - 

et la condition (3.8.4)). On constate alors que f' et g' ne sont 

autres que les donn~es de multiplication partielle d~finissant une biex- 

tension, et les cinq conditions en question ne sont autres que les clnq 

axiomes des biextensions envisages dans 2.1 (cf. d4monstratlon de 3.6.4). 
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EXPOSE ~II 

COMPLE~NTS SUR LES BIEXTENSIONS. PROPRIETES GENERALES 

DES BIEXTENSIONS DES SCHEMAS EN GROUPES 

par A. Grothendieck 

SOMMAIRE 

O. Introduction 

i. Cas partlculiers divers sur un topos quelconque 

2. Accouplements d~finis par une biextension 

3. Biextensions de schemas en groupes (P,Q) par G : g~n~ralit4s 
-m 

4. Extensions et biextensions des schemas en groupes lisses et 
connexes sur un corps 

5. Extensions et biextens~ons par des schemas en groupes constants 
tronqu4s sans torsion 

6. Extensions et biextensions par le module de N4ron de G 

7. Prolongements canoniques d'extensions et de biextensions par G 
-m 

O. Introduction 

O.I. Nous continuons ici l'~tude g~n~rale des blextensions, commenc~e 

dans l'expos~ precedent. Tout d'abord nous donnons quelques eompl~ments 

dans le cas d'un topos de base g4n4ral, en d~veloppant notamment~ avec 

les d~tails qu'il m~rite, le formalisme des accouplements associ~s aux 

biextensions (n°2), dont l'importance dans la th4orie des schemas ab@liens 

est bien eonnue. D'autre part~ nous abordors l'~tude des biextensions 

de schemas en groupes g~n4raux, le cas le plus int~ressant pour nous 

~tant celui des biextensions par le groupe multiplicatif G . Nous serons -m 

cependant obliges, ~ titre d'interm~diaire technique, d'~tudier aussi 

les biextensions par d'autres types de schemas en groupes (n°s 5 et 6). 
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Le r~sultat le pl~s int~ressant pour la suite est donn~ dans 7.1, qui 

donne des conditions moyennant iesquel!es, pour Pet Q lisses sur un trait 

de point g~n~rique ~, une biextension de (P ,Q ) par Gm peut se prolonger 

en une biextension de (P,Q) par G m , d~termin~e ~ isomorphisme unique pr~s. 

Ce r~sultat sera fort commode dans l'expos~ suivant, consacr~ ~ la th~orie 

du module de N~ron des vari~t~s ab~liennes. II est probable qu'on y pourrait 

s'en tirer ~ meilleur compte, sans l'imposant poids-papier des exposes 

VII et VIII (qui ne servlront plus dans la suite du S~minaire) ; il nous 

semble cependant probable que les d~veloppements donn~s dans ces exposes 

sont appel~s ~ ~tre utiles encore ailleurs. 

0.2. Lorsque nous travaillons avec des schemas en groupes sur un schema S, 

il sera sous-entendu que nous travaillons avec le topos fppf de S, qui 

est le topos associ~ au U-site des schemas localement de presentation 

finie sur S (et E ~), muni de la topologie fppf (SGA 3 IV 6.3). Le lecteur 

v~riflera d'ailleurs sans peine que la plupart des ~nonc~s que nous donne- 

rons seraient ~galement valables (et essentlellement ~quivalents aux 

~nonc~s fppf) pour d'autres topologies sur S (ayant comme categoric sous- 

jacente au site une cat~gorle contenant au moins les schemas localement 

de presentation finie sur S), telles les topologies de Zariski, la topo- 

logie ~tale, la topologle fpqc. Une des raisons en est que, grace ~ la 

th~orie de la deseente, la cat~gorie des extensions d'un schema en groupes 

P localement de presentation finie sur S par le schema en groupes G ne 
-m 

d~pend pas, ~ ~quivalence pros, de l a  topologie choisie, et le m~me ~nonc~ 

vaut pour la notion de biextension. La raison technique pour laquelle il 

y a lieu de pr~f~rer la topologie fppf (ou une topologie plus fine, comme 

fpqc) aux topologies moins fines comme celle de Zariski et la topologie 

~tale, c'est que pour tout entier n > O, l'homomorphisme n.id de G dans -m 

lui-m~me est un ~pimorphisme fppf (car il est fid~lement plat de presenta- 

tion finie), mais en g~n~ral pas un ~pimorphisme (Zar) ou (~t). (NB c'est 

un ~pimorphisme (~t) si et seulement sin est premier aux caract~ristiques 

r~siduelles de Set un ~pimorphisme (Zar) si et seulement si S est vide.) 
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0.3. Signalons enfin que la plupart des 6nonc4s eoncernant les extensions 

ou les biextensions par G restersient valables en remplagant ce groupe --In 

par un tore G. Comme un tel G est localement isomorphe (pour fppf, et 

m~me pour (~t)) A un groupe G r il s'agit I~ d'une g~n~ralisation essen- 

tiellement triviale. 

i. Cas particuliers divers sur un topos ~uelconque 

I.I. Dans le pr6sent num6ro et le suivant, comme dans VII, T d6signe 

un topos, P,Q et G d4notent trois Groupes ab41iens de T, de sorte qu'on 

a un isomorphisme ¢anonique (VII 3.6.5) : 

(i.i.i) Biextl(p,Q;G) ~ Extl(~ ;G) 

Rappelons qu'on a des isomorphismes canoniques (dits "de Cartan") 

(1.1.2) Extl(~, G) -~-~ ExtI(p,RHom(Q,G)) ~ ExtI(Q,RHom(P,G)) 

Tous ces isomorphismes sont fonctoriels en les trois arguments P,Q,G. 

On d6duit de (I.i.I) la suite exacte infinie suivante, compte 

tenu que les objets d'homologie de P~Q sont les Tgri(P,Q) , qui sont nuls 

pour i ~ 1 : 

(I.I.3) O > ExtI(pGQ,G) ---->Biextl(p,Q;G) > Hom(To__~rl(P,Q),G ) > 

Ext2(p~Q,G) > Ext2(1~ l Q,G) > .... 

D'autre part, les objets de cohomologie de RHom(Q,G) ~tant les Ex__~ti(Q,G), 

la premiere 4galit6 (1.1.2) donne lieu ~ la suite exacte ~ 5 termes, 

(1.1.4) O > ExtI(p,Hom(Q,G)) ~ Biextl(p,Q;G) ----> Hom(P,Extl(Q,G)) 

Ext2(p,Hora(Q,P)) > Ext2(p,RHom(Q,G)) , 
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associ~e ~ la suite spectrale habituelle 

Ext~(P,RHom_(Q,G)) ~ ExtP(P,Extq(Q,G)) 

Nous laissons au lecteur le soin de pr~ciser, s'il en ressent le besoin, 

la premiere fl~che de (1.1.3) (resp. de (1.1.4)) ~ l'aide d'un foncteur 

naturel pleinement fiddle 

EXT(P~Q,G) > BIEXT(P,Q;G) (1.1.5) 

(resp. 

(1.1.6) EXT(P,Ho~(Q,G)) > BIEXT(P,Q;G) ), 

o0 EXT et BIEXT d~signent les categories d'extensions et de biextensions 

qu'on devine. 

Bien entendu, l'isomorphisme Biextl(p,Q;G) ~ ExtI(Q,RHom(P,G)) 

donne naissance ~ une suite exacte analogue ~ (1.1.3), avee les rSles de 

Pet Q intervertis, dont la premiere fl~che peut se pr~ciser ~ l'aide 

d'un foncteur pleinement fidgle 

(1.1.7) EXT(Q,Hom(P,G)) > BIEXT(P,Q;G) 

analogue ~ (1.1.6). 

1.2. Supposons qu'on ait 

(1.2.1) To rI(P,Q) = O , 

alors (i.i,3) fournit un isomorphisme canonique 

(1.2.2) Biextl(p,Q;G) -~-~ ExtI(p~Q,G) 

Ii en est ainsi par exemple si P ou Q est un~-Module p!at. On peut ~videm- 

ment pr~ciser cet ~nonc~ en disant que sous la condition (1.2.1), le foncteur 
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(I.I,5) est une 4quivalence de cat4gories, 

1.3. Supposons qu'on ait 

(1.3.1) P~Q = O , 

alors (1.1,3) fournit un isomorphisme canonique 

(1.3,2) Biextl(p,Q;G) ~ Hom(TorI(P,Q),G) 

Le cas le plus int4ressant pour nous o~ (1.3.1) est v4rifi~ est celui o~ 

on dispose d~un entier n > 0 tel que l'on ait 

(1.3.3) nP=P Q = lim i Q 
i n 

i.e. Pest divisible par net Q est limite de sous-Groupes annul4s par 

des puissances de n. Posant, suivant l'usage 

T (P) = ( i P) (syst~me projectif), P = lim .P , 
n i ~O .-r--> l n n i n 

on ¢onclut de (1.3.3) des formules plus pr4cises que (1.3.1) : 

(1.3.4) ~ = O ~rI(P,Q) ~ lim i P ® iQ ~ Tn(P) ~ ~ P ® T (Q) 
' .'r--> ~ n ' 

in n n 

de sorte que l'isomorphisme (1.3.2) prend ici la forme plus concrete : 

(1.3.5) BiextI(p,Q;G) -~ Hom(Tn(P),D(Q))-~Hom(Q,D(Tn(P))--~Hom(Tn(P)@Tn(Q),Tn(G~. 

Pr4cisons la signification de ces formules : 

a) Dans le syst~me inductif qui intervient dana (1.3.4), l'ho- 

momorphisme de transition 

.P ® iQ > oP ® njQ (i ~ j) l n3 n n 
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est d4crit en Identifiant le premier membre ~ nip ® 

et en utilisant l~homomorphisme 

iQ grace ~ nJ-i®id, 

id~inj : nj P ~ ni Q > . P ® 
n J nJ Q 

oR inj : 

o2 

niQ > nj Q d¢signe l'inclusion. 

b) On pose, par d4flnition 

dfn 
T (P) ® Q = lira T (P) ® n ~ n iQ , 

n 

dfn 
T (P) ® M = .P ® M si niM= 0 
n i 

n 

On pr~clse de m~me le sens du troisi~me terme 4crit dans (1.3.4)~ lors- 

qu'on suppose que nQ = Q (de sorte que Tn(Q) est, eorame Tn(P), un syst~me 

projectif strict). Le dernier terme de (1.3.4) est un Hom de syst~mes 

projectifs de groupes. 

c) La lettre D d4signe Hom(-,G). L'objet D(Q) est d4fini corm~e 

le syst~me projeetif de Groupes 

D(Q) = (D( iQ))ieO = (Hom( iQ,G))iaO 
n n 

le deuxi~me membre de (1.3.5) 4rant le groupe d'homomorphismes de sys- 

t~me projectifs de groupes. Le dernier membre s'interpr~te plus simple- 

ment en posant 

D(Tn(P)) = lim~. D(iP) 
17 n 

les morphismes de transition de ce syt~me inductif ~tant 4videmment ceux 

qui se d~duisent par transposition des morphismes de transition 
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n j-I : .P > .P de T (P). 
nj n I n 

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter le ealcul de 

To___/rI(P,Q) indiqu4 dans (1.3.4), et la consequence (1.3.5) de ce caleul. 

Notons seulement qu'on utilise les relations d4duites de la deuxi~me 

hypoth~se (1.3.3) : 

Tor (P,Q) ---~ lim T0rp(P, iQ) 
P ~ ' I n 

qui pour p=O donne imm~diatement P~Q = O, et qui ram~ne le calcul du 

To__!rl(P,Q) ~ celui des TOrl(P , iQ) et de leurs morphemes de transition. 

n i 
Ii reste done, lorsque Q est annul4 par un entier m = n 

expliclter un isomorphisme 

(1.3.6) TOrl(P,Q ) < N P ® Q (mP=P mQ = O) 
m m 

II y a diverses faGons de la faire, l'une d'elles consistant A utiliser 

la suite exaete des Tor associ6e ~ la suite exacte 

O ..... > P >p m>p ..... >O 
m 

On peut aussi utiliser l'homomorphlsme (2.1.i) ei-dessous ; le fait que 

les morphlsmes de transition sent ceux pr4cis4s dans a) n'est alors 

autre que 2.1.11. Signalons que de toutes fagons, le ehoix de (1.3.6) 

revient au choix d'un signe, el. 2.1.10. 

1.4. Supposons que l'on ait 

(1.4.1) Ho__m_(Q,G) = O, 

alors (1.1.4) fournit un isomorphisme canonique 

Biextl (P, Q;G) --~---> Hom(P, ExtI(Q,G)) (1.4.2) 

tel que mP = P, 
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Ce cas se pr~sente en particulier si Q est un schema ab~lien et si G = G , 

cf. Vl!X.3.8.Donc le foncteur en P, P I > BlextI(p,Q;G) est representable 

par Q~ = ExtI(Q,G), et on trouve en particulier une biextension eanonique 

E Q de (Q~,Q) par G, d~fini ~ isomorphisme unique pros (puisque le groupe 

des automorphismes de E Q est Hom(P,Hom(Q,G)) = 0), On po~rr~ppeler eette 

biextension, ou la ~iextension cym~tr~que SEQ de (Q~Q~) p~ ~ In b~extension 

de Well d~ (Q~,Q) ou (Q,Q~) par G. 

1.5. Supposons que l'on air 

(i,5.1) Hom(P, ExtI(Q,G)) = O , 

ce qui est le cas en particulier si ExtI(Q,G) = 0 (par exemple si Q est 

un schema en groupes fini localement libre ou un groupe de type multi- 

plicatif (SGA 3 IX), et G = G , cf. 3.4 ci-dessous). Alors (1.1.4) four- 

nit un isomorphisme canonique 

(1.5.2) Biextl(p,Q; G) <~ ExtI(p,Hom(Q,G)) , 

o~ Hom(Q,G) joue le role d'un "groupe dual" de Q (relativement ~ G). 

Plus pr~cis~ment, on d~duit de 1.5.2 que le foncteur pleinement fiddle 

(1.1.6) est une ~quivalence de c at~$ories. 

1.6. Suppossons que l'on ait simultan~ment les relations 

(1.6.1) Hom(P,G) = O, Hom(P,ExtI(Q,G)) = O 

En vertu de 1.4, ces deux relations impliquent respectivement qu'on a des 

isomorphismes 

Biextl(p,Q;G) ~ > 

Biextl(p, Q;G) <~ 

Hem(Q, Extl (P, G)) , 

Ex tl (P,Hom(Q, G)) , 
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dWo5 en composant un isomorphisme canonique 

(1.6.2) Extl(e,Hom(Q,G)) --~---> Hom(Q,ExtI(p,G)) ( ~ Biextl(p,G;G)) , 

jouant le rSle d'une formule de dualitY. Notons d'ailleurs que la premiere 

relBtion (1.6.1) implique ~videmment que Hom(I~Q,G) = O, donc que la 

cat~gorie EXT(P,Hom(Q,G)) des extensions (commutatives) de P par Hom(Q,G) 

est rigide (tout automorphisme d'un objet est l'identit~), et qu'il en 

est de m~me de BIEXT(P,Q;G). La structure de ces categories est donc 

connue quand on connalt le groupe des classes d'isomorphie d'objets, 

qui en vertu de (1.6.2) est canoniquement isomorphe ~ Hom(Q,ExtI(p,Q)). 

Notons que l'application (1.6.2) est d~finie en tous cas (sans 

supposer (1.6.1)), et qu'elle peut se ddcrire aussi directement, sans 

passer par Biextl(p,Q;G), en termes de l'accouplement naturel 

Q × Q' > G 

(o~ Q' = Hom(Q,G)), en l'interpr@tant comme un homomorphisme Q--> Hom(Q',G), 

d'o~ un compos@ 

(1.6.3) Extl(e,Q')× Q--> ExtI(p,Q')× Hom(Q',G) > ExtI(p,G), 

qui redonne (1.6.2). 

Pour un cas utile o~ les consid~ra~ons de 1.6 s'appliquent, 

voir 3.7 ci-dessous. 

2. Accouplements d@finis par une biextension 

2.1. Soient Pet Q deux Groupes ab~liens sur T, et n > O un entier. 

Rappelons qu'on ddsigne par nP le noyau de la multiplication par n idp. 

Nous allons d~finir un homomorphisme canonique 
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n 
(2.1.1) a = ap, Q : P ® Q ---> TorI(P,Q) 

n n 

qui sera le compos~ 

(2.1.2) n P ® nQ > To___~rl(nP,nQ) .> TOrl(P,Q) 

n 
o~ la premiere fl~che est a et la deuxi~me est celle d~duite des 

nP,n Q ' 
inclusions riP---> P' n Q--> Q" On est donc ramen~ ~ d~finir (2.1.1) dans 

le cas o~ on a nP= O, nQ = O, i.e. oh Pet Q sont des ~/n~-Modules. 

Supposons seulement nQ = O. Prenant une r~solution plate L. de P (en 

rant que ~-Hodule), on trouve des isomorphismes canoniques 

P~ Q --~ L.®~ Q --~ (L.®~/n~)®~/n~ Q ' 

qu'on peut ~crire comme un isomorphisme dans la cat~gorie d~riv~e 

(2.1.3) P~Q ~ (l~/n~) ®~/n~ Q , 

donnant naissance ~ la suite spectrale de type homologique "de Kunneth" 

(cf. SGA i IV 5.2) : 

(2.1.4) Tor~ (P,Q) <--~ E 2 = Tor 2Z/n~Torq~P,2Z/n2Z),Q) 
p,q --p 

Rappelons d'ailleurs qu'on a des isomorphismes canoniques 

dfn 
Tot 2Z (p,Zg/n2g) = p = P/nP , To r I (P,Z~/n2Z) "~ P 

o n n ' 

Tot. 2Z (P,ZZ /n2Z ) = 0 si i ~ 2 , 

des To~(P,~Z /nZ~ ) h l'aide de la r~solution plate d~duits du c a l c u l  

canonique suivante de (~ /u~ )T 

O'  >~ 
T 

~J 

m 1 

n 

T 

0 
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l'augmentation ~o > (~ /n~ )T ~tant d~finie en envoyant 1 sur I. Par 

suite, la suite spectrale (2.1.4) se r~duit essentiellement & une suite exacte 

(2.1 5) 0---> Tor~/n~(Pn,Q) --> P ® Q ~> ~ " n Tor (P,Q) > Tot /n~ (pn, Q) -->O, 

= o~ on a pos~ Pn P~ ~ /n~ = P/nP. L'homomorphisme ~ cherch~ est l'ho- 

momorphisme-coin 2 EO, I > Tot qui figure dans la derni~re suite exacte. 

Cette dernigre 4tant ~videmment fonctorielle en Pet en Q, la fonctoria- 

lit4 en P montre que l'homomorphisme envisag4 est bien le compos4 

nl~gQ > TOrl(nP,Q) ~ > TorI(P,Q) , 

o~ le premier homomorphisme est l'homomorphisme ~ d~fini co~e pr~c~dem- 

ment, mais avec (P,Q) remplac4 par (nP,Q), et o~ le deu i~me homomorphisme 

provlent de l'inelusion P ~ Q. 
n 

2.1.6. Ceci d~flnit donc bien, pour Pet Q quelconque, un homomorphisme 

(2.1.1) satisfaisant ~ la condition de factorisation (2.1.2). De plus, 

pour nQ=O, la suite exacte (2.1.5) montre que ~ est un isomorphisme d~s 

que P est plat sur~/n~ (ce qui est le cas en particulier si P = O 

i.e. nP=P i.e. Pest n-divisible, ou si P lui-m~me est un~/n~-Module 

plat) ou si Q est un ~/n~-Module plat. 

2.1.7. Explicitons le calcul de l'homomorphisme ~ de (2.1.5). Pour le 

connaStre, il suffit de connaltre, pour toute section q de Q (sur un 

objet Set T, disons l'objet final pour simplifier) l'homomorphisme 

P > Tor~ (P,Q) correspondant Or on peut consid4rer q comme l'image 
n 

de la section I de (~ /n~)T par un homomorphisme Uq : (~ /n~)T > Q 

bien d~termin~, et la fonctorialit4 de l'homomorphisme ~ en Q nous 
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ram~ne donc au cas o8 Q est le faisceau constant (~/n~)T ' et o~ q est 

la section unit~ de (~/n~)T "Dans ce cas, identifiant 

Tor~ (P,Q) = Tor~ (P,~/n~) ~ P comme expliqu~ apr~s (2.1.4) ci-dessus, 
£ 

l'homomorphisme cherch~ est l'identit~, en d'autres termes, l'homomorphisme 

coin E 2 = Tor ~ (P,~/n~) ®~/n~ ~ /n2Z > Tor ~ (P,~ /n~) est 
O,q ----q q 

l'identit~. Cela r~sulte en effet irmn~diatement des d~finitions (et 

l'assertion analogue reste valable en rempla~ant ~ et son quotient 

/n~ par n'importe quel Anneau A sur T et n'importe quel Anneau-quotient 

A/I de A). 

2.1.8. On peut =~o~" ~= ddter~iner l'hcmomorphisme ~ de (2.1.1) en d~crivant, 

pour tout couple de sections p de Pet q de nQ (sur un objet S de T, que 
n 

nous prendrons ~gal h l'objet final pour simplifier les notations), is 

section (p,q) de Tor~ (P,Q). Utilisant comme ci-dessus la fonctorialit@ 

de ~ en Pet en Q, on est donc ramen@ au cas o~ on a 

p = Q = (2Z/n2Z)T , 

pet q ~tant la section unit~ de (Z~ /nZZ)T ' et on est donc ramen~ ~ dE- 

terminer 1 ' homomorphisme 

C~ : (2Z /nTZ)T ® (~ /nZ~)T ----> Tor~ (TZ /n~)T ' (Tz /n~)T ) 

La description 2.1.7 nous montre que c'est l'isomorphisme 

(2.1.8.1) (ZZ/nZg)T --~ Tor~ (2Z/n2Z)T , (2Z/nZE)T) 

d~duit de la r~solution plate canonique 

(2.1.8.2) 0 " > ~ '~ > ~ > O 
T T 
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du premier facteur, P = (~/n~ )T ' qui figure dans le TOrl . 

2.1.9. La d~finition donn~e de (2.1.1) n'est pas sym~trique, et on peut 

en ¢changeant les rSles de Pet de Q dans la construction pr¢cCdente, 

dfifinir un homomorphisme analogue 

n p ® nQ > TOrl(P,Q ) (2.1.9.1) ~P,Q : n 

en se ramenant d'abord au cas nP=O, et utilisant une resolution plate 

de Q. On peut aussi d~finir ~ en termes de ~ , de fa~on ~quivalente, par 

la commutativit¢ du diagramme 

(2.1.9.2) 

nP~n Q ~ > nQ~nP 

~n l n P,Q C~Q,p 

rorl(P,Q ) ~ > To rI(Q,P) 

o~ les fl~ches horizontales sont les isomorphismes de sym6trie. Ceci pos~, 

les relations entre ~ et ~ sont donnCes par la formule : 

(2.1.9.3) ~n n p,Q = _ ~p,Q 

en d'autres termes : 

L emme 2.1.10. Soient Pet Q deux Groupes 9on~nutatifs, n > 0 un entier. 

Alors le diagranmae suivant est anticormnutatif, o_~ ~ est d~fini darts (2.1.1) : 

(2.1.10.1) 

N 

nP~n Q ) nQ~gnP 

n I - I n C~v, Q aQ, p 

TOrl(P,Q ) "~ ~. To__/.rI(Q,P) 

les fl~ches horizontales 4rant les isomorphismes de sym~trie. 
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D4monstration. Le proc~d~ de 2.1.8 nous ram~ne aussitSt au eas o~ on a 

P=Q = (~/n~)T ' et ~ prouver alors que les deux isomorphismes (2.1.8.1) 

obtenus en r~solvant, par (2.1.8.2), le premier et le deuxi~me argument 

respectivement intervenant dans le Tor I , on trouve des isomorphismes 

qui different par le signe (ou encore, que l'isomorphisme de sym~trie 

sur T0.r~ (ZZ/n~ , ~Z/nZ~) est -id). On peut ~videmment supposer pour 

ceci que ~ est le topos ponctuel, i.e qu'on travaille dans la eat~gorie 

des groupes cormmutatifs ordinaires. Or soit L. le complexe 

n 
L. = O > ~ > ~ > O , 

consid~r~ comme r4solution plate de P = Q = ~/n~. Utilisons L.@L. 

pour le calcul de TOrl(P,Q) = TOrl(~ /n~,~ /n~), alors les isomorphismes 

avec le H I de L.~ /n~ (qui permet de d~finir ~) et avec le H I de ~ /n~@L. 

(qui permet de d~finir ~) sont d~finis respectivement par l'augmentation 

L. > ~ /n~ du deuxi~me et du premier facteur de L.~L. . II s'ensuit 

aussitSt que ~(I,i) est repr~sent~ par le cycle 

- Io~I I + ii®I ° E (e.®e.) I = LolL I + LI®Lo(NB on d~signe par i ° et i I respec- 

tivement l'~l~ment I de L ° et de LI) , tandis que ~(I,I) est repr~sent~ 

par le cycle Io~i I - II~io . Cela prouve donc 2.1.10. 

Pour termlner ces g4n~ralit4s sur les accouplements ~, il 

faut encore pr4eiser les relations entre les divers homomorphismes 

n 

p,Q, pour n v~riable. Le r~sultat principal est donn~ dans le 

Lermme 2.1.11. Soient P,Q deux Gr0upes commutatifs de ~, n e_~t n' deux 

entiers > O tels que n' soit un multiple de n, soit n' = mn. Alors on a 

conunutativit~ dans le dia~ramme suivant 
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( 2 . 1 . 1 1 . 1 )  

Pm 

P ®  
n 

n,P ® n Q 

n Q n ,P ® n,Q 

%,Q 

Tot i ( e, Q) 

--°~ Pm : n 'P > nP d~si~ne l'homomorphisme induit par m. idp, __et 

i : n Q > n,Q d~sisne l'inclusion. On a de m~me commutativlt~ dans le 
m . . . .  

diagramme analogue (2.11.2), sym~tri~ue de (2.11.1), dont les somanets 

sont les m@mes que ceux de (2.11.1), s~uf le so,met sup4rieuq n,P~nQ, 

qui est remplac4 par n P ® n, Q . 

Ii suffit en effet de prouver le premier ~nonc~, le deuxi~me 

s'en d~duit par sym~trie, compte tenu de 2.1.10. On est ramen4, par le 

proc~d~ de 2.1.8, au cas o~ Test le topos ponctuel, i.e. oO Pet Q sont 

des groupes eormmutatifs ordinaires, et o~ on a P = ~/n'~, Q = ~/n'~ . 

En fait, on utilisera pour P la seule hypoth~se n'P=O° Nous identiflerons 

TorI(P,Q) ~ nip = P, grace ~ la r~solution 0 > ~-~-> ~ > 0 de Q, 

et de m~me T°rl(nP,n Q) ~ P grace h la r~solution 0 ...... > ~ n ~ > 0 n 

de n Q-~-~ ~/n~, dont l'augmentation est donn~e en envoyant I ° sur m. IQ 

(IQ d~signant l'~l~ment i de Q = ~/n'~). L'homomorphisme 

TOrl(nP, nQ) - ~ > TorI(P,Q) 

n P n ,P = p 
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d~duit des inclusions nPC > pet nQC > Q n'est alors autre que l'inclu- 

sion naturelle n P( > n,P. Par suite, identifiant le son~etsupdrieur de 

(2.1.11.1) ~ P/nP, grace au g4n~rateur m. iQ de nQ , permettant d'identifier 

n Q ~ ~/n~ , le dlagramme envisag~ devient 

P/nP 

P 

n ~__> x ~  S / P 
x ~ >x 

" ~ n , P  

qui est 4videmment commutatif. 

Corollaire 2.1.12. Avec les notations de 2.1.11, on a cormmutativlt4 dans 

le diagran~nesulvant 

(2.1.12.1) 

n,P ® n,Q 

%,Q 

n,TOrl(P, Q) 

m®m 

m 

> n P @ n Q 

n 

&P, Q 

> nT°rl(P'Q) 

ohm, dans la description des fl~ches horizontales, m d~signe les homomor - 

phismes n 'E---> nE Induits ...... par m. ld E (pour E ~gal respectivement ~ p,Q 

et ~ TOrl(P,Q)) . 

En effet, en vertu de 2.1.11 on aura, pour x 6 n,P(S), y 6 n,Q(S) : 

n' n' 
&n(mx~my) = ~ (x~my), or le deuxi~me membre est ~gal A m~ (x~y) puisque 

x~ny = m(x~y), d'o~ le commutativit4 de (211.12.1). 
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2.1.13. Soit ~ un nombre premier. Pour tout Groupe commutatif E, d~si- 

gnons par T6(E) le syst~me projectif 

(2.1.!3~I) T~(E) = (~E)~e O ' 

qul d~pend ~videmment fonctoriellement de E. Alors les compatibilit~s 

2.1.12, pour n,n' de la forme 6V ~' avec ~'~, nous montrent que les 

o~, Q pour v variable ddflnissent un homomorphisme de syst~mes projectlfa, 

fonctorlel en P,Q : 

(O 
(2.1o13.2) ~p,Q : T6(P) ® T6(Q) u> Ti(TOrl(P,Q) ) 

La connaissanee de ces homomorphismes, pour tout hombre premier ~, 4qui- 

n vaut 4vldemment ~ la connaissance des ~p,Q pour tout entier n. Les rela- 

tions d'anti~ym~trie 2.1.10 se traduisent alors par les relations d'anti- 

symdtrie analogues 6-adiques, pour tout ~, exprlm~es par l'antlcommutatl- 

vit~ des diagran~nes 

T6(P) ® T6(Q) > T~(Q) ® T~(P) 

(2.1.13.3) &p,Q _ &Q,p 

T6(TorI(P,Q)) ......... > T~(TorI(Q,P)) , 

o~ les fl~ches horizontales sont les fl~ches de sym~trle. 

Remarque 2.1.14. On peut gdn~raliser la construction de l'homomorphisme 

(2.1.1) et les r~sultats 2.1.10 et 2.1.11 le eoncernant au cas o~ on 

se donne un Anneau commutatif ~ sur T, et deux Id~aux ~ et ~ de A (qul 

dans le cas traitds prdcdder~ment se rdduisent au mame Ideal n~ T de 
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l'Anneau constant ~T sur T). On d~finit alors un homomorphisme fonctoriel 

en les ~-Modules P,Q : 

(2.1.14.1) a P ® b Q --~--> HOmA(aNb/a.b , Tor~(P,Q)) 

comme compos~ des homomorphismes 

P® 
a b Q -:~ Hom(A/~,P) ® Hom(A/b,Q) --> Hom(TOrl(A_/~,~/~),To__[rl(P,Q)) 

compte tenu de l'isomorphisme canonique bien connu 

(2.1.14.2) T~,(A/~,~/b) -~-~ ~Nb/a.~ ; 

en fait, c'est dans le choix de cet isomorphisme, suivant qu'on travaille 

avec la r4solution 0--> a--> A > 0 de A/a ou la r4solution 

0 > ~--> A--> 0 de ~/~, qu'est "cach4" Ic signe de 2.1.10, qui se 

g4n~ralise ici en l'anticor~nutativit~ du diagramme 

P® 
a 

(2.1.14.3) i -1 
b Q ~ ~ b Q ® P a 

Hom(oN b/a.~,T_=~l(p,Q)) --> Ho_m(!N b/~.~,T_o~I(Q,p)) 

o~ les fl~ches horizontales sont les fl~ches de sym~trie. Lorsque ~=__b, 

cette snticormnutativit~ peut aussi s'exprimer par le fait que l'automor- 

phisme de sym~trie dsns TOrl(~/a,A/~ ) est ~gal ~ -id .Dans le cas par- 

ticulier o~ ~ = b = n_A~ n ~tant une section de A, alors la multiplication 

par n induit un ~pimorphisme 

A/a ->aNa/a.a = a/a 2 , 

d'o~ un isomorFhisme injectif fo!icTccriel en le A-Module T 
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Hom(a/a2,T) " > T , 

de sorte que dans ce cas l'homomorphisme (2.1.14.1) s'interpr~te comme 

un homomorphisme 

(2.1.14.4) n P ® nQ ....... >n%Orl(P,Q) , 

plus proche de la forme (2.1.1). Supposant toujours a = b=n~_, et n une 

section r~$uli~re de ~, la suite spectrale (2.1.4) garde un sens dans 

le cas present, et donne lieu ~ une suite exacte de termes de bas degr~ 

qui g~n~ralise (2.1.5) (Q ~tant maintenant un A-Module annul~ par ~) : 

A A/nA _.> ~-> Tor ~(e, ~ A/n 
--> T o__~ ~en, Q)--> o. (2.1.14.5) Tor~(P,Q) --> To~ --(Pn,Q) n P~ Q 

Revenons au cas o~ ! et ~ sont quelconques, et oO on se donne deux sec- 

tions pet q de ~, on trouve alors commutativit~ dans le diagranm~e sui- 

vant (dont (2.1.11.1) est essentiellement le cas particulier obtenu en 

prenant q=l) : 

P® p_a 

a P ~D bQ 

(2.1.14.6) 

Hom(aN _b/_a.b, T0 r I ( P' Q) ) 

l n c  

Horn( a Nb_l pq_a .b, Tor I ( P, Q) ) 

q_~Q 

P® pq~ pq~Q 

Ho__mm(pqaf~pq~ / pq~.pq~, T@rI(P,Q) ) / ,  
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oO i : p P > Pet j : Q ~ pqb Q sont les inclusions canoniques, pqa ~ _ 

et (pq)e d4signe l'homomorphisme injectif d4duit par passage aux Hom 

de l'homomorphisme surJectif ~Qb/pq ~.~ > pq ~n~/pq.a.pq~ induit 

par la multiplication par pq . Lorsque a = b = nA, ce diagramme se 

r~crit sous une forme plus simple (donn4e dans (2.1.11.1) pour q = I), 

2.2. Consid4rons maintenant, en plus de Pet Q, un Groupe commutatlf G. 

Nous avons alors d4fini dans (1.1.3) un homomorphisme canonique, fonc- 

toriel en P,Q et G : 

(2.2.1) Biextl(psQ;G) , > Hom(TorI(P,Q),G ) 

D~autre part, sin est un entier > O (resp. si 6 est un nombre premier) 

alors l'homomorphisme ~np,Q de (2.1. I) (resp. l'homomorphlsme ~p,Q de 

(2.1.13.2)) donne un homomorphisme 

Hom(TorI(P,Q)~G) > HOm(nP ~ n Q , G) 

(resp. un homomorphisme 

Hom(Torl(P,Q),G) > Hom(T6(P)~T6(Q) , T6(G)) ). 

Ces derniers homomorphismes sont ~galement fonctoriels en P,Q,G. Les 

composant avec (2.2.1), on en d~duit des homomorphismes canoniques, 

fonctoriels en P,Q,G : 

n 
(2.2.2) O = ~p,Q : Biextl(p,Q;G) > Hom(nP~nQ, G) , 

~(~)- (~) Biextl(p,Q;G) > Hom(T6(P)~Iri(Q), T~(G)) (2.2.3) - ~p,Q: 

Pour 

(2.2.4) ~ 6 Biextl(p,Q;G) , 
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n (resp. ~(~)) son image par (2.2.2) (resp. (2.2.3)) : on d4signe par ~ 

(2.2.5) ~ : n P ® n Q > G (ou n G, au choix) , 

(2.2.6) ~(~): T6(P) ~ T6(Q) > T6(G) 

2.2.7. Evide=ent la connaissanee de ~(~) ~quivaut & celle des ~(~) 
pour tout n de la forme ~ , avec ~ ~ O, et pour n fix~, la connaissance 

de ~(~) ~quivaut & eelle de l'homomorphisme 

(2.2.8) TorI(P,Q) > G , 

n 
image de ~ par (2.2.1), sur l'image de ~p,Q : nP~nQ > TorI(P,Q;G). 

On notera que lo rsque  I~-nP e t  Q=nQ, a lo r s  l ' im age  prgc~dente e s t  ~gale 

& nTOrl(P,Q) , cormme il r~sulte ais~ment de la consid4ration de la suite 

exaete (1.3.5) et de la suite exacte analogue pour Q ; d'autre part, 

si Pet Q sont divisibles i.e. si nP=P,nQ=Q pour tout entier n > O, 

alors on v4rifie ais~ment que T@rI(P,Q) est de torsion i.e. 

T orI(P,Q) = l.i ~ nTOrl(P,Q) , de sorte que dans ee cas la connaissance 
n 

n 
des ~ pour tout n ~quivaut & eelle de (2.2.8), tandis que la eonnais- 

sance de ~(~)-, pour un nombre premier donn4, ~quivaut & celle de la 

restriction de (2.2.8) & la composante 6-primaire de Tor I(P,Q). Nous 

allons explieiter maintenant les propri~t~s de sym4trie des accouplements 

(2.2.4), (2.2.6) associ~s aux biextensions. Notons d'abord qu'on a un 

diagramme commutatif 

(2 .2 .9 )  

Biextl (p, Q; G) ~ > Biextl(Q, P;G) 

Hom(Torl(P,Q),G ) ~ > Hom(T0rI(Q,P),G) 
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oh les fl~ches horizontales sont les fl~ehes de sym~trie (la premiere 

de ees fl~ches ~tant d~finie dans VII 2,7 ), et les fl~ches verticales 

sont (2.2.1). Cette commutativit4 r~sulte en effet de la commutativit4 

des deux carr~s composants du diagramme plus complet 

(2.2.1o) 

Biextl(p,Q;G) ..................... N > Biextl (Q, p; G) 

i ~ ]L 
Ext (I~,G) ~ > ExtI(Q~P,G) 

Hom(TOrl(P,Q),G) ~ > Hom(To___~rI(Q,P),G) , 

oh la premiere fl~che vertlcale de chaque colonne est l'isomorphisme 

canonique de VII 3.6.5 , et la deuxi~me fl~che est l'homomorphisme 

~vident. La commutatlvit~ du deuxi~me carr~ de (2.2.10) est triviale, 

compte tenu que l'isomorphisme de sym~trie ~ ~ QfgP induit par 

d4finition l'isomorphisme de sym4trie T0.rI(P,Q) ~ TorI(Q,P) , et que 

pour un complexe variable L. , l'homomorphisme canonique 

ExtI(L.,G) N Hom(HI(L.),G) est fonctoriel en L, . Quant ~ la com- 

mutativlt~ du premier carr4 de (2.2.10), elle r4sulte de l'explieltation 

simultan4e des isomorphismes de sym~trie et des isomorphismes verticaux 

d~finis dana VII 3. 6.5 , et nous laissons le d~tail de la v4rifieation 

au lecteur ; on utilisera le fair que l'isomorphisme de sym4trie 

L,(P)~L.(Q) "~ L.(Q)®L.(P) induit en degr~ I l'isomorphisme 

Lo(P)(~LI(Q) + LI(P)~Lo(Q) ~ Lo(Q)®LI(P) + LI(Q)fgLo(P) 

qui est dDnn4 sur les sommandes correspondants par l'isomorphisme de 
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sym~trie ordinaire des modules non gradu4s sous-jacents (donc sans 

intervention d'un signe). 

Compte tenu de la commutativlt4 de (2.2.9), l'anticommutativit4 

de (2.1.IO.I) se traduit, en termes des q0 n ou des ~(~), par la relation 

suivante : 

Proposition 2.2.11. On a anticormmutatiyit~flans les diasrammes suivants : 

(2.2.11.1) 

Biextl(p,Q;G) ~ , ;~ Biextl(Q,p;G) 

n [ In ~0p,Q ', -- ~0Q,p 

HOm(nP ® nQ, G) ~ > HOm(nQ ® n P , G) 

(2.2.11.2) 

Biextl(p,Q;G) ~ > Biextl(Q,P;G) 

~P, Q - ~Q, P 

Hom(T~(P)~T6(Q),T£(G) -~> Hom(T6(Q)®T4(P),TI(G)) 

O0 les fl~ches horizontales sont les fl~ches de s}~n4trie. 

Signalons le corollaire important : 

Corollaire 2.2.12. Supposons. P=Q, et supposons. . que ~ soit la classe 

d'une biextension sym~trique (resp. antis~m4trique) __de (P,Q) par G, 

i.e. qu'on ait s~ = ~ (resp. s~ = _~), o~ s~ d4sl~ne l'ima~e de 

n par s~nn4trie. Alors les appllcations bilin4aires c p ~ ( s u r  nPXnP) e~t 

q0(~ ) (sur T~(P)×T~(P)) sont antisym~triques (resp. sym~triques~. 
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Remarque 2 .2 .13 .  Supposons ~ Sym~trique.  S i n  ( r e sp .  ~) e s t  impa i r ,  a l o r s  

( r e s p .  ~ ( ~ ) ) e s t  m~me une forme n i l  r ~ s u l t e  de 2 .2 .12  que ~ a l t e r n ~ e  

Cette conclusion n'est pas valable en g~n~ral sans la restriction n 

resp. ~ impair, conx~e on voit d~Jh dans le cas o~ Pest le groupe or- 

dinaire ~/2~ , et G = 2Z/2~ . Supposons cependant que l'on air 2P = P, 

(ce qui est le cas en particulier si Pest un schema ab~lien, en travail- 

lant cormme d'habitude avec la topologie fppf ou fpqc), alors il est 

encore vrai que les formes pr~c~dentes sont altern~es. II suffit de voir 

2 V 
que ~ (x,x) = O, or, connne 2P=P, on peut supposer que l'~l~ment donn~ 

x E2vP (S) est de la forme 2y, avec y E 2v+IP(S) , et on a alors 

2 v ~+I 2~+1 
(x,x) = 2 d (Y,Y) = O, puisque ~ est antisym~trique. 

2.3. Lien avec la "dualit~ de Cartier". La description donn~e dans 2.2 

des accouplements d~finis par une biextension, via le th~or~me d'isomor- 

phisme VII 3,6.5 et l'homomorphisme (2.2.1), n'est ~vider~nent pas la 

definition qui avait ~t~ utills~e prdcddemment dans le cas des schdmas 

ab~liens (hun moment oh la notion m~me de biextension n'existait pas 

encore|). Celle-ci proc~de via la dualltd de Cartier, et nous allons 

donner maintenant la relation avee cette derni~re. 

Reprenons l'homomorphisme 

(2.3.1) Biextl(p,Q;G) ~ Hom(P,Extl(Q,G)) 

provenant de la suite exacte (1.4), qui est d'ailleurs un isomorphisme 

dans le cas o~ l'on a 

( 2 . 3 . 2 )  Hom(Q,G) = O , 
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condition v4rifi~e en particulier lorsque Q est un schema ab~lien sur 

un schema S, et G est le groupe multiplicatif G (VII 1.3.8 ). On a d'autre 
--m 

part un homomorphisme ~vident "restriction ~ n Q", ExtI(Q,G) -->Extl(nQ,G), 

d'o~ un homomorphisme eompos~ 

(2.3.4) Hom(P,Extl(Q,G)) -->Hom(P,Extl(nQ, G))-->HOm(nP,nExtl(nQ,G)) , 

o~ la deuxi~me fl~che est l'homomorphisme de restriction ~ P . Composant 
n 

avec (2.3.1), on trouve un homomorphisme 

(2.3.5) Biextl(p,Q;G) ---~ HOm(nP,nExtl(nQ, G)) 

D'autre part, la suite exacte 

(2.3.6) O > nQ ' > Q n > nQ > O 

donne lieu h une suite exacte des Exti(-,G), d'oh une suite exacte courte 

. > HOm(nQ, G) ~ > Extl(nQ,G) > 0 , (2.3.7) O ~ H°m(Q' G)n " n 

o~ E n d6signe, conmae d'habitude, E/hE . On en retiendra Ithomomorphisme 

canonique surjectif 

(2.3.8) HOm(nQ,G) ~ > Extl(nQ, G) 

qui est d'ailleurs un isomorphisme si Hom(Q,G) n = O, afortiori si on 

a (2.3.2). De (2.3.8) on d4duit un homomorphisme 

(2.3.9) HOm(nP,HOm(nQ, G)) ~ HOm(nP~nQ, G ) > HOm(ne,nExtl(nQ, G)) , 

qui est un isomorphisme si on a (2.3.2). 

Tousles homomorphismes envisages sont fonctoriels en P,Q,G. 

Les homomorphismcs ..... 5~, (2.3.9) et (2.2.2 ~ donnent lieu 

un diagramme 
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( 2 . 3 . 1 0 )  

Biextl(p,Q;G) 

Hom(nP~nQ, G) (2.3,9~> Hom(nP, nExt I (nQnG)) 

off la fl~che horizontale (2.3.9) est un isomorphisme si on a (2.3.2)° 

Proposition 2.3.11. Le dia~rarm~e (2.3.10) est anticommutatif. 

Dans le cas off Hom(Q,G) = O, cet ~nonc~ redonne done une 

caract~risation de l!homomorphisme n de (2.2.2) en termes des homomor- 

phismes (2.3,5) et (2.3.9), qui est celle utilis~e pr~c~demment en 

th~orie des schemas ab~liens (o~ d'ailleurs on a nQ = Q). 

D~monstration de 2.5.11 (*). Soient gun ~l~ment de Biextl(p,Q;G), 

p ...... > Extl(nQ, G) ~ t nl~nQ > G l'accouplement associ~, et u~ : n 

l'homomorphisme image de ~ par (2.3.5). Ii faut prouver que-u~ se 

d~duit de ~ par la flgche (2.3.9), i.e. que c'est le compos~ 

(*) n P > Hom(Q,G) (2.3.8) > Extl(nQ, G) 
n n 

Pour prouver ceei, on peut supposer donn4e une section x de Pet prouver 

que son image -ug est ~gale ~ son image par le compos~ (*). (Ceci nous 

permettrait, si nous led~sir~onn, de nous ramener au cas o~ P = (~/n~) T , 

mais cette r~duction ne nous sera pas n~cessaire.) 

s) Choisissons des r~solutions plates L. et M. , 

0 > L 1 .... > L > 0 , 0 > I.M" > H > 0 o o 

de Pet Q respectivement, une r~solution plate de P (par exemple) ~tant 

(*) Pour une d~monstration plus ~l~gante, cf 2.3.19 ci-dessous. 
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obtenue en ~crivant P comme quotient d'unTl.T-MOdule plat Lo, et en d~si- 

> P (qui est plat, car sans torsion) On gnant par L I le noyau de L ° 

en d~duit un complexe L.®M. 

d 2 d I 
> O O > LI~ > LI®M ° + Lo~ ~ .> Lo@M O 

dont le faisceau ~I nous servira de TorI(P,Q). D~signons par L' resp. M' 
O O 

resp. M image inverse de P resp. nQ , de sorte le sous-faisceau de L ° o n 

' > O (resp. le complexe que le complexe O > L I > L ° 

0 > ~ > M' > O) est une r~solution plate de P (resp. de nQ) 
0 n " 

On peut alors expliciter l'homomorphisme 

n P ® n Q > TorI(P,Q) = HI(L.®M.) 

par passage au quotient ~ partir de l'homomorphisme 

L'o ® M'o > --HI(L'®M') 

donn4 par 

Xo~Yo t m c l a s s e  du i - c y c l e  [nXo]® Yo - Xo® [nYo] ' 

o g l e s  c roche t s  [ ] i n d i q u e n t  que l ' ~ l ~ m e n t  env i sag~  e s t  cons idgr4  comme 

section du sous-faisceau L I de L ° resp. ~ de M ° . L'explicitation pr~- 

c~dente r~sulte en effet du calcul fait dans la d4monstration de 2.1.10. 

b) Prenons une r4solution injective 

O > C ° dO C I > > 

de G, et identifions Biextl(p,Q;G) ~ Extl(~,G) = HI(Hom'(L.®M.,C')). 

Donc l'~l~ment g peut s'interpr4ter comme un couple fl,fo d'homomorphismes, 

donnant lieu ~ un diagramme anticon~nutatif 
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(2.3.12) 

LI M ° ÷ h al *M > Lo o 

c o d .  ° C 1 

Par d~flnitlon, l'accouplement 

~ : n P ® n Q > G 

se d~dult alors par passage au quotient de l'homomorphlsme 

donn~ par 

(2.3.13) 

: L'®M' > G 
O O  

~(Xo ® Yo ) =~(CnXo] ® Yo " Xo ® [nYo])6 G = Ker(C°---> C l )  . 

Nous pouvons supposer que la section donn~e x de P se rel~ve en une 
n 

section x O de L'o (car l'assertion (2.3.11) est locale sur T), et la 

formule pr~c~dente, o~ Yo est consid~r~ cormne variable, d~finit donc 

un homomorphisme 

• - fl ( "-~ Xo~[nYo]) (2.3 14) 9' : M'o ~ G , Yo P' ''> [nXo~DYo ' 

qui passe au quotient pour nous donner l'homomorphisme 

n q > G , yl > ~(x,y) 

associ~ ~ ~ et ~ x . 

c) II faut prendre l'image de cet homomorphisme par l'op~rateur 

de (2.3.7), associ~ ~ la suite exacte (2.3.6). Or nQ~ Q/nQ est ~videm- 

ment aussi isomorphe ~ Mo/M ~ , de sorte qu'on a un homomorphlsme de suites 

e x a c t e s  
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0 ----> M' > M > M /M' > 0 
o o o 

0 > n Q >' Q - > nQ > 0 

O~ la derni~re fl~che verticale est un isomorphisme. Ceci montre que la 

section cherch4e de Extl(nQ,G) peut aussl ~tre calcul~eco~me l'image de 

~' (2.3.14) par l'op4rateur cobord 

Hom(M~,G) ''''''~ > ExtI(Mo/M~,G) , 

ou encore la section du deuxi~me membre d~finl par l'~l~ment du Ext I 

global image de ~' par l'op4rateur cobord 

Hom(M~ ,G) > ExtI(Mo/M~,G) 

La construction habituelle de l'op4rateur cobord nous donne alors la 

recette suivante : on prolonge le compos~ (2.3.13) 

M' ~'> G ..... > C ° 
o 

en un homomorphisme 

: M > C ° , 
o 

ce qul est possible puisque C ° est injectif, et on conaid~re l'unique 

homomorphisme 

(2.3.15) x : Mo/~ ~ cl 

rendsnt cor~autatif le diagramme 

0 ----~ M' 
o 

0 > G  

> M . . . . . .  > M /M' 
o o o 

> C o > i 

> 0  
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Ii est clair que (2.3.15) est ~ valeurs dans les l-cocyeles, i.e. est un 

l-coeyele, et que ce dernier repr~sente l'416ment eherch~ de 

Extl(nQ,G) = Extl(Mo/M~,G) . 

d) II reste ~ expliciter la section de Extl(nQ,G) d~duite de 

et de x grace ~ la fl~che (2.3.5) du diagramme (2.3.10). Pour ceci, 

nous pouvons ig~orer le fait que la section x de Pest annul6e par n, 

et on trouve la description suivante, en termes de rel~vement choisi 

x ° de x en une section de L ° : eette derni~re d~finit un homomorphisme 

d'augmentation 

u : M. > L.®M. , Yo I ~ Xo~Yo ' Yl ~ Xo~Yl ' 

et la section de ExtI(Q,G) d6duite de (2.3.1) est eelle qui se d4duit 

de l'~16ment ~ de ExtI(L.@M.,G) en composant avec l'homomorphisme pr6e6- 

dent, done est donn6 par l'homomorphisme de degr~ i 

Yl 

dl 
O ~ > ~ - M >0 £ o 

~ fl(x~ - i  Yo ~ fl(X~o) 

0 > C ° dO > C I ... 

Pour prendre la restriction de cette classe ~ nQr > Q, utilisons 

l'isomorphisme nQ ~ Mo/M ~ , qui fournit une r6solution plate 

0 ~ > M' .... > M - > O 
o o 

de nQ, l'inclusion nQ6 > Q 6rant remont~e en un homomorphisme de 

r~solutions 

0 .... > M '  > M  > 0  
o ~ o 

Yo' t'-~ [nYo] I "1" i Yo' ~ nY o 
o ,.-.M ° > o  

2 4 7  



- 31 - Vlll 

Par composition, on volt donc que la section cherch4e de ExtI(nQ,G) 

est aSsoci~e ~ l'~14ment de Extl(nQ,G) represent4 par l'homomorphisme 

de complexes de degr~ I 

0 ..... M' t ,  M '" 
O 0 

o ~ c ° ~ c 1 ~ 

a v e  c 

gl(y~) ffi fl(Xo@[ny~]) , go(Yo ) = nfo(Xo® Yo ) 

e) Utilisant malntenant le fait que x est une section de n P, 

montrons que l'414ment pr~c4dent de Extl(nQ,G) est oppos~ de celui 

d~fini par (2.3.15). Pour ceci, notons que pour tout homomorphisme 

h : M ...... > C ° 
O 

l ' ~ l g m e n t  d u  E x t  1 e n v i s a g ~  d a r t s  d )  n e  c h a n g e  p a s  s i  o n  c h a n g e  g l , g  0 

respectlvement en 

gl = gl + hdl ' go go - d°h 

Or on d i s p o s e  d ' u n  h o m o m o r p h i s m e  ~ : M ......... > C ° c o n s t r u i t  d a n s  c ) ,  q u I  
o 

par d~finition satisfait la condition 

' section de M' pour Yo o' ce qui s'~crlt encore 

d~finissons donc h : M > C ° par 
O 
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h(y o) = -fl([nx o] @ Yo ) + ~(yo ) ; 

donc par construction on aura 

gi = O , g~(yo ) = nfo(Xo@Y o) + d°fl([nXo~ y o) - d°~(Y o) , 

or on a d°f I = -fodl donc d°fl([nXo~Yo ) = - fo(nXo~Yo), et il reste 

i t = .d ° g = 0 , go  ~ ' 

de sorte que l'~l~ment envisag~ est celui d~fini par l'homomorphisme 

Mo/M ~ ~ nQ ~ C 1 d~duit de - d°~ par passage au quotient. On trouve 

donc l'oppos~ de l'~Idment d~flnl par (2.3.15). 

Remarques 2.3.16. La d~monstration pr~c~dente donne en falt une compa- 

tlbilit~ l~g~rement plus pr~clse que celle indiqu~e dans 2.3.11, obtenue 

en choisissant une section x de P. Cette section d~finit alors un 
n 

homomorphisme y ~ > ~(x,y) de nQ dens G, d'o~ par l'homomorphisme 

cobord relatlf ~ (2.3.6) un ~l~ment de Extl(nQ,G). D'autre part, 

oubliant que x est annul~ par n, on consid~re l'homomorphlsme ~T > P 

d~flnl par X, d'oh par image inverse une biextenslon de (~ T,Q) par G, 

dont la classe peut s'interpr~ter comme un dl~ment de ExtI(Q,G), et 

induit donc un dldment de ExtI(nQ,G). Cecl posd, les deux ~idments 

obtenus dans Extl(nQ,G) sont oppos~ ~. 

2.3.17. Profltons de l'expllcitatlon en termes de cocycles de l'accou- 

plement ~ : n P ® nQ-----> G, donn~e dens (2.3.12), pour donner une 

autre expression de cet accouplement. Supposons d'abl~rd que la biex- 

tension E de clesse ~ admette une section s sur I>xQ . Prenons, comme 
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dans Vll 3.8.13, comme r4solution plate de P celle donn6e par Lo=~ [P], L 1 

4rant le noyau de l'homomorphisme canonique ~ [P] ~ P, et d6finissons 

de mame M. . Alors il existe une unique trivialisation de biextension 

de l'image inverse de E sur (Lo,Mo) , dont la restriction a P~iQ soit 

donn4e par s, appelons la encore s (of. VII 3.8.2). En vertu de VII 3.8.12, 

la classe de ~ dans ExtI(~,G) est donn6e psrle cocycle de composantes 

(f,g), caract6ris4es par 

S(Xl,Y o) = f(xlQYo)eE/Q(y o) , S(Xo,Y I) = g(Xo~Yl)eE/p(X o) 

Si alors x , y sont des sections de Pet Q , on les remonte en les 
n n 

sections correspondantes Xo = Ix], Yo = [y] de Lo et Mo, et on applique 

la formule (2.3.13), qui nous donne, posant z = s(x,y) : 

n n n 
(2.3.18) ~(x,y) = z/eE/Q(y) z /eE/e(X) , 

o~ l'exposant n ~ gauche resp. ~ droite de z indique la puissance n.i~me 

pour la structure multiplicative gauche resp. droite sur E, de sorte 

qu'on trouve une section de E au-dessus de (O,y) resp. (x,O) ; la signi- 

fication du "quotient" d'un tel 614ment par eE/Q(y) resp. eE/p(X) est 

claire. 

Notons maintenant que la formu!e pr6c6dente (2.3.18) garde 

un sens, d~s que zest une section globale de E qui rel~ve les sections 

x,y de nP,n Q . Je dis que la formule (2.3.18) est valable pour route 

telle section, sans supposer qu'il existe une section de E svr PXQ. 

Conmne la section (x,y) de PxQ se rel~ve en tous cas localement en une 

section de E (puisque E ----> PxQ est un 6pimorphisme), ceci permet donc 

n 
de calculer ~=(x,y) dans tousles cas. Noter d'ailleurs que si on 
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re~lace z par une autre section z' de E relevant (x,y), on aura 

z ~ = z + g ~ o~ g est une section de G, et les de~ te~es du deuxi~me 

membre de (2.3.18) correspondants ~ z' sont ceux correspondants ~ z, 

au~ent~s de ng, de sorte que la difference est bien ind~pendante de z , 

ce qui nous montre que la fo~ule (2.3.18) d~finlt bien un h~omorphisme 

bien d~termin~ n P ® nQ .......... > G. 

Reste & montrer que ce dernier est bien~ n. Or pour ceci on 

est r~en~ aussitSt au cas o~ P=Q = (~ /n~)T, de sorte que P×Q est 

de la fore I T , o~ I = ~/n~ X ~ /n~ est un ensemble fini. Dans 

ce cas, le torseur E sous Gp×Q (qui s'identlfie ~une f~ille de torseurs 

E i sous G, i 6 I) de~ent ~vide~ent trivial localement sur T, de sorte 

que nous so~es ramen~s au cas o~ il existe une section globale de E 

sur P~, cas d~j~ traitS. 

2.3.19. Autre d~monstration de 2.3.11 (de DELIG~). 

a) R4duction ~ P = ~ /n~ , et R T = (Ens) 

b) Soit ~ la fl~che suivante de nQ dans nQ[l] : 

nQ -" ,~-~--~,, in Q ..... > Q ] "" > nQ[l] 

Le diagrarmme suivant est antico~utatif : 

nQ[O] .... 1 >, [Q , n > Q] 

nQ[l] 

En effet, les fl~ches 
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[nQ ... > Q] In Q ' > Q] In Q" - > Q] 

0 n e t  1 0 g r a c e  ~ It : 

[Q . n > Q] [Q n > Q] [Q n ~ ~ Q] 

c) 2.3,10 est le diagramme 
HIRHom( 7z ~ Q,G) 

/ / - ~ ' ~  + 

HIRHom(~/n~ Q,G) > HIRHom~/nZL , RHom(Q,G)) 

Iom(Torl~Zln2Z ,Q),G) Iom(~In2Z ,Ext (Q, 

HOm(nQ, G) > Extl(nQ, G) 

et 

n C i) ~/n2g Q~ [Q ~ Q], et, modulo cet isomorphisme, la l~re fl~che 

compos~e verticale est induite par 

nQ[l ] ................ > [Q n > Q] ; 

c 2) la 2 ~me fl~che horizontale est transpos~e de la fl~che ~ indiqu~e 

plus haut dans b); 

c 3) si on parcourt le diagranlne par I' /~ , il est clair qu'on 

n tombe sur la fl~che induite par nQ[0] > [Q .......... ~ Q]. D'o~ la con- 

clusion 2.3.11. 
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2.4. Soit 

f : T 'L > T 

un morphisme de topos. Alors on a un homomorphisme canonique (VII 2.8) 

Biextl(p,Q;G) > Biextl(p',Q';G ') , 

o~ lest d~notent les Groupes images inverses. Comme, pour tout Groupe 

commutatif E de ~, on a ~videmment un isomorphisme canonique 

(nE) ' ~ (E') n 

les homomorphismes (2.2.2) sur ~ et sur ~' permettent de d~finir un 

diagrarmne canonique 

Biextl(p,Q;G) > Biextl(p',Q';G ') 

(2.4.1) n [ 
~P,Q ~p,,Q, 

HOm(nP~nQ,G) > HOm(nP'%Q',G') 

De m~me, les homomorphismes (2.2.3) donnent naissance ~ un diagramme 

analogue en termes des T£ . Ceei pos~, je dis que les diagrammes 

envisages sont commutatifs. La v~rification est essentiellement 

triviale en termes des d~finitions, et laiss~e au lecteur. On notera 

d'ailleurs,plus g~n~ralement, que tousles homomorphismes canoniques 

envisages dans le present num~ro et le precedent sont compatibles 

au chan~ement de topos, dans un sens ~vident. Nous utiliserons par 

la suite sans autre mention les compatibilit~s de cette nature. 
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3. Biextensions de sch4mas en ~roupes (P,Q) par G : g4n4ralit4s 

Dans le present num4ro, nous fixons un schema de base S, et, 

cormme annonc4 au n ° O, nous travaillons dans le topos fppf de S. 

3.1. Pour m4moire, rappelons d'abord l'exemple le plus important d'un 

groupe Biextl(p,Q;Gm) : celui o~ Pet Q sont deux schemas ab~liens sur 

S, et o~ le groupe Biext I s'interpr~te comme le groupe des correspon- 

dances divisorlelles sur (P,Q) (VII 2.9.4). Les accouplements £-adiques 

du num4ro prdc4dent sont alors les accouplements bien connus [i] dans 

la th~orie des schemas ab@liens. 

3.2. Plus g~n4ralement, supposons seulement Q un sch4ma ab41ien, alors 

il est bien connu (VII 1.3.8) qu'on a 

(3.2.1) H_om(Q,G_m) = O , 

donc (1.4) on a un isomorphisme canonique 

(3.2.2) Biextl(p,Q;G ) --~ Hom(P,Q~) , 
--m 

o0 

(3.2.3) Q~ = Extl(Q,G_m ) 

est le schema ab~lien dual de Q. (Pour la repr~sentabilit4 de Q~, due 

M. KAYli&b~ dans le cas g4n~ral, cf. [i].) 

Lorsque Pest 4galement un schdma ab~lien, on a, de fa~on 

sym~trique ~ (3.2.2), un isomorphisme canonique 

(3.2.4) Biextl (p, Q;G) Horn(Q, P ~ ) -~m 
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Ainsl la donn4e d'une biextension ~ de (P,Q) par G m peut s'interpr~ter, 

indiff~rermnent, par la donn~e d'un homomorphlsme 

u: P' >Q'~ 

ou d'un homomorphiame 

v:q .......... >P* 

D'ailleurs, on salt qu'un homomorphisme de sch4mas ab~llens w .: A > B 

eat un isomorphisme si et seulement sl pour tout entier m > O, l'homo- 

morphlsme Induit w : A > Best un isomorphisme. Or dans le cas 
n n n 

de u et de v ci-dessus, n u : n P > n QW s'identifie ~ l'homomorphisme 

P > D(nQ) d~fini par l'accouplement 'sn= : nPXn Q > G (cf. 2.3.11 ), n --m 

tandis que n v : n Q-'-> nPW 6'identifie ~ l'homomorphlsme nQ---> D(n P) 

d~fini par l'accouplement ~ :% nP X n Q --'-> G . Or on a ~ =- ~ (2.1.10), 
-'In 

donc au signe n u et n v sont transposes l'un de l'autre. Tenant eompte 

du fait blen eonnu que les n Pet les n Q sont finis et localement libres 

sur S, donc satisfont ~ la dualit~ de Cartier, on trouve donc que u 
n 

est un Isomorphisme si et seulement si vest un isomorphisme, donc 
n 

que u est un isomorphisme sl et seulement siv est un isomorphisme. 

Une fa~on 4quivalente (un peu moins sym~trique) d'4noncer ce r~sultat 

est la suivante : consid4rons la blextension canonique (blextension 

de Well) de (P,P~) par G (correspondante ~ v : PW----> P~ l'identlt4), 
-m 

alors l'homomorphisme canonique correspondant u : P > P~-~ est un 

isomorphisme. Crest le th~or~me de bidualit4 de BI~SOTTI et CARTIER. 
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3.3. Nous passons au cas oO Q est fini localement libre sur S, ou 

est un sch4ma de type multiplicatif sur S. Le lerm~e-clef dans ce cas 

est le r6sultat (bien connu) suivant : 

P roposltion 3.3.1. Soit Q un sch4ma en ~roupe s corm~utatifs sur S, e t 

supposons que Q soit fini localement libre sur S, ou que Q soit de 

type fini et de type multiplicatif sur S (SGA 3 IX). Alors on a 

Extl(Q,Gm ) = O 

DEmonstration. Distinguons les deux cas envisag4s. 

a) Q est fini localement libre sur S. II faut prouver que 

route extension E de Q par G_m splitte localement pour la topologie fppf. 

On peut supposer 4videmment S affine ; il existe slots un entier n > O 

tel qu'on ait _nQ = O (SGA 3 IX 6.1). D's~tre par~, on salt que n.id est 

un 4pimorphisme dans G pour fppf," done la suite exacte "de Kummer" 

O >4~ > G n> G > 0 
~n --m --m 

donne naissance & une suite exacte des Exti(Q, - ), qui nous donne un 

~pimorphlsme 

Extl(Q,~n ) ----> nExtl(Q, G m) = Extl(Q,Gm ) , 

la derni~re 6galit6 provenant du fait que la multiplication par n 6tant 

nulle dans Q, est ~galement nulle dans Extl(Q,Gm ). Cela montre que 

l'extension E provient d'une extension F de Q par ~n ; F est reprgsen- 
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table par un schema fini localement libre sur S (th4orie de la descente 

fpqc, SGA i VII). A cause des propri4t~s connues de la dualit4 de 

Cartier des groupes finis localement libres (SGA 3 VII 3), le dual 

D(F) = Hom(F,Gm) est une extension de D(~n) par D(Q). (Ii faut voir 

que si A---~ Best un monomorphisme de groupes couunutatifs finis loca- 

lement fibres sur S, slots D(B) > D(A) est un morphisme fid~lement 

plat. Comme D(B) et D(A) sont 4galement finis localement libres sur 

S, le crit~re de fiddle platitude par fibres s'applique et nous ram~ne 

au cas oO S est le spectre d'un corps k. Dans ce cas, notre assertion 

slgnifie simplement que l'homomorphisme sur les anneaux sffines 

k(D(A)) ---> k(D(B)) est injectif (SGA 3 VI B 11.14), or cet homomorphisme 

est transpos~ de l'homomorphisme k(B) > k(A), qui est surjectif puisque 

A---~ Best une inunersion ferm~e (SGA 3 VI B 1.4.2). Donc 

k(D(A)) --> k(D(B)) est bien injectif, cqfd.) Or l'inclusion~n--~ G 
-m 

s'Identifie ~ une section de D~n) = Hom(~n,G_m), et tout revient 

prouver que cette inclusion se prolonge, localement fppf sur S, en un 

homomorphisme F --->% , i.e. que la section envisag~e de D~n) se 

rel~ve localement fppf en une section de D(F). Or ceci est clair, 

puisque D(F)> D(~n) est fid~lement plat et de prdsentation finie. 

b) En vertu de (SGA 3 X 4.5), quitte ~ se localiser sur S 

pour la topologie dtale, on peut supposer que Q est diagonalisable, i.e. 

de la forme D(M), o~ M est un~-module de type fini. Soit Tle sous-module 

de torsion de M, et L = M/T le quotient, qui est isomorphisme ~ ~ r 
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Alors la suite exacte O > T > M > L > 0 donne une suite exacte 

O > D(L) ~ > D(M) ----> D(L) > O (SGA 3 IX 3.1), done on est ramen4 

prouver s4par4ment que le Ext I de D(L) et de D(T) avee G est nul. 
-Tn 

Le cas de D(T) est justiciable de a), le cas de D(L) se ram~ne ~ celui 

O~ L = ~, de sorte qu'on est r~duit ~ v~rifier que l'on a 

Extl(G G m) = O 
m' 

i.e. que route extension E de G par G est localement triviale fppf. 
-~n --Yn 

Or une telle extension est repr4sentable par un sch4ma en groupes 

affine et plat sur S (th4orie de la descente fpqc SGA I VII), dent 

ies fibres sent des tores, c'est donc un tore (SGA 3 X 4.9 et ). 

En vertu de SGA3X4.5, on peut supposer que E est un tore trivial 

D(R) ~ G 2. De plus, quitte ~ se loealiser au sens de Zariski, on --[n 

peut supposer que le monomorphisme G ( > E = D(R) provient d'un mor- 
-nn 

phisme constant R----> ~S (SGA 3 VIII 1.4), et celui-ci est n~cessai- 

rement un 4pimorphisme (SGA 3 VIII 3.2 b)). Choisissant un r E R au-dessus 

de l'41~ment i de ~ , on trouve done un homomorphisme E ~ G 
--m 

scinde l'extension E, ce qui prouve l'assertion voulue. 

qui 

Corollaire 3.3.2. Soit Q comme dans 3.3.1. Al0rs on a, pour tout P, 

un isomorphisme canonique 

(3.3.2.1) Biextl (p, Q; G m ) < ~ Extl(p,D(Q)) , 

o~ D(Q) d~signe le dual de Cartier Ho m(Q,Gm) de Q. Plus pr~cis~ment, 

le foneteur canonique (1.1.6) est une ~quivalence de la e@t~gorie des 

extensions de P par D(Q) avec la Cat~sorie des biextensions de (P,Q) 

p ~ r  

258 



- 42 - VIII 

C'est en effet un eas particulier de 1.5, compte tenu de 3.3.1. 

Remar~ues 3.3.3. Sous les conditions de 3.3.1 , D(Q) est repr4sentable 

par un sch4ma en groupes s4par4, localement de presentation finie et 

localement quasi-fini sur S. Plus pr4cis~ment, sl Q est fini localement 

libre sur S, il enest de mSme de D(Q) comme il est bien connu 

(SGA 3 VII 3), et si Q est de type multiplicatif, alors D(Q) est un 

"~roupe constant tordu ~ en~endrement fini" (SGA 3 X 5.1), cormne il 

a 4t~ vu dans (SGA 3 IX 4.5 et X 5.7). Si Pest un schema en groupes, 

route extension de P par D(Q) est done repr4sentable, d'apr~s un lermne 

connu de la th~orie de la descente fpqc (SGA 3 X 5.4). 

3.3.4 II est faux que pour tout schema en groupes Q affine, plat 

et de presentation finie sur S, on ait Extl(Q,G_m)__ = O, d~j~ pour Q = Ga S 

S =Spcc k[t]/(t~), k 4tant un corps de car. p > O . 

Proposition 3.4. S0ient Pun sch4ma en ~roupgs lisse de presentation 

finie sur Set ~ fibres connexes, Q un tore sur S. Alors la cat~$orie 

des biextensions de (P,Q) par G est ~quiva!ente ~ la cat~$orie ponc- 
--m ......... 

tuelle, i.e. on a 

(3.4.1) Biext°(P'Q;G--m ) = Biextl(p'Q; -mG ) = O 

Soit en effet M = D(Q), qui est un groupe constant tordu sur 

S ~ fibres isomorphes ~ des ~r (3.3.3). En vertu de 3.3.2, la eat4gorie 

envisag~e est 4quivalente ~ celle des extensions de P par M. Cette 

categoric est ri$ide, i.e. le groupe des automorphismes d'un objet 
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est r4dult au groupe unit~, ce qui exprime la premiere relation (3.4.1), 

qui s'4crit 4galement Hom(P,M) = O. Or cette relation r4sulte aussitSt 

du fait que M est ~tale sur Set P ~ fibres connexes. II reste donc 

prouver la relation 

ExtI(p,M) = 0 , 

i.e. que tcute extension E de P par M est triviale. Utilisant l'unicit~ 

d'un scindage de cette extension (s'il en existe), on est ramen~ ~ prouver 

r que E est localement triviale, ce qui nous ram~ne au cas o~ M = 
S' 

et m~me au css o~ M = ~S " Lorsque S est le spectre d'un corps, la 

conclusion r~sulte de 5.5 (i) ci-dessous. (NB nous n'utiliserons pas 

3.4 avant IX 6, et en particulier il n'y aura pas de cercle vicieux ~). 

Montrons maintenant comment r~duire le cas g~n~ral ~ ce cas particulier. 

Notons qu'il suffit de trouver une section f de P sur P telle que f(O) = O, 

car une telle section sera n~cessairement multiplicative, i.e. satisfera 

f(x+y)-f(x)-f(y) = 0 : en effet, le premier membre de cette relation 

d~slgne un morphisme PXsp---->~S qui est nul sur la section nulle de 

P×S P ,donc est nulle puisque PXsP est ~ fibres connexes (P ~tant 

fibres g~om~triques connexes). La conclusion voulue r~sulte alors du 

Lemme 3.4.2. Soient Sun ' schema, Pun S-schema lisse de presentation 

flp~ie, ~ fibres $~om~tri~ues connexes, Z un groupe, E u__nn Zp-tOrseur 

(pour la topologi~ fppf, la topologie ~tale ou la topologie fpqc, cela 

revient au m~me, cf. SGA 3 X 5.4 ...), e une section de P sur S, e' 

une section de E onr S au-dessus de e (~.!. une section de e'l(E) sur S). 
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Pour que E solt trivial , ill (faut et il) suffit que pour tout s E S, l__ee 

torseur induit E s d_ee Ps le soi t, et alors il existe une unique section 

f d~e E sur P telle que foe = e' . 

L'unicit4 d'une telle section est claire, car deux telles 

sections f , g "different" par un morphisme h : P > Z S tel que hoe = i, 

et un tel morphisme est constant de valeur i puisque Pest ~ fibres 

conmexes. D'ailleurs, s'il existe une section f de E sur P, on peut 

toujours la corriger par un morphisme P > Z S (provenant d'un morphisme 

z : S > Z S) pour obtenir une section f' telle que f'~e = e' : il 

sufflt de choisir z tel que f(e(t)) = e'(t)z(t). Appliquant cette 

derni~re observation aux fibres au-dessus des s E S, on trouve pour 

tout point s E S une section bien d~termin~e fs de E s sur Ps' trans- 

formant e sen e s' . Tout revient ~ prouver que ces fs proviennent d'une 

section f de E sur P, ou ce qui revient au m~me (EGA IV 17.9°3), que 

l'ensemble U c E r~union des fs(Ps) est une pattie ouverte de E. 

Supposons d'abord S noeth4rien ; alors on v4rlfie facilement que U 

est constructible, en utilisant le fait que pour tout s E S, il existe 

un voisinage ouvert T' de s dans T = adherence de s muni de la structure 

induite r~duite, et une section de ET, sur PT' prolongeant fs et compa- 

tible avec les sections marquees e ete' (cormne il r~sulte trivialement 

de EGA IV 8.8.2)° En vertu du crit~re EGA IV I.i0.I, il reste alors 

prouver que U est stable par g4n4risation. Pour ceci, on est ramen4, 

par la m4thode habituelle utilisant EGA II 7.1.9, au cas o~ S est le 

spectre d'un anneau de valuation discrete. Conmae Pest lisse sur S, 
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Pest donc r4guller donc normal, et comme il est ~ fibres connexes, il 

est connexe. M~is alors la section donn4e de E au-dessus de la fibre g~n4- 

rique de P sur S se prolonge de fa~on unique en une section f de E sur 

P (EGA IV 18.10.19 et 18.10.20), 4viden~nent compatible avec e et e'. 

Donc dans ce cas U = f(P) est ouvert. Cela prouve 3.4 dans le cas o~ 

S est noeth~rien. Le cas g4n4ral se ram~ne ais4ment Ace cas, par les 

proc4d~s habituels de passage ~ la limite, utilisant EGA IV 8,9, dont 

nous laissons le d~tail au lecteur. 

Remarque 3.4.3. On peut"4craser" le lemme 3.4.2 par des r4f~rences 

savantes, savoir (SGA 4 XV 1.15, cas n=l, et 4.1). 

Corollaire 3.5. Soient Pun sch4ma en g[gupes lisse ' de pr4sentation finie 

sur S, ~ fibres connexes, O----> Q' > Q --> Q" > O une suite exacte 

de Groupes coramutatifs sur S, avec Q' un tore. Alors le foncteur "image 

inverse de biextensions" 

(3.5.1) DI!XT(P,Q"; G ) ~> BIEXT(P,Q;G ) 
--in -nn 

est une 4~uivalence de cat4gories, en particulier les homomorphismes 

n aturels suivants sont des isomorphismes 

(3.5.2) Biextl(P'Q"" -mG ) "~ > Biext1(P,Q; %) , i = O,I 

En effet, BIEXT(P,Q";G_m) s'identifie, ~ ~quivalence pros, 

la cat~gorie des biextensions E de (P,Q) par G munies d'une triviali- 

sation de la biextension induite E' de (P,Q') par G (VII 3.7.6 ). Or 
--Tn 

pour une biextension donn4e, il y a en vertu de 3.4 exactement une 

trivialisation de E'° Bien entendu, on peut 4galement prouver le fait 
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que Biexti(p,Q";G_m ) > Biexti(p,Q;G_m )est un isomorphisme pour i = 0,I 

(qui ~quivaut ~ la conclusion de 3.5) en utilisant la suite exacte 

(VII 3.7.5 ) des Biext I associ~e ~ la suite exacte O--> Q' --> Q--> Q" -->O. 

Remarque 3.6. Bien entendu, l'~nonc~ sym~trique d~duit de 2.5, obtenu 

en ~changeant la gauche et la droite, est ~galement valable~ et se 

d~duit d'ailleurs formellement de 3.5 par l'op~ration de passage aux 

biextensions sym~triques (VII 2.7 ). Lorsqu'on suppose, en plu~ des 

donn~es et hypotheses de 3.5, qu'on ales donn~es et hypotheses sym~- 

triques, i.e. Q est ~ fibres connexes (ou encore Q" ~ fibres connexes, 

cela revient au m~me puisque Q' est ~ fibres connexes), et qu'on a 

une suite exacte 0----> P' ....... > P ..... >P" ~ 0 avec P" un tore, alors 

l'application successive de 3.5, et de l'~nonc@ sym~trique appliqu~ 

la pr~c~dente suite exacte et ~ Q" , montrent que le foncteur 

(3.6.1) BIEXT(P" Q"; %) BIEXT(P,Q;G_m ) 

est une ~quivalence de categories, et en partieulier l'homomorphisme 

suivant est un isomorphisme 

(3.6.2) Biexti(p '',xn'''G,_m ) ~ > Biextl(p'Q;G-m ) , i = O, i 

Proposition 3.7. Soient A un schema sb~lien sur S, Tun schema en ~reuDes 

de type multiplicatif (SGA 3 IX) et de type fini sur S, M=Hom(T,G_m) 

le dual de Cartier de T (qui est un groupe constant tordu ~ en~endre- 

ment fini sur S (3.3.3)). Alors les categories EXT(A,T) e t BIEXT(A,~; G_m) , 

form~es respectivement des extensions com~utatives de A par T et des 

biextensions de (A,M) ~a_rr Gm , sont rigides, et canoniauement ~quivalentes, 
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et les groupes des classes d'pb~ets de qes categories sont canoniquement 

isomorphes ~ Hom(M,A*), o~ A* = Extl(A,Gm ) est le schema ab~lien dual 

d~eA (3.2). En partlculier, on a un~ £.s°m°Ep.hisme canonlque 

(3.7.1) ExtI(A,T) ~ > Hom(M,A*) 

C'est en effet le cas particulier de 1.6 obtenu en faisant 

P = A, Q = M ; en vertu du th~or~me de bldualitd (SGA 3 X 5.7), on a 

blen T "~ ~om(M, G m ), et il sufflt de v~rifier lea conditions (i.6.1), 

qui s'~crlvent Ici 

= O , Hom(A,Extl(M, G m)) = O Horn(A, G_m) 

La premiere relation a ~t~ d~j~ dt~ rappel~e dans (3.2.1), la deuxi~me 

peut se pr~ciser en 

mx___~t I (M, G m) = 0 

Pour v~rifier cette derni~re, la question 4tant locale sur S, on peut 

supposer M constant = ~, et en d~composant Men somme de ~-modules 

monog~nes, on est ramen~ au cas o~ M = ~, qui est trivial, et au eas 

= ~/n~ , qui provient du fair que G est n-divisible (ou, plus 
-m 

savamment, de 3.3.1). 

On notera qu~ lorsque T = G donc M =~S ' (3.7.1) se r~duit 

l'Isomorphlsme identique (3.2.3). Bien entendu, la d~monstration 

directe de (3.7.1) seralt essentiellement triviale (sans faire intervenir 

le groupe Ext I(A % _MJGm) =Biext I (A,M, G m)). 

264 



- 48 - VIII 

4. Ex___tensions et biextensions des schemas en groupes lisses et connexes 

sur un corps 

Rappelons le lemme suivant dO ~ Rosenlicht [3 bis, Prop.3~ : 

Len~ne 4.1. Soient k un corps, X et Y deux k-sqh~mas de type fini, 

s~parables et ~tri~uement connexes, munfs de points e X resp. ey 

rationnels sur k. Alors tout morphlsme XXY > G ~uf est trivial sur 
' --m "'" 

les deux sous-sch~mas X×ey e t ex×Y est trivial. 

Nous n~utiliserons ce r~sultat que lorsque X et Y sont des 

schemas en groupes sur k, auquel cas il r~sultera des hypotheses faites 

que X et Y sont m~me lisses sur k. Notons que par r~currence, le r~sultat 

4.1 implique le r~sultat analogue pour un nombre quelconque de facteurs. 

Ceci nous permet donc d'appliquer les r~sultats de VII 1.3 et de VII 2.9. 

On obtient ainsi les deux p~opositfons suivantes : 

Proposition 4.2. Soient Pun groupe ifsse et conne~xe sur le corps k, 

A.lors le foncteur naturel de la cat~orie des extensions de Groupes d e 

P par G_m dans la cat4~orfe des Modules inversibles sur P ri~idifi~s en 

l'~l~ment neutre ep de pest pleinement fiddle. Son image essentielle 

est form4e des Modules inversibles risfdffi~s L sur P tels que l'on aft 

r~(P) ~ pr~(P)pr~(P), o_~O ~ : PXP ...... > Pest la loi de composition d e P, 

et pr Iet pr 2 sont les deux ro~eetlons du produit. 
. . . . . . . . . . . . . .  P , 

Proposition 4.3. Soient Pet Q deux Groupes alg~briques lisses et 

connexes sur ic corps k. Alors le foncteur naturel de la cat~orie des 

biextensions de (P,Q) par G_m , dans la cat~orie des Modules inversibles 

sur P×Q biri~idiff~s par rapport aux sections unit~s ep, eQ d__ee P resp. Q, 
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est pleinement fiddle, les deux cat4~ories envisag~es 4tant par ailleurs 

ri$ides. Pourqu',m Module inversib.le.b.irigidifi4 ~ sur P×Q ~roy.ienne 

d'une biextension , il faut et il suffit que ses imases inv@r@e.s .sur 

PXP×Q e_~t P×Q×Q par ~pXidQ e_tt idp×~Q satisfassent au "th4or~me du cube" 

([I] ou [2]). 

Cette derni~re condition n'est en effet que traduction des 

conditions envisag~es dans VII 2.9.3 b), dans l'~xplicitstion qui enest 

donn~e dans VII 3.5 b). 

4.4. J'ignore si la condition du cube envisa~e dans 4.3 est automati- 

quement v~rifi~e. On salt tout au moins [2, IV 2.6] que pour ~ donn~, 

il existe toujours un entier n m I, puissance de l'exposant caract~ris- 

tique de k, tel que~ Qgn satisfasse ~ la condition envisag~e, doric 

provienne d'une biextension de (P,Q) par G_m ; et que l'on peut toujours 

trouver une extension radicielle k' de k, telle que la condition voulue 

devienne vraie apr~s l'extension de la base k----> k', de sorte qu'apr~s 

cette extension ~ donne un Module inverslble birigidifi~ qui provienne 

d'une biextension de (P,Q) par Gm . En particulier, si k est parfait, 

la condition envisag~e dgns 4.3 est toujours v~rifi~e. Ce dernier fait, 

qui implique formellement les precedents par un argument de trace, peut 

se voir aussi en appliquant 4.7 plus has, cf. 4.9. 

Rappelons sous forme de lemme le r~sultat suivant de 

EGA Erriv 53, 21.4.13 : 
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Lemme 4.5. Soient f : X > Y un morphisme lisse surjectif ~ fibres 

int~$res, avec Y normal int~gre de point g~n~rique y, ~ un Module 

inversible sur X dont la restriction ~ X soit trivial. Alors il existe 
Y 

un Module inversible M sur Y tel que ~ soit isomorphe ~ fe(M). 

Proposition 4.6. Soient P,Q deux groupes alg~briques lisses et connexes 

sur le. corps k, avec P affine. On suppose de plus que P admet une suite 

de composition dont chacun des facteurs est un Fore, ou est isomorphe 

au groupe additif G (condition v~rifi~e en particulier si k est parfait --a 

[SGA 3, XVII 7.2.1, 4. i.I (i) ~ (ii) e__tt 4.1.5]), ou ~e Q soit 

extension d'une vari~t~ ab~lienne B par un groupe al~briquelisse , 

connexe et affine s atisfaisant ~ la condition....pF~c~dente. Sous ces 

conditions, tout Module inversible biri~idifi~ sur P×Q est trivial, 

fortiori (4.3) toute biextension de (P,Q) par Gm est triviale. 

Signalons d'abord que comme tout automorphisme du Module 

birigidifi~ est l'identit~ (4.3), la th~orie de la descente nous montre 

qu'il suffit de prouver que ~ devient trivial apr~s extension s~parable 

finie de k, ce qui nous ram~ne aussitDt, par passage ~ la limite, au 

cas o~ k est s~parablement Clos. Cormne dans ce cas tout tore sur k est 

d~ploy~, on volt que si P admet une suite de composition comme indiqu~e 

dans 4.6, il admet aussi une suite de composition ~ quotients isomorphes 

--aG ou G_m , ce qui implique, par application r~p~tde de 4.5, compte 

tenu de Pic (G ) = Pic(G ) = O pour ~ut corps K, que l'on a 
-% --m E 

Pic(P) = O 
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Comme cette relation restera encore vraie par tout changement du corps 

de base k, on ~oit, en appllquant 4.5 ~ pr 2 : PXQ > Q et au Module ~ , 

que~ est isomorphe ~ un Module de la forme pr;(M), o~ M est un Module 

inversible sur Q. Con~ne l a restriction de~ ~ epXQ est triviale, on 

en conclut aussitOt que M est trivial, donc Lest trivial, ce qui 

~tablit la conclusion dans le premier cas envisage. Dans le deuxi~me, 

o~ Q est une extension d'un schema ab~lien B par un groupe M admettant 

une suite de composition ~ quotients isomorphes ~ G ou ~ G , on -'~ --a 

applique 4.5 au morphisme 

f : X = PXQ > Y = PXB , 

dont la fibre au point g~n~rique y de PXB est un torseur sous My, 

n~cessairement trivial en vertu de la structure particuli~re de M 

et des relations classiques HI(K,~ a) = O, HI(K,Gm ) = O, valables 

pour tout corps K (qu'on prendra ici ~gal ~ k(y)). Comme on aura 

Pic(M) = O, donc Pic(X ) = O, 4.5 est bien applicable et montre que 
Y 

est isomorphe ~ l'image inverse d'un Module inversible M sur Y = PXB. 

Quitte ~ remplacer M par M pr~(_~)'ipr~(M2)-i , o~ pr Iet pr 2 sont les 

deux projections de Y=PXA, et o~ _~ et ~2 sont les deux restrictions 

de M ~ P×e Bet ~ epXB respectivement, on peut supposer M birigidifi~, 

et que Lest son image inverse birigidifi~e. Cela nous r~n~ne au cas 

o~ Q est lui-m~me un sch4ma ab~lien. Mais alors ~ d4finit un morphisme 

canonique 

(~) p > PiCQ/k , 

transformant unlt~ en unit~, et con~ne Pest connexe, ce morphisme se 

268 



- 52 - VIII 

factorise par le schema ab~lien dual Q' o = P iCQ/k . Or il est blen connu 

qu'un morphisme de schdmas d'un groupe alg~brique afflne llsse et connexe 

dana un schema ab~lien eat constant. (C'est une question "g~om~trique" 

i.e. on peut supposer k alg~briquement clos, et dans ce cas on est 

ramen~ aussit6t par d~vissage au cas o~ P eat G ou G ; or il est 
--a -Ta 

connu que route application rationnelle de ~ dana un bien schema ab~lien 

sur k eat constante.) Le falt que (~) aoit constant, donc nul, s'Inter- 

prate par la condition que~ solt Isomorphe ~ l'image inverse d'un Module 

Inver~Ible M sur P, et comme~ eat trivial sur P×e A , M est trivial, donc 

l'est ~galement, cqfd. 

Proposition 4.7. $oient P,Q deux ~roupes al~brlques llsses et connexes 

sur le corps k. Supposons ~ue P soit extension d'un schema ab~llen A 

par un ~roupe alK~brlque llsse, connexe et affine L admettant une suite 

de composition dont cha~ue facteur solt laomorphe ~ u n tore ou ~ G --a 

(condltlon tou~ours remplie sl k eat parfait). Alors le foncteur envi- 

sagd dan_~s 1.3 eat une dqulvalence de cat~orles, ~.~. tout Module Inver- 

sible biri~idifld E sur PXQ provient d'une blextenslon de (P,Q). De plus, 

le...foncteur de..cat~goriesri8ides 

BIEXT(A,Q;Gm ) . > ~IEXT(P,Q;Gm) 

eat une dquiva.lence de cat~orles, en d'autres termes, il donne naissance 

un laomorphisme de 8roupes : 

(4.7.1) Bfextl(A,Q;Gm ) ~ > Biextl(p,Q;Gm ) 
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Pour la premiere assertion, on se r amlne encore, par descente 

et en utilisant 4.3, au cas o~ k est s4parablement clos. Proc~dant cormme 

dans la d4monstration de 4.6, on d@duit de 4.5 et de l'hypoth~ses sur L 

que~ est isomorphe ~ l'image inverse d'un Module birigidifi4 M sur A×Q, 

et pour la premiere assertion de 4.7, on est donc ramen4 au ¢as A=P. Or 

d@finit un morphisme de schemas ponctu~s 

f:Q ..... > Picp/k , 

qui se factorise n~cessairement par le sch6ma ab~lien dual P' de P. Soit 

~ l'image inverse du faisceau de Weil sur P×P' par 

idpXf : PxQ > P×P' , 

crest un Module birigidifi4 qui, par d4finition de f, ne diff~re de 

que modulo l'image inverse d'un Module inversible M sur P. Comme~' et 

ont une restriction triviale ~ PXeQ, on en conclut que M est trivial, 

donc que~ est isomorphe ~'. Or nous avons signal4 dans VII 2.9.4 que 

sur un produit de deux sch4mas ab~liens, les correspondances divisorielles 

provenaient de biextensions. II en r~sulte que ~', ou ce qui revient au 

m~me, ~ , provient d'une biextension. 

Revenant au eas g4n~ral (P extension de A par L), il reste 

prouver que (4.7.1) est bien un isomorphisme. Mais cela r4sulte de la 

suite exacte des Biext I (i=0,1) associ~e 8 la suite exacte 

et des relations 

O-->L > P .... > A ----> 0 , 

Biext°(L,Q;G) = 0 , Biextl(L,Q;G) = 0 , 
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dont la premiere est un cas particulier de l'assertion de rigidit~ faite 

dans 4.3, et la deuxi~ne n'est autre que le premier cas de 4.6. 

Cor011aire 4.8. Sous les conditions de 4.7, supposons Rue Q soit extension 

d'un groupe alg4brique B (n~cessairement lisse et connexe) par un sroupe 

alg~brique M qui est lisse , connexe et affine. Alors le foncteur de 

categories ri$ides 

BIEXT(A,B,G_m ) ....... > BIEXT(P,Q;G_m) 

est une 6quivalence de ca tfi~ories, en d'autres termes, elle donne naissanee 

un isomorphisme de ~roLtpes 

(4.8.1) Biextl(A,B;G_m) ~ > Biextl(e,Q;G_m ) 

Compte tenu de (4.7.1), il reste A prouver que l'on a un Iso- 

morphisme 

Biextl(A,B;Gm ) ~ > Biextl(A,Q;Gm) 

Cela se d~duit comme (4.7.1) de la suite exacte des Biext i d~duite de 

la suite exacte 

et des relations 

0 >M >Q >B .... >O 

Biext°(P,M;G_m ) = O , Biextl(p,M;Om ) = O , 

dont la deuxi~me est un cas particulier du deuxi~me eas envisag~ dans 4.6 

(o~ on aurait ~chang~ le rSle des deux facteurs envisages). 
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Remarque 4.9. Soient P,Q deu~x groupes alg~briques lisses et connexes sur 

un corps parfait k. On sait alors [3] que chacun d~*eux est extension d'un 

sch4ma ab41ien par un groupe lisse, connexe et affine, ce dernier ~tant 

prodult drun tore par une extension multiple de groupes G (cf. r~f~renee --a 

donn~e dans 4.6) : 

O- > L > P > A--> O , O > M > Q ........ > B -'~ O 

Donc 4.8 s'applique, et nous montre que la th~orie des biextensions de 

(P,Q) par G se ram~ne ~ la th~orie analogue (et combien classique I) 
--m 

pour le couple (A,B) de vari4t~s ab6liennes. 

Corollaire 4.10. Soient Pet Q deux_~roupes alg4briques llsses et connexes 

sur k, L un sous-groupe alg~brique affine lisse et connexe de P, E une 

biextension de (P,Q) ~ G m , d'o~ par 2.2 un accouolement d4duit de E 

T~!P} X Ti(Q) > Ti(Gm) 

Alors l'accouplement induit 

T~(L) X T6(Q) ' > T~(Gm) 

eat nul. 

En effet, on peut supposer ~viderm~ent k alg~briquement clos, 

auquel cas on est sous les conditions de 4.6, qui impliquent que la 

restriction de E ~ (L,Q) est la biextension trivlale, d'o~ la conclusion, 

puisque l'accouplement induit enviaag~ est celui d4fini par cette res- 

triction. 
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4.11. Soient P,Q deux groupes alg~briques et liases sur k, E une biex- 

tension de (P,Q) par Gm , et Tle plus grand sous-tore de P. On se pro- 

pose de d~termlner l'annulateur gauche de l'accouplement 

(4.11.I) -T~(P) × T~(Q)' > T~(~) , 

~tant encore un nombre premier flx~. En vertu de 

4.10, cet-annulateur contient en tous cas le sous-progroupe 

T~(T) de T~(P). Consid~rons une extension k' de k au-dessus de laquelle 

Pet Q s'~crlvent con~ne extension d'un schema ab~lien par un schema en 

groupes affine, extension multiple de tores et de groupes ~a ; lorsque 

Pet Q sont de rangs unipotents nuls, on peut prendre k'=k ; en tous 

cas, on peut prendre pour k' la cloture parfaite (ou une extension finie 

radiclelle) de k. Soient A' resp. B' la partle ab~lienne de Pk' resp. Qk' " 

En vertu de 4.7, la blextension Ek, de (Pk,,Qk,) provient d'une biexten- 

sion F' de (A',B'), bien d~termin~e ~ isomorphisme unique pr~s. Done 

l'aecouplement 

(4.11.2) r~(Pk,) X T6(QE ,) > r~(Gmk,) 

d~duit de (4.11.1) par changement du corps de base k ........ > k', et qui est 

aussi l'accouplement d~fini par la-blextension Ek, de (Pk,,Qk,), s'obtient 

llaide de l'accouplement 

(4.11.3) T£(A') X T&(B') > T£(G_mk,) 

d~fini ]par la biextension F', en eomposant avec les homomorphismes 

eanoniques (qui sont en fait des ~imorphisme ~ si Pet Q sont ~-divisibles). 

(4.11.41) T&(Pk,) > °T6(A') , T~(Qk ,) -----> T~(B') 
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Par suite, l'annulateur gauche de l'accouplement (4.11.2) (qui~est d~duit 

de l'annulateur gauche de (4.11.1) par changement de base) n'est autre 

que l'image inverse par le premier homomorphisme (4.11.4) de l'annulateur 

gauche de l'accouplement (4.11.3). Si C' est le plus grand sous-sch~ma 

ah~lien de A' tel que la restriction de F' ~ (C',B') soit la blextension 

triviale (donc C' est aussi la composante neutre r~duite de l'homomorphisme 

(4.11.5) A' > schdma ab~lien dual de B' 

d~flni par F'), l'annulateur ~ gauche de (4.11.3) s'identlfie ~ T~(C') ; 

donc l'annulateur ~ gauche de l'accouplement (I.Ii.i) n'est autre que 

l'image inverse de T6(C') ( > T~(A') par le premier morphisme (4.11.4). 

En particulier, dire qua l'annulateur ~ g~uche de l'aeco~plement 

(4.11.1) est r~duit ~ T~(T), i.e. que l'annulateur ~ gauche de (4.11.2) 

est r~duit au noyau T6(T') du premier morphisme (4.11.4), revient ~ dire 

que l'accouplement (4.11.3) est s~parant ~ gauche i.e, que C' = O, ou 

encore que le morphisme (4.11.5) d4fini par F' est ~ noyau fini. On 

notera sous cette derni~re forme que cette condition ne d~pend pas de ~, 

et il est clair (sous n'importe quelle forme) qu'elle ne d~pend pas du 

choix de l'extension k'. Lorsque cette condition est remplie, nous 

dirons simplement que la biextension donn~e E de (P,Q) par G est 
--m 

9~parante ~ ~auche. On notera par dualit~ que cela signlfie aussi que 

le morphlsme 

(4.11.6) B' > schema ab~lien dual de A' 

d~fini par F' est un 4plmorphlsme (i.e. surjectif). 
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On d4finlt de fa~on sym~trique la notion de biextension s~parant ~ 

droite, qui correspond au cas o~ (4.11.6) est ~ noyau fini, i.e. (4.11.5) 

un ~pimorphisme. On dit que la biextension E de (P,Q) par G m k est s_~arante 

si elle est s~parante ~ gauche et ~ droite, ce qui revient ~ dire que 

(4.11.51) est une isog~nie, ou ce qui revient au m~me, que (4.11.6) est 

une isog~nie. 

II est ~vident par d4finition que ces notions sont invariantes 

par toute extension du corps de ba~e k. 

4.12. Solent Pun sch4ma en groupes lisse et connexe, ~ un Module inver- 

sible sur P, et posons 

(4.12.1) 6(]L) = r~(]L) prW@L)-Ipre(~) -I 
I 2 ' 

les notations ~tant celles de 4.2. Comme on a d4j~ signal~ dans VII 1.3.4, 

on trouve ainsi un Module inversible birigidifi4 sur PXP. En vertu de 

4.3, si 6(~) provient d'une biextension, celle-ci est d4termin4e ~ iso- 

morphisme unique prAs. Cette biextension est d4finie en particulier~en 

vertu de 4.7,si Pest une extension d'un schema ab~lien A par une exten- 

sion multiple'de tores et de groupes G . En tous cas, si elle est d~finie, 
\\ --a 

il est clair que cette biextension est sym4trique. Dans le cas favorable 

precedent, et lorsqu'on suppose le tore maximal de P d4ploy~, on peut 

ramener la construction de 6(L) au cas off "Pest un schema ab41ien, en 

notant qu'elle est ~vider~nent fonctorielle en P, et que d'autre part 

l'homomorphisme 

(4.12.21) Pic(A) > Pie(P) 
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d~duit de l'homomorphlsme canonique f : A > Pest surjectif grace 

4.5 (cf. d~but d~monstration de 4.6), de sorte que l'on peut trouver 

un isomorphlsme 

I.~ '~ f~(_M) , 

o~* _M est un Module inversible sur M. Alors 6(~) "est" l'image inverse 

de la biextension 6(~0 de (A,A) par G m k . 

Proposition 4.13. Sous les conditions de 4.12, @upposons que L~soit un 

Module inversible ample sur P. Alors si la biextension 5(~) d_~e (P,P) 

par G est d4finie, elle est s4parante (4.11) ; si Pest extension --mk 

d'un sch4ma ab~lien A par un groupe affine l~sse connexe L satisfaisant 

la condition de 4.7, alors la biextension de (A,A) don t 6~u) provient 

(en vertu de 4.8) est de la forme 6(M), o_~ __M est un Module inversible 

ample sur A. 

On est ramen~ au cas o~ k est alg4briquement clos. Par d4finition, 

il suffit alors de prouver, avec les notations de 4.12, que la biextension 

6(M) de (A,A) est s~parante. Or il est prouv4 dans la th~se de M. RAYNAUD 

[2, Xl I.ii] que si~. = fW(M) est ample, il en est de m~me de M . Or il 

est bien connu par la th~orie de A. WElL que cela implique que 6(M) est 

s4parante [I] [2], i.e. que l'homomorphisme de A dans son sch4ma ab~lien 

dual est une isOg~nie~ 

Remarque 4.14, Plaqons nous dans le cas favorable o~ Pest extension d'un 

sch4ma ab41ien A par un groupe L extension multiple de tores et de groupes 

Ga, et consid4rons l'homomorphisme compos~ canonique 
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(4.14.1) NS(A) 6 > Biextl(A,A;Gm ) N > Biextl(p,p;Gm ) 

On sait par 4.8 que la deuxi~me fl~che eat bijective, d'autre part il 

est bien connu en th~orie des vari~t~s ab~liennes que la premiere fl~che 

indult un isomorphisme du groupe de N~ron-S~veri NS(A) de A sur le sous- 

groupe de Biextl(A,A,G_m) = Co=r(A,A) form~ des (classes d~ biextensions 

( ~ correspondsnces dlvisorielles) s>~a~triques. De ceci r~sulte que 

le compos~ (4.14.1) indult un isomorphisme de NS(A) avec le groupe des 

biextensions sym~triques de (P,P) par G_m (qui, en vertu de 4.7, peut 

d'ailleurs se d~crire ~galement commie le groupe des (classes de) 

correspondences divlsorielles sur (P,P) qui sont sym~triques. Ii s'im- 

pose d'appeler une correspondance divisorielle sur (P,P) correspondence 

divi99rielle ample, et d'appeler encore biextenslon ampl~e de (P,P) par 

G la biextension correspondante, lorsqutelle provient d'un ~14ment 

amp!e du groupe NS(A). Cette condition ~tant manifestement invarlante 

par changement du corps de base, on volt que la notion pr~c~dente garde 

un sens sans la condition restrictive mise plus haut sur P, en supposant 

seulement Plisse et connexe. 

Notons, lorsqu'on suppose m~me L "r~ooluble sur k" i.e. qu'il 

se d~visse en groupes --aG et G_m , qu'il r~sulte de l'observation pr~c~dente, 

et du fair que l'spplication (4.12.2) est surjective, que l'Image de 

Pic(P) 6 > Biextl(p,p;G_m) (4.14.2) 

est form~e des biextensions sym~trlques~ et que son noyau est le sous-groupe 

Pie°(P) de Pic(P) image de Pic°(A), de sorte que, posant 

NS(P) = Pic(P)/Pic°(P) ( ~ NS(A)) , 
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on peut interpreter ~galement le eompos~ (4.14.1) co,she un isomorphlsme 

canonique 

NS(P) ~ > Biextl(p,P;G_m )sym (4.14.3) 

Notons enfin que le th~org~me de RAYNAUD cit~ pour 4.13 s'~nonce en disant 

qu'un ~l~ment ~ de Pie(P) est ample si et seulement si son image 6(~) 

par 4.14.1 est une classe de biextensions amples. 

5. Extensions et~biextensions par des sch4mas en Kroupes constants tronqu~s 

sans torsion 

Nous donnons,dans ce num~ro et le suivant, quelques r4sultats 

auxillalres, qui seront utilis4s au num~ro 7 dans le cas Z = ~ . 

Proposition 5.1. Soient Sun sch4ma ~om~triquement unibranehe et irr4- 

duetible de point ~4n4rique ~ , Z un ~roupe ...... sans torsion, d'o~ un sch4ma 

en ~roupeseonstant Z S sur S. Alors tout torseur E sous le sch~na en 

~roupes Z S est trivial, et le foncteur E ~ > E(~) de la cat~orie des 

torseurs sous Z S dans la cat~orie des torseurs sous Z = ZS( ~ eat une 

~uivalen9 @ de categories. 

Un lemme connu de th4orie de la descente (SGA 3 X 5.4) nous 

montre que tout torseur E sous G S est repr4sentable (ee r~sultat ~tant 

valable pour tout sch4ma en groupes sur S qui est s4par~, localement 

de presentation finie et localement quasi-fini sur S). Comme Z S eat ~tale 

sur S, il en est de m@me par descente fpqc de tout torseur E sous ZS, 

qui eat done localement trivial pour la topol0Bie ~tale (et non seulement 
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la topologle £ppf). Pour prouver que E eat trivial, il sufflt doric de 

p r o u v e r  q u J o n  a 

HI(s~t Z s) ffi e 

et de mSme l'assertion de plalne fid~lit~ de 5.1 se r~dult ~ la relation 

H°(S4t,Zs ) < ~ Z 

Cette derni~re ~tant triviale, prouvons la premiere. Pour ceci, consi- 

d~rons l'incluslon 

i : ~ > S , 

on a alors, grace au falt que S eat g~om~trlquement unibranche 

i.(Z) ~ N Z S 

(SGA 4 IX 2.14.1), d'o~ par la suite exacte non commutative de bas degr~s 

tenant lleu de suite spectrale de Leray pour i : ~ .... > S (SGA 4 XII 3,2) : 

e > HI(s,i.(ZD)) > HI(~,Z ) ..... 

le fair que HI(S,Zs ) ' ) HI(~,Z )) eat injeetlf. On eat donc ranen~ au 

cas o~ S est le spectre d'un corps k. Sl ~ eat le groupe de Galols d'une 

cloture s~parable de k, on aura done 

H l ( k , Z )  = Hom c o n t ( ~ , Z ) / Z  ffi e , 

pulsque E eat sans torsion. Cela ach~ve la d~monstratlon. 

Corol].aire 5.2. Avec lea notations de 5.1, soit Pun schema lisse sur S. 

Alors tout toraeur E sous Zp @st trivial, et le foncteur E ~ > E de l_~a 

ca t~orle des torseurs sur P de groupe Zp dana la cat~orie des torseurs 
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sur P de groups Zp~ eat une ~quivalence de cat~gorles. 

En effet, Pest g~omdtriquement unibranche (EGA IV 17.5.7), et som- 

me chaque composante irr~ductible de P domine S, P ~tant plat sur S, 

lJensemble des composantes irr~ductibles de Pest localement finl. Donc 

P eat un pr~schdma son, he de pr~sch~mas irr~ductibles g~om~trlquement 

unibranches Pi " Ceci dlt, 5.2 rdsulte aussit0t de 5.1 appliqu~ aux 

divers Piet aux Pi~ ' compte tenu que le point gdndrique Pi de Piest 

aussl point g~n4rique de Pi " 

5.2.1. Du corollaire prdc~dent r~sulte aussitDt l'4noncd analogue pour 

lea bitorseurs sur P sous (Zp,Zp) : le foncteur E F--> E~ de la cat~gorie 

de ceux-cl, dans is catdgorie des bitorseurs sur P~ sous (Zp ,Zp ) est 

une ~qulvalence de categories. En effet, il suffit d'expliciter la struc- 

ture de bltorseur de E en termes de cells de torseur ~ droite sous Zp , 

muni d'un isomorphisme de Zp dans le commutant de Zp pour son operation 

sur E, en ntilisant le fait que E est n~cessairement trivial donc que 

le eommutant en question est isomorphe ~ Zp lui-m~me. On est donc ramen4 

la remarque triviale suivante pour lea composantes irr~ductibles X de P ; 

si X est un schema connexe non vide, le foncteur Z~--> Z X de la cat~gorie 

des ensembles dans celle des X-schdmas est pleinement fiddle. 

Proposition 5.3. Soient Set Z cormne dans 5.1, e__tt Pun schdma en grouoe_~s 

llsse sur S. Consid~rons les extensions E de seh4mas en groupes_~de P par Z s . 

Alors le foncteur E| > E , allant de la cat~gorie de ces extensions 

dana celle des extensions de sch4mas en groupes de P ~a__/r Z ,est une 
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~qulyalence de categories. Si Pet Z sont commutatifs, ce foncteur induit 

ausslune ~ulvalenee entre l escat~ori@s d'extensions commutatives 

correspondantes. 

Notons d'abord ~ue toute extension de faisceaux de groupes de 

P par Z S (ou de P~ par Z ) donne naissance par 5.2 ~ nn torseur trivial, 

eta fortiori representable. Donc les categories envisag~es dans 5.3 

peuvent aussl s~interpr~ter cor~me des categories d'extensions de faisceaux 

de groupes. Celles-ci sont justlciables de la description donn~e dans 

VII 1.1.6 et 1.2 en termes de bltorseurs sur P, PXP, PKPXP (resp. sur 

P~ , P X P~ , P~× P~×.P ), sous les paires de greupes d~duites de 

(Z,Z} par changement de base. Appliquant 5.2 dans le cas des extensions 

cormnutatives, et 5.2.1 darts le cas general, aux schemas (lisses sur S) 

P, PXP et PXPXP, on obtient la conclusion annoncEe. On trouve de fa~on 

toute analogue : 

Corollaire 5.4. Solent S,Z ¢gmme dans 5.1, e~t P,Q deux schemas en_grou ep_ ~ 

lisses sur S. On s~pose P,Q,Z commutatif§, et on consid~re les biextensions 

E d~e (P,Q) par Z S . Alors le foncteur E ~ > E ~ui va de la cat~orie 

de ces blextens!ons dans la cat~8orie des biextensions de (P~,Q~) p_a~ Z , 

est une ~quivalence de categories. 

Les r~sultats precedents nous ~n~nent donc ~ d4terminer les 

categories d'extensions ou de biextenslon~ par un groupe constant sans 

torsion, dans le cas d'un schema de base r~dult au spectre d'un corps. 

On trouve alors cecl : 
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Proposition 5.5. Soient k un corps, Z un groupe sans torsion, P u~n 

k-sch4ana .... en ~roupes loealement de t~e fini, pO la composanteuneutre , 

= p/pO le ~roupe des composantes connexes (SGA 3 VI A 4). Alors 

(i) L e foneteur naturel allant de la cat~orie des schemas 

en ~rouDes, extensions (resp. extensions eommutatives) de ~ par Z k , 

dansla eat~0rie des schemas en ~roupes extensions (resp. extensions 

con~nutatives) de P par Z k , est une ~quivalenee de 9at~orles. En par- 

ticulier, s_~i P @st connexe, toute extension de P par Z k est triviale, 

et la cat~Korie de ces extensions e st riside. 

(ii) Supposons que ~ soi tun ~roupe de torsion (£.ex. P d_~e 

type fini), et Pet Z commutatifs. Alors la cat~orie des extensions 

d_~e p par Z k est riKide, !-~- tout automorphisme d'un objet de cette 

cat~orie est trivial. $i de plus il existe n > O tel que n.ld~ = O, 

par exemDle si ~ est fini p.ex. Z de type fini, alors le ~roupe des classes 

d'extensions commutatives de P ~@r G k est donn4 par un isomorphisme 

canonique 

(5.5.1) ExtI(p,z k) < ~ Hom(~ , (Z~)/Z) , 

donn~ par l'op4rateur cobord de la suite exaete des Ext d4duite de la 

suite exacte 

(5.5.2) 0 ~> z ) z ~  > (z®~)/z ---~ o 

Notons que le morphisme canonique 

p > 

induit ~videmment un isomorphisme sur les ensembles de composantes 

irr4ductlbles, car c'est un morphisme plat ~ fibres irr~ductibles. 
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Donc en vertu de 5.1, le foncteur induit de la cat~gorie des torseurs 

sous Z½ dans la cat~gorie des torseurs sous Zp est une ~quivalence de 

cat4geries. (On se rappelera qu'un schema en groupes localement de type 

fini sur k est g~om~triquement unibranche). La m~me conclusion s'applique 

aux cat4gories de bitorseurs, et aux morphlsmes 

PXP > @X~ , PXPXP > ~X~X# 

La description VII 1.1.6 des extensions de P par Z k resp. de ~ par Z k 

(et VII 1.3 dans le cas d'extensions con~autatives) implique slots les 

assertions de (i). Bornons nous maintenant au cas des extensions co~mu- 

tatives. Alors le groupe des automorphismes d'une extension de P par G k 

est le groupe 

Hom(P,G k) ~ Hom(~,G k) , 

qui est 4videmment nul si ~ est un groupe de torsion. On a de m~me, si 

V = G~9~ , et lorsque ~ est fini, 

ExtZ(~,Vk ) = 0 pour tout i £ ) 

car les groupes envisages sent des vectoriels sur ~ annul4s par l'entier 

n > O. L'isomorphlsme (5.5.1) en r4sulte aussitOt. 

On prouve de la m~me fagon essentlellement : 

Corollaire 5.6. Soient k un corps, Z un ~roupe commutatif sans torsion , 

P e_~tQ deux seh4masen_groupes co~utatifs !ocalement de type fini sur 

k ~ = p/pO et Y = Q/QO les~rou es des eomposantes neutres. Alors : 

(i) Le foneteur naturel , ~!l@nt de la eat~$orie des biextenslons 
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d_~e (~,T)par Z k dans celle des biextenslons de (P,Q) par Z k est une ~qulvalence 

de qGt~gories, Si en particulipr P o_~u Q es£ connexe, la cat~qri ~ des 

blextenslons de (P,Q) p@r z k est ~quivalente ~ la cat~orie ponctuelle. 

(ii) Supposons ' qU e ~ o__uu ~ solt un ~roupe de tqrs!q ~. Alors 

la eat4~orie des biextensions de (P,Q) par Z k est ri~ide. Si de plus 

il existe un entler n > 0 tel que n.id~ = O o__uu n.id~ = O, alors le 

8;oupe des classes de blextensions de (P,Q) par Z k est donn~ par un 

isomorphisme canonigue 

(5.6.1) Biextl(p,Q; G k) < ~ Hom(~ , (Z~)/Z) , 

donn@ par l'op@rateur cobord de la suite exacte des Biext i (i=O,l) 

d@duite de la suite exacte (5.5.2). 

5.7. Soient Sun schema, Tun sous-sch~ma ferm4, Z un ensemble. Appelons 

schema constant sur S tron~u~ sur T, de valeur Z, et d~signons par ~,T ' 

le schema obtenu par recollement en prenant la somme de Z copies S (z ~ Z) de 
z 

qu'on recolle suivant l'ouvert U = S-T compl~mentaire de T. Done on a 

(5.7.1) ZS,T×S U "~ U , Z S , T × s T ' ~  Z T , 

et Zs, Test un schema ~tale sur S. Pour un S-schema variable S', on a 

un isomorphisme fonctoriel en S' • 

(5.7.z) Homs(s',Zs, T) ---~ Ho~(S~,Z T) , 

" e ~ ",compte tenu du deuxi~me la fl~ehe ~tant d~finie par r strictlon ~ S T 

isomorphisme (5.7.1) ; nous l~issons au lecteur le soin de v~rifler que 

cette flAche est bljective. D~signant par 
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i:T >S 

l'inclusion, l'isomorphisme fonctoriel (5.7.2) peut aussi s'4crire CO,he 

un Isomorphisme de faisceaux 

(5.7.3) Zs, T "~ i~(Z T) 

On volt sur cette formule, ou directement sur la d4finition, que pour 

Z variable, ZS, T d4pend fonctoriellement de Z, ledlt foncteur co~nutant 

aux limites projectives finies. II transforme en particulier groupes en 

groupes, groupes co~=mutatifs en groupes corc~utatifs, ce qui est 4galement 

clair sur la forme (2.7.2) du foneteur represent4 par ZS, T . 

Signalons aussi qu'il est trivial sur la d4flnition, ou sur 

(5.7.3), que la formation de ZS, T cormmute ~ tout changement de base 

f : S t .... ~ S, qul donne nalssance ~ un isomorphisme de foncteurs en Z 

(5.7.A) ZS,T×sS' "~ ZS,,T , , o~ T' = TXsS' = T S, 

5.8. Nous nous proposons d'4tudier les torseurs E sous un groupe de 

la loire ZS, T , o~ Zest un groupe, qu'on suppose ici eormnutatif pour 

simplifier. On a un foncteur naturel 

(5.8.0) E I > E T 

de la cat~gorie des torseurs sous ZS, T dans la cat4gorie des torseurs 

sous Z T . Je dis que ce foncteur est une 4~uivalence de cat~ggrles. 

En effet, le fait qu'il est pleinement fld~le, i.e. que pour deux 

torseurs, E,F sous GS, T ~ l'application Hom(E~F) ) Hom(ET,F T) est 

bijective, se ram~ne imm~dlatement par deseente fpqc au cas o~ E et F 
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sont triviaux, donc au eas E = F = (Gs,T) , o~ ce n'est autre que la 

bijectivit~ de (5.7.2) pour S'=S. Prouvons que (5.8.0) est essentiellement 

surjectif. Soit E Tun torseur sous Z T . On a d~j~ not~ dans la demons- 

tration de 5.1 que E Test representable et localement trivial pour la 

topologie ~tale. II suffit donc de prouver que 

HI(s~t,Zs,T) > HI(T~t,ZT) 

est bijectif, ce qui r~sulte de (5.7.3) et de la relation 

Rli~t ~(Z T) = 0 , 

cas particulier de SGA 4 VIII 5.6. 

5.8.1. Soit maintenant Pun schema en groupes commutatif sur S, et 

proposons-nous de d~terminer la cat~gorie des extensions de faisceaux 

en groupes commutatifs de P par ZS, T . Pour ceci, on ~tilise la descrip- 

tion (VII 1.1.6, 1.3) en termes de torseurs sur P, PEP, P×PXP, sous 

les groupes images inverses de ZS, T . Or ces images inverses sont de la 

m~me forme que ZS, Ten vertu de (5.7.4), et on peut donc appliquer 

la description de ces torseurs le r~sultat precedent, qui nous apprend 

qu'ils correspondent aux torseurs sur PT' PTXTPT ' PTXTPTXTPT sous les 

groupes images inverses de Z T . On trouve ainsi : 

Proposition 5.9. Soient Sun schema, Tun sous-schEma fermE, Gun gr0upe 

commutatif, GS, Tle schema . . . . . . . . . .  en ~roupes constent tro~d~__ corres~ondant 

sur S dEfini dans 5.7, Pun schema en sroupes commutatifs sur S. Alors 

le foncteur de restriction ~ T induit une ~quivalence entre la cat~gori_e 
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des faisceaux en grpupes commutatifs extensions de P par ZS, T , et la 

¢at~orie des faisce@ux en sroupes commutatifs extensions de PT par Z T . 

On trouve, par une d4monstration essentiellement identique : 

Corollaire 5.10. Avec les notations de 5.9, soit de plus Q un schema en 

~roupes commutatifs .sur S. Alors le foncteur restriction ~ T induit 

une ~quivalence entre la cat4gorie des biextensions de (P,Q) p_a[ ZS, T , 

et..la cat~orie des biextensions de (PT,QT) par Z T . 

6. Extensions et biextensions par le module de N4ron de G 

6.1. Soient Sun schema, Tun sous-sch~ma ferm4, Z un ensemble, d'o~ 

un schema constant tronqu~ ZS, T sur S (5.7). On a un homomorphisme cano- 

nique, fonctoriel en Z, de sch4mas 4tales sur S : 

(6.1.i) Z S > ZS, T , 

qui est un morphisme surjectif, comme il r4sulte aussitSt de (5.7.1). 

De sa fonctorialit4 en Z r~sulte que lorsque Zest un groupe, (6.1.1) 

est un homomorphisme de schemas en groupes ~tales sur S. Son noyau est 

done un schema en groupes 4tale sur S, not4 ZS, U , et on a une suite 

exacte canonique, fonctorielle en Z : 

(6.1.2) O > ZS, U ........ ~ Z S > ZS, T > O 

On constate aussitSt, grate ~ (5.7.1), que ZS, U est la somme d'une 

= = fanille de S-schemas Sn , n 6 Z, avec S n S pour n O, et Sn = U pour 

n # O. De cette description de ZS, U r4sulte ais4ment que pour tout 
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Groupe F sur S, l'application de restriction ~ U induit une bijection : 

(6 .1 .3 )  HOmgr(Zs,u,F ) N ~ HOmgr(Zu,FiU ) 

6.1.4. Nous supposons par la suite Z con~nutatif, et nous nous proposons 

d'examiner les extensions de Groupes conmlutatives de ZS, T par un Groupe 

cormnutatif donn~ G sur S. Par la suite exacte (6.1.2), la cat~gorle de 

ces extensions est ~qulvalente ~ Is cat~gorie des extensions F de Z S 

par G, munies d'une trivialisation de l'image inverse de cette extension 

par ZS, U -> Z S . En vertu de (6.1.3), une telle trivialisatlon revient 

la donn~e d'une trivialisation de l'extension FIU de Z U par GIU . 

Pour la suite, nous prendrons pour Z le groupe ~ des entiers, 

done ~ S est le Groupe libre ~ un g~nfirateur, et VII 1.4 nous fournit 

une Equivalence entre la catfigorie des extensions de ~ Z par G, et la 

catfigorie des torseurs sous G. On trouve donc, en appliquant le m~me 

r~sultat ~ Z U et GIU : 

Lemme 6.2. Soi ent S un schfima , Tun sous-schEma fermfi, U = S-T, G u_nn 

Grouse co~mutatif sur S. L a cat~orie des Groupes eommutatif s sur S 

extensions de EES, T (dEfini dans (5.7)) par G est Equivalente ~ la 

catfi~orie de s couples (F,s) formfis d'un torseur F sous Get d'une 

section s de FIU. S~i C~ : S > ZES, Test la section de ~S,T image 

de la section I d.ee 2Z S sur _S, ~ l'extension G d_~e Z~S, T par G corres- 
G 

pond le torseur F = ~(G) sous G, muni de la section de FIU donn~e par 

la restriction ~ U de la section unite de G . 
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6.2.1. Si G correspond au couple (F,s), l'image inverse f*(~) dans 
n 

de la section £n de ~S,T, d~finie par la section constante de valeur 

n E ~de ~S ' s'identifie eanoniquement, comme torseur sous G, ~ la 

puissance n.i~me F (n) du G-torseur F ; l'isomorphisme canonique de 

Gu't°rseurs f*(~)IU "~ G U n  , d4finie par is premiere relation (5.7.1), 

est d~finie par la section s (n) de F(~ ) puissance n.~me de la section 

donn4e s de F U . De eette explicitation r~sulte la description suivante 

des sections de ~ sur S : une section g de ~ sur S est d~finie par 

a) une section ~ de 2ZS, T sur S, qu'on peut interpreter 

con~ne une section de ~T i.e. une fonction localement constante sur T 

valeurs dans ~ , ou si on pr~f~re, une partition T = I I T. de T 
iE~ z 

en somme disjointe de parties ouvertes index~es par les i E ~ ; 

b) une fa~ille de sections 

- (~(1) ~J 
' = S - T! T! = T gi E F .. /s~ , i E ~, o~ s i • ' • JE~ j ' 

j#i 

les sections gi pour i 6 2Z ~tant li~es par la condition de compatibilit~ 

suivante : pour i,j E ~, gi et gj coincident sur S'.NS~ = U, quand on z j 

identifie F(i) Iu et F(J)Iu ~ G U , gr&ce ~ la section s (i) resp. s (j) 

de ces torseurs. En d'autres termes, il doit exister une section 

hij E I~(G/U), ~viden~nent uniquement d~termin~e, telle qu'on ait 

-- s(i) s(j) 
gi = hij ' gj = hij 

Comme la description 3.2 d'une extension ~ de S,T par G 

est 4videmment compatible avec tout changement de base S' ~-~> S, ce 

qui precede donne une description compl~te du faisceau ~ co~e foncteur 
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en l'argument S' 60b Sch /S" 

6.2.2 Lorsque Test un schema sormme de sch4mas connexes non vides T. , 
1 

i E I, alors la description 6.2.1 des sections de ~ sur S peut se sim- 

plifier : une telle section est d4finie par une famille d'entiers 

(ni)iE I index4e par le m~me ensemble I, une famille des sections 

--gi " ' = S-T~ , r~1 = I ~T.,3 les gi satin- 6 r (F(nl)/Si), pour i E I, o~ $i 
jEI 
j#i 

faisant ~ la condition de compatibilit~ suivante : pour tout couple 

d'14ments i,j £ I, les restrictions de gi at gj ~ S~AS~_~ = U s'identlflent, 

modulo l'identification de F(ni)iu et de F(nj)iu , d4duites des sections 

s (hi) resp. s(nj ) de ces torseurs. 

6.2.3. Lorsqu'on suppose enfln T connexe non vide, la donn4e d'une 

section g de ~ sur S revient ~ la donn~e d'un'entier n, et d'une section 

de F (n) sur S. Ii n'y a plus de condition de compatibilit4 ~ imposer, 

de sorte que la section s de FIU est absente de la description du groupe 

des sections de ~ sur S. (Main s apparalt de nouveau, bien entendu, d~s 

qu'on se propose de donner une description des points de ~ ~ valeurs 

dens un S-schema g~n~ral S'.) 

6.2.4. Con~e Gest r~union des "ouverts" f~(~) (n 6 ~) d~crits dens 
n 

6.2.1, on en conelut que Gest representable si et seulement sl les 

torseurs F (n) le sont. II suffit par exemple, pour ceci, que G soit 

repr4sentable et soit un sch4ma en groupes affine sur S, grace ala 

th~orie de la descente SGA I VIII 2.1. 
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6.3. Dans la suite, nous supposerons que G = G de sorte que route 
-m S ' 

extension G de ~ S,T par G = G_m S sera bien repr4sentable (6.2.4), et bien 

entendu, sera lisse sur S comme extension d'un schema en groupes 4tale 

ZZS, T par un schema en groupes lisse G_m S . De plus, la donn4e dWun torseur 

F sous G 4quivaut ~ la donn4e d'un Module inversible ~ sur S (en asso- --m 

clapt ~ ce dernier le torseur des sections inversibles de ~ ). Donc 

est d~crit par un couple ~,s)~ o~ est un Module inverslble sur S, et 

s une trivialisation de ~ sur U=S-T, i.e. une section inversible de ~IU. 

Lorsque U est sch4matiquement dense dans S, et que S est localement 

noeth&rien, ou r~duit et l'ensemble de ses eomposantes irr~duetibles est 

loealement fini, la donn~e d'un tel couple 4quivaut A celle d'un diviseur 

D ~V! S tel que 

(6.3.1) supp D c T , 

en faisant eorrespondre a un tel diviseur le couple 

(6.3.2) (Os(-D), SD lU) 

du Module Inversible Os(-D) associ~ ~ -D (EGA IV 21.2.8.1), et de la 

restriction ~ U de la section rationnelle canonique s D de celui-ci 

(EGA IV 21.2.11 et 20.2.11 (ii)). En tous cas, sans hypoth~se sur S, 

la donn4e d'un divlseur D sur S satisfalsant (6.3.1) d4finit un couple 

(~u,s) par (6.3.2), donc une extension G de S,T par G m , que nous 

appelerons le mgd~le de N~ron-Ra~naud de G , associ~ au diviseur D 
--m 

et au ferm~ T de S satisfaisant (6.3.1). Si T = supp D, on omet T dans 

la terminologie. 
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II est in~a~diat que la formation de cette extension ~ connnute 

tout changement de base f : S' > S tel que le diviseur image inverse 

f~(D) solt d~flni (EGA IV 21.4.2), en particuller ~ tout changement de 

base plat. 

6.3.3. On volt aussitat, grace ~ la description gdndrale 6.2.1 des 

sections de ~, que celles-ci peuvent s'identlfier aux sections f du 

faiseeau~ des sections m~romorphes r~guli~res sur S (EGA IV 20.1.8) 

dont le diviseur div(f) est localement (au sens de la topologie de 

Zariski) un multiple entier de D . Si Vest un ouvert de S tel que la 

restriction de dlv f ~ Vest ~gal ~ celle de nD, o~ n E ~, alors is 

section de ~S,T d~finie par f n'est autre que l'image de la section 

constante de valeur n de ~S dans (6.1.2). La description prdcddente 

du groupe des sections de ~ sur S reste valable au-dessus de tout ouvert 

de S, plus g~n~ralement pour le groupe de points de ~ ~ valeurs dans 

n'importe quel S-schema plat S'. Comme ~ lul-m~me est plat (et m~me lisse) 

sur S, eette deBcrlption redonne donc une caract~rlsatlon compl~te du 

module de N~ron-Raynaud de G d~finl par D et T D supp D. 
--m 

6.4. Supposons maintenant que S soit nQrmal, et l'ensemble de ses 

eomposantes irr4ductibles loealement flni (donc S est un sch4ma son=he 

de sch4mas normaux int~gres), et supposons que le diviseur D soit posltif, 

multlplicit~s 1 (EGA IV 21.6)~ que T=supp D, et que T soit localement 

irr~duetible i.e. que ses composantes irr4duetibles solent disjointes. 

Alors pour route fonction rationnelle f sur S, r~guli~re sur U = S-T, 

div f est localement un multiple de D, donc on a dans ce cas un isomor- 
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phlsme de groupes canonlque : 

(6.4.1) r(S,~) ~ > r(U,Gm U) 

Supposons m~me T g~om~trlquement unlbranche et localement Int~gre, 

hypoth~se qui est stable par eh~ngement de base lisse (EGA IV 17.5.7). 

Alors, toutes les hypotheses Etant stables par changement de base, on 

d~duit de (6.4.1) que pour S' lisse sur S, on a un isomorphisme de ~roupes 

canonique, fonctorlel en S' : 

(6.4.2) HOms(S', G) ~ HOmu(S~, G m U) ~ F(S~ , 0_~) 

Comme ~ est lui-m~me lisse sur S, cet isomorphisme caract~rlse le schema 

en groupes ~ sur S ~ isomorphisme unique pr~s. D'autre part, il montre 

que ~ joue le r01e d'un "modUle de Ndron" pour le schfima en groupes G m U 

sur l'ouvert U de S, ce qui (joint au falt qu'il a dt~ introduit et 

utillsE pour la premiere fols par M. RAYNAUD) justifle la terminologie 

adopt~e dans 6.3 pour ddslgner ~ . 

Th~or~me 6.5. Soient Sun schema normal localement int~re, Dun diviseur 

pgsltif sur S, sans eomposantes multiples, tel quele support de D soit 

g~om~trlquement unlbranche et loealement int~re. Soit G le module de 

NEron-Raynaud de G sur S relatif ~ D (6.3), et eonsiddrons la catdgorie 

des torseurs E sur S sous le schema en ~rgupes ~ . Le foncteur restriction 

E I > E U = E[U , 

qui Va de cette eat~Rorie dans la catd~orie des torseurs sur U sous 

le schema en groupes G_m U , est pleinement fiddle. S_~i S est un schema 

r~gulier (plus g~n~ralement, sices anneaux locaux sont factoriels), 

a!ors ce fon cteur est. m~me une ~quivalence de cat~8ories. 
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Montrons que le foncteur envissg4 est pleinement fiddle, i.e. 

que pour deux torseurs E,F sous ~, l'application de restriction 

(~) Hom(E,F) > Hom(Eu,F U) 

est bijective, o~ les Horn d4signent les ensembles d'homomorphismes de 

torseurs. Notons d'abord que cette question est msnifestement locale 

sur S pour la topolo~ie de Zariski : si S est r4union d'ouverts S i tels 

que pour tout ouvert S' de S contenu dans un S. (donc en particulier pour 
l 

S' de la forme S i ou SiNSj) , l'application 

H°m(Es''Fs') > H°m(Es'Au'Fs'Nu ) 

est bijective, alors l'application (w) est bijective. D'autre part, il 

r~sulte aussitSt de 5.8 appliqu4 ~ S,T,~ , et de 5.1 appliqu~ ~ T,~ , 

que tout torseur sous G est localement trivial pour Is topologie de 

Zariskio Ces deux observations nous ram~nent ~ prouver la biJectivit~ 

de l'spplication (w) dans le cas o~ E=F--~ . Mais alors cette application 

n'est sutre que (6.4.1), dont la bijectivit4 a d~jA @t~ ~tablie. 

Montrons maintensnt que le foncteur E I > E U envisag~ est 

sssentiellement surjectif lorsque les anneaux locaux de X sont factoriels. 

Comme G s'identifie ~ un sous-sch4ma en groupes ouvert de G, il suffit 
-mS 

de prouver que tout torseur sous G est isomorphe ~ is restriction 
-mU 

U dWun torseur sous G II revient au m~me de dire que tout Module 
--mS" 

inversible sur U est isomorphe ~ la restriction d'un Module inversible 

sur S, ce qui r4sulte en effet de l'hypoth~se faite sur S (EGA IV 21.6.11, 

o~ on se borne au cas locslement noeth4rien, qui est le seul cas qui 

nous servira par Is suite). Cela prouve 6.5. 
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6.5.1. Pla~ons nous maintenant dans le cas o~ on suppose de plus S 

localement noeth~rien e t r6gulier. Comme S est alors localement factoriel, 

la donn~e de D ~quivaut ~ celle d'un sous-sch~ma ferm~ (que nous notons 

encore D) qui soit purement l-codimensionnel, r~duit et g6om~triquement 

unibranche. Notons aussl que les hypotheses sur Set D sont stables par 

tout changement de base lisse S i ----> S, de sorte que la conclusion de 6.5 

s'appliquera ~ S' muni du sous-seh~ma D' = DXsS' de S'. Ceci dit, la 

description VII 1.1.6 des Groupes extensions nous donne aussitSt la 

consequence suivante : 

Corollaire 6.6. So ient Sun schema localement noeth~rien et r4$ulier, 

Dun sous-sch4ma ferm~ r4duit $40m4triquement unibranche et purement 

l-codimensionnel (d4finissant donc un diviseur sur S), ~ le module de 

N6ron-Raynaud de G relatif ~ D, Pun seh4ma en sroupes commutatifs 

lisse sur S. Consid4rons la cat~orie des extensions conmlutatives de 

fl.aSsceaux en Gro~pes de P par ~. Alors le foncteur restriction g U, 

E > EIU, induit une 4~uivalence de cette cat4gorie avee la cat~$ori e 

des extensions de PU Par G-m U " 

6.6.1. On obtient par la m~me m4thode l'4nonc~ analogue, relatif 

su cas d~extensions pas n4cessairement cormautatlves (P n'4tant plus 

suppos4 commutatif). Nous laissons au lecteur le d~tail de la d6mons- 

tration, 14g~rement plus compllqu4e du fair qu'il faut consid~rer ici 

des bitorseurs au lieu de torseurs. 

Par essentiellement la m~me d@monstration que 6.6, on obtient 

de m~me : 
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Corollaire 6.7. Soient S,D,~ comme darts 6.6, e t P,Q deux sch6mas en 

groupes commutatifs et lisses sur S. On consid~re la cat~$orie des 

biextensions de (P,Q) par ~ . Alers le foneteur restriction ~ U, 

E ~ > EIU , qui va de cette cat6~orie dans la catfi$orie des biextensions 

de (Pu, Qu) par Gm U, est une ~quivalence de cat6$ories. 

Remarques6.8. a) Nous appliquerons 6.6 et 6.7 lorsque S est un trait, 

et Dle diviseur d6fini par l'inclusion du point ferm~ s de S dans S. 

Dans ce eas, U est le spectre du corps des fractions K de S, et ~ est 

le module de N~ron habituel du groupe multiplicatif sur K, introdult 

par Raynaud. On notera que, m~me en se bornant ~ ce eas, la d~monstration 

de 6.6 et de 6.7 utilise 6.5 sur des bases plus g~n6ral~que des traits 

(telles que Pet ses puissances cart4siennes ...). N~anmeins, il suffit 

dans ce cas de eonna~tre l'existence du module de N6ron ~ dans le cas 

particulier envisag6, pour en conclure formellement 6.5 pour des schemas 

de base lisses sur S, donc pour obtenir 6.6 et 6.7. Pour noms, l'in- 

troduction de ~ Sera surtout un interm4diaire commode pour ~tudier 

au num~ro suivant le probl~me des prolengements d'extensions et de 

biextensions par le groupe multiplicatif. 

b) On peut d4finir un module de N4ron-Raynaud ~ de G 
-m U ' 

satisfaisan~ ~ la condition fondamentale (6.4.2) pour tout S' lisse 

sur S, sous des conditions nettement plus g4n4ral~que celles env±sag4es 

plus haut, U 4rant simplement un ouvert sch4matiquement dense d'un 

schema loealement noeth~rien normal S. Dans ce cas, ~ sera un faiseeau 

fppf, pas n~eessairement representable. D~signant par Dle faiseeau, 

sur le petit site ~tale de S, des dlviseurs sur S de support contenu 
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dans T=S-U, et (par a bus de langage) par la m~me lettre l'extension canonique 

de ~ en un faisceau sur (Sch)/s (dont les sections sur le schema relatif 

f:S' ---'> S sont les sections de f~t(~) sur S'), le module chereh~ est 

une extension de Groupes 

(6.8.1) 0 > G_m s > ~ > D > 0 

La construction d'une extension canonique (6.8.1) (sans hypoth~se de 

normalit~ sur S) ne pr~sente pas de difficult~s, en utilisant la des- 

cription g~n4rale VII 1.1.6, et on obtient en m~me temps (6.4.2) pour 

S' ~tale sur S. Pour avoir la m@me relation pour tout S' lisse sur S, 

il revient au mame de v~rifier que la formation du faisceau D con~nnte 

tout ehangement de base lisse f: S' > S, ce qui pour S normal 

rdsulte de EGA Errlv 53, 21.4.9. 

6.9. "Autocritique" (observations de P. DELIGNE)(*). 

Les n°s 5 et 6, sont vralment peu inspirants. On a pdriodi- 

quement l'impression qu'on refait "~ la main" le formalisme i,,i*, 

sans voir ce qui est g~om~trique ou "general non-sense". 

Je propose de d4gager les 4nonc4s "gdomdrriques" a)b)c) : 

a) (cf. 6.8 b) Soit j:V 6 > Sun ouvert schdmatiquement dense d'un 

schema normal noeth~rien S. Le faisceau 4tale Gm S s'identifie alors ~ un 

sous-faisceau du faisceau 4tale J~mU " Soit ~ le faisceau ~tale quotient 

o >G s >j~G s >D >o 

(*) Le r~dacteur du present expos~ d~clarant forfait, le lecteur est 
invit~ ~ rdcrire, en cas de besoin, les n°s 5 et 6 suivant les 
directives jointes. 
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Alors la formation de ~ commute ~ tout changement de base lisse 

(EGA Errlv 53, 21.4.9) ; de plus, Rlj~m = O (Th. 90) si les anne aux 

strictement locaux de S sont factoriels. 

b) Si U = S-Y, avec Y un diviseur g~om~triquement unibranche, et si i 

est l'inclusion de Y dans S, alors 

= i. ~ y 

c) Si Y est aous-sch~ma ferm4 d~un sch4ma X, et E un ensemble, alora 

le faiaceau ~tale i~y est repr4sentable par un schema 4tale sur X, de 

formation compatible ~ tout changement de base. 

Corollaire. Soient Sun sch4ma noeth4rien normal, Y un diviseur g4om4tri- 

quement unibranche et U = S-Y : 

U ¢ >S I~ ~y j i 

II existe un unique schema en grq~es lisse~ su__~rS) tel qu'apr~s tout 

chan~ement de base liase, on sit ~I S4t = Jw(G_~) U • 

Les exigences pr~c4dentes d~terminent en effet(~ en tamt que 
4 m 

faisceau (pour la topologie ~tale) sur la cat~gorie des ach@anaa lisses 

sur S. Par a), b), la suite 

0 >S >~ q> i. ~---> 0 
-m d~ 

est exacte. Par c), i.~ eat representable. Enfin le morphisme q es~ 

representable. 

L'usage du"petit site liss@'pr4c~dent devrait permettre de 

d4duire formellement lea 4nonc4s du n" 6 de a). 
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7. Prolonsements canoniques d'extensions et de biextensions par G -m 

7.0. Nous r~coltons maintenant le fruit de nos pr~paratifs des nOs 5 et 6. 

Pla~ons nous d'abord dans le cas d'un schema de base S qui soit un trait, 

i.e. le spectre d'un anneau de valuation discrete, et soit ~ son point 

g~n~rique, s sont point ferm~,k = k(s). Soit Pun schema en groupes 

commutatifs lisse sur S, on posera P = Ps' fibre sp~ciale de P. Dans 
o 

le present num~ro, nous ne consid~rons que des groupes com~nutatifs, et 

en particulier les extensions de groupes envissg~s sont com~autatives. 

Th~or~me 7.1. Les notations sont celles rappel~es dans 7.0. 

Supposons que le groupe des eomposantes connexes de la fibre a) 

sp~ciale de P, 

~=p/pO 
o o 

soit un groupe de torsion, - ce qui est le cas en particulier si Pest 

de type fini sur S ; alors le foncteur E I > E de la cat4gorie des 

extensions de P par G_m S dans la catd$orie des extensions de P] par G 
--mN 

est pleinement fiddle. Supposons qu'il existe un entier n > O tel que 

n~ = O, alors si Eli est une extension de P] par Gm R , il lui est associ~ 

u n homomorphisme canonique 

(7.1.I) d(E ) : ~ • > (~l~)k ' 

dont l'annulation est n~cessaire et suffisante pour que l'extension E 

soit isomorphe ~ la fibre g~n~rique d'une extension de P par Gm S . En 

particulier, s i Po est connexe, le foncteur precedent El > E~__est une 

~quivalence de categories. 
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b) Soient Pet Q deux sch6mas en ~roupes lisses sur S, posons 

o ~= Q /Qo o , = Po/Po ' o 

et supposon§ que ~ o_~u Y soit un ~roupe de torsion (par exemple P ou Q de 

type fini sur S) ; alors le foncteur E * > E dans la cat6~orie des 

biextensions de (P,Q) par G_m S d ans la cat4~orie des biextensions de 

(P ,Q~) par Gm ~ est pleinement fiddle. Supposons qu'il existe un entie[ n > O 

tel que n~=O o uu nY=O, alors si E est une biextenslon de (P ,Q~) par 

G_m ~ , il lui est associ~ un acc0uplement canonique 

(7.1.2) d(E ) : ~ ®~Y > (~/~)k ' 

dont l'annulation est n6cessaire et suffisante pour que E soit isomgrphe 

la fibre g~n~rlque d'une biextension E d__ee (P,Q) p@r G_m S" En particulier, 

s--! Po °--u-u Qo est connexe, le fonc teur prdc4dent E ~ > E est une ~quivslence 

de cat~gorigs. 

D4monstratipn. a) Soit G le module de N4ron-Kaynaud de G . Le foneteur 
-in 

envisag~ est le compos~ du foncteur "extension du noyau G_m S > G " avec 

le foncteur "restriction ~ q " d~fini sur la cat4gorie des biextensions 

par ~ . Ce dernier foncteur 4rant une 4quivalenee de cat4gories en vertu 

de 6.6, on est ramen4 ~ 4tudier le premier foncteur. Pour ceci, on utilise 

la suite exacte de schemas en groupes 

~ 0  (7.1.3) O >G_m S ~ G" ---> 2ZS, s , 

la notation pour Z~ S,s ~tant cello de 5.7. La suite exaete des Ext I 

(i=O,l) associ~e ~ cette suite exacte nous montre que pour que le foncteur 

envisag~ soit pleinement fiddle, il faut et il suffit que l'on ait 
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(7.1.4) Hom(P,2Z S,s ) = 0 , 

et que l'obstruction, pour une extension E de P par ~ , de provenir 

dtune extension E de P par Gm S se trouve dans 

(7.1.5) Extl(p,2Zs,s ) 

Or le premier groupe (7.1.4) eat isomorphe ~ Hom(Po,Z~ k) en vertu de 

(5.7.2), qui est isomorphe lui-m~me ~ Hem(g, ~k ), de sorte que (7.1.4) 

~qulvaut ~ la relation 

(7.1.4 his) Hom(~,Zg k) = 0 

Cette relation est certainement v~rifi~e si ~ est un grompe de torsion. 

D~autre part, si on a m~me n~ = O, alors en vertu de 5.9 et 5.5 on a 

des isomorphismes canoniques 

(7.1.6) ExtI(p,2ZS, s) ~Extl(Po,~ k) ~Hom(~, (~/2Z) k) , 

ce qui aeh~ve de prouver 7.1 a). 

b) La ddmonstration est essentiellement la mGme. On est ramen~, 

grace ~ 6.7, ~ dtudier le foncteur "extension du noyau Gm S > ~ " de 

la catdgorie des biextensions de (P,Q) par Gm S dans celle des biextensions 

de (P,Q) par ~ . Cette ~tude se fait en utilisant Is suite exaete (7.1.3), 

et la suite exacte des Biext z (i=O,l) associde (VII 3.7.5). La pleine 

fid~lit~ du foncteur envisag6 ~quivaut ~ la relation 

(7.1.7) Hom(P~Q, ~ZS, s) = 0 , 

or le premier membre est isomorphe ~ Hom(Po®Q ° , Z~ k) en vertu de (5.7.2), 
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done ~ Hom(~Y, ~k ), groupe qui est bien nul si ~ ou Iest un groupe 

de torsion. D'autre part, pour une biextension donn4e ~ de (P,Q) par G, 

l'obstruetion ~ ce qu'elle provlenne d'une biextension E de (P,Q) par 

Gm S se trouve dans Biextl(p,Q;~ S,s ), qui est isomorphe ell vertu de 5.10 

Biextl(Po,Qo, ~ k ), lui-mame isomorphe (si nO = O ou nl = O) 

Hom(~Y, Q/~) en vertu de 5.6. Cela ach~ve la d~monstration de 7.1. 

Remarque 7.2. On peut se proposer, 4tant donn~ un schema en groupes lisse 

P sur un sch4ma localement noeth4rien r4gulier connexe S de point g~n4- 

rique ~ , d'~tudier le foncteur E ! > E de la cat4gorie des extensions 

de P paz Gm S dans celle des extensions de P~ par G_m R . Ce probl~me se 

famine en fair facilement ~ celui trait4 dans 7.1 a). Supposons pour 

simplifier P de type fini sur S. Alors il r4sulte facilement de 7.1 

que le foncteur envisag4 est pleinement fid~le(~). On en d~dult ais4ment 

que si E est une extension de P par G_m R , alors pour que celle-ei soit 

isomorphe ~ la fibre g4n~rique d'une extension E de P par Gm S , il faut 

et il suffit que pour tout s 6 S tel que dim Spec(~s,s) = i, le probl~me 

de prolongement analogue obtenu par le changement de base Spec(Os,s) --> S 

air une solution, - ce qui, en vertu de 7.1 a), s'exprime par la nullit~ 

d'un certain homomorphisme 

o > (Qlm (7.2.1) d(E,s) : Ps/Ps )k(s) 

L'assertion pr4c~dente se r4duit de faqon 4vidente ~ la suivante : soit 

U un ouvert de S~ de compl4mentaire T tel que 

codim(T,S) e 2 , 

(W) II suffit pour ceci que S soit normal (au lieu de r4gulier). 
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alors le foncteur E ~ > EIU de la cat4gorle des extensions de P par G_m S 

dans celle des extensions de PU par G--m U est une @quivalence de categories. 

Or eette assertion est essentiellement triviale en termes de la descrip- 

tion VII 1.1.6, en uti!isant le fait que pourtout S-schEma lisse X 

(tel P, PXP,PXP)~ ...), X est localement factoriel et XT=X-X U est de 

codimension m 2 dans X, d'o~ r~sulte que le foncteur F~--> FIx U de la 

cat4gorie des torseurs sous ~ dans celle des torseurs sous GmXu est 

une ~quivalence de categories. 

On a des r4sultats tout analogues pour la question des prolon- 

gements de biextensions, qu'on lalsse au lecteur le soin de formuler. 

7.3. Nous allons expliciter quelques propri~t4s fonctorielles des 

obstructions d4finies dans (7.1.1) et (7.1.2) pour P,Q,S variables, 

et de leurs relations entre elles. On supposera v~rifi~es par la suite 

les conditions qui perrnettent de d@finir ces obstructions. Conmne lea 

v~rifications n'offrent pas de difficult4, nous les laissons a~tx soins du 

lecteur. 

7.3.1. Soit 

u : P' >P 

un morphisme de schemas en groupes lisses sur S, E une extension de P 

par G__ d'o~ par image inverse par u : P' .... > P une extension 

E' de P' par G Ceci pos~, on a commutativit~ darts ie diagralmne 
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( 7 . 3 . 1 . 1 )  u 
o 

p,  cp,O 
o 

p/pO 
o o 

(~I=)k 

De mGme, si on des morphismes de schemas en groupes lisses sur S 

u : P' > P , v : Q' ----> Q 

et une biextension E de (P ,Q~) par Gm R , d'o5 par image inverse par 

(u ,v ) une biextension E'~ de (P~.,Q~) par Gm~l , on a cormmltotlvlt~ dans 

le diagrarmne 

p /p o 

( 7 . 3 . 1 . 2 )  u C~v o o 

t 0 

® Qo/Qo 

p /p o ® o 
o o Qo/Qo 

La v~rification, essentiellement m~canlque, de ces compatibilitds est 

laiss~e au lecteur. 

7.3.2. De la compatibilit~ (7.3.1.1) r~sulte que si E~ est une extension 

de P~ par Gm ~ il existe un plus grand sous-sch~ma en groupes V de P 

tel que la restriction de E ~ V s'~tende en une extension de V par 
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G_m S : c'est le sous-groupe ouvert V de P eontenant P d4flni par la 

condition 

/V o = Ker d(E ) (7.3.2.1) Vo o 

Si alors u:P' > Pest un morphisme de schemas en groupes lisses sur S, 

l'extension E'~ , image inverse de E par u , se prolonge en une extension 

de P' par G_m S si et seulement si on a 

(7.3.2.2) u(P') C V 

Dans le eas d'une biextension E de (P , Q~) par G m ~ , il existe de m~me 

un plus grand sous-sch~ma en groupes V de P tel que la restriction de E 

(V , Q~) se prolonge en une biextension de (V,Q) par G_m S : c'est le 

sous-groupe ouvert de P, eontenant la fibre g4n~rlque P , d4fini par la 

condition gue Vo/Vo° soit le sous-groupe de ~ annulateur gauche de 

l'accouplement (7.1.2), i.e. noyau de l'homomorphisme correspondant de 

dans Hom(~, (~/~)k) : 

H(E) 
(7.3.2.3) Vo/Vo ° = Ker (~ > Hom(~,@/~)k )) 

Si alors on se donne u: P' ...... > P de schemas en groupes lisses sur S, la 

biextension de (P~ , Q~) par Gm ~ image inverse de E par use prolonge 

en une biextension de (P',Q) par G_m S si et seulement si on a la relation 

(7.3.2.2). On a des r~sultats sym~triques en ~changeant le role de P 

et de Q. Mais bien entendu on ne pourra en g~n~ral trouver un plus grand 

Couple de sous-groupes P' ----> p, Q' > Q tels que la restriction E' 

de m en une biextension de (e~ , Q~) par G_m R se prolonge en une biex- 

tension de (P',Q') par G $ ; on peut seulement dire que pour un couple 
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(P',Q') donn~, plus g6n6ralement pour un couple de morphismes donn6 

P' ~= > P, Q' > Q de sch6mas en groupes lisses, le prolongement ehereh~ 

existe si et seulement si la restriction de la forme d(E D) 

Po/Po O ® -oQ'/Q'°-o est nulle. 

7.3.3. Sym~trie. Soit E Dune biextension de (P~ , Q~) par G , et 

eonsid4rons la blextension sym4trique SE (VII 2.7), qui est une biex- 

tension de (Q~ , P ) par Gm~ . On a alors commutativit4 darts le diagram~e 

(7.3.3.1) sym 

~®~ 

~®~ 

(ql~)k 

o~ la fl~che verticale est la sym~trie canonique. (On comparera cet 

~nonc~ avec l'~none~ d'antisym4trie de 2.2.10.) On en d~duit en par- 

ticulier que si P=Q, et si E est une biextension s__ym~trique de (P , Q ) 

par G_m ~ , i.e. si E est isomorphe ~ SE , alors la forme bilin4aire 

d(E ) sur ~ X ~ ~ valeurs darts (@/~)k est s_~trique (et non altern~e 

comme dans 2.2,12 !). On notera que si elle est nulle, i.e. si E se 

prolonge en une biextension de (P,P) par G_m S , cette derni~re est 

n~cessairement sym~trique ~galement, pulsqu'en vertu de 7.1 a) tout 

isomorphisme SE -> E se prolonge de fa~on unique en un isomorphisme 

SE---->E . 

306 



- 90 - VIII 

7.3.4. R~duction des obstructlons du type (7.1.2) ~ celles du type (7.1.1). 

S=pposons pour fixer les idles qu'il existe un entier n > 0 

tel que n ~ = O, et solt 

q E Q(S) 

une section de Q. On d~signe, par abus de notation, par 

qo E ~(k) 

l'image dens ~(k) de la valeur de q en s. Consid~rant E coupe une 

extension de P~Q ~ par ,.G-~Q' on trouve une extension 

q~(E ) , extension de Pn par G m ~ , 

dVo~ une obstruction 

dfn 
(7.3.4.1) dq = d(q~(g~)) : ~---> (~/~)k 

Ceci pose, on ala relation (oh on a pose d = d(E )) 

(7.3.4.2) dq(X) = d(x,q o) , 

valable pour tout point x de ~ ~ valeurs dans un k-sch4ma T . 

7.3.4.3. Cette formule, qui pour tout q 6 Q(S) d~termlne dq en termes 

de l'accouplement d , redonne ~vldenm~ent ce dernier en termes des 

invarlants dq , du moins lorsque tout point de ~ provlent dtune section 

de Q. Cette condition est d'ailleurs v4riflde automatiquement lorsque 

S cot strictement~local, en vertu du lemme de Hensel. Comme l'accouplement 

d est connu quand on le connaSt sur la clSture s~parable de k, et que 

sa formation commute ~ la loealisation 4tale sur Sen vertu de 7.3.5.3 
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ci-dessous, on volt que, quitte ~ passer au localis~ strict de S, la 

d~termination de l'accouplement d se ram~ne ~ celle des invariants d q 

En particulier, lorsque tout point de ~ provient dlune section q de Q, 

on volt que d est nul (i.e. E se prolonge en une biextenslon E de (P,Q} 

par G m) si et seulement si pour tout section q de Q, dq eat nul i.e. 

q~(E )q se prolonge en une extension de P par -mG . Lorsqu'on ne fair pa~ 

dthypoth~se sur ~, le crit~re analogue est valable, ~ condition de 

prendre pour q des points ~ valeurs dans des S' locaux ~tales sur S. 

7.3.4.4. Inversement, partant de la situation de 7.1 a), l'obstruction 

(7.1.I) peut s'interpr~ter comme une obstruction du type (7.1.2), en 

prenant Q = ~S et la biextension de (P,~s) d~duite de E. Pour le voir, 

il suffit d'appliquer ce qui precede en prenant pour q la section i de 

7.3.5. Effet d'un chan~ement de base S' ----> S. On suppose donn~ un 

morphisme local dominant de traits 

f : S' > S , 

et on d4signe par ~' le point g4n~rique de S', par s' son point ferm4, 

et on pose k'=k(s'). Si S=Spec(V), S' = Spec(V'), V' est done un anneau 

de valuation discrete dominant l'anneau de valuation dlscr~teV. Posons 

(7.3.5.1) e(S'/S) = e(V'/V) = long(V'/m V) , 

o~ mest l'id4al maximal de V. Soient maintenant P dans 7.1 a), E une -- 

extension de P par G_m~ , P' = PXsS' , E~, l'extension de P~, par GraD, 

image inverse de E . On a alors un isomorphisme canonique 

S " 
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dfn 
~, ~ p~/p~O ~ ~ ®kk, ___~ 

avec lea notations de 4.1 a), et on peut par suite consid@rer 

d(E~)k, : 9' ~ (~/m)k, 

Ceci pos~, on a la relation 

(7.3.5.2) d(E~,) = e(S'/S) d(E )k, 

De m~me, sous les conditions de 7.1 b), et avec les notations ~videntes, 

on a la relation (7.3.5.2), o~ d(E ) d~signe maintenant l'accouplement 

(7.1.2), d(E~)k, l'accouplement 

~'® ~' ~ (~l~)k, 
qui s'en d~duit par le changement de base k > k', et o~ E~, est la 

! biextension de (P ,, Q~,) par G_mR, d~duite de la biextension E~ de 

(P ,Q~) par G_m ~ ~ l'aise du changement de base ~' .... > 

7.3.5.3. Un cas int~ressant est celui o~ on a e(S'/S) = I ,, i.e. o~ 

~ = m V t 

O~ ~' d~signe l'id~al maximal de V'. C'est le cas en particulier si V' 

est ~tale sur V, ou si c'est le hens~lis~, ou le hens~lis~ strict, ou 

le compl~t~ de V. Dans ce cas la relation (7.3.5.2) s'exprim~ eimplement 

en disant que la formation de l'obstruction (7.1.1) resp. (7.1.2) 

confute au changement debase envisa~ S' > $. 

7.3.5.4. D'autre part, la relation (7.3.5.2) dans le cas g~n~ral montre 

que pour toute extension E cormne dans 7.1 a) (resp. toute biextension 

E con~e dans 7.1 b)), il existe un morphisme de traits fini S' '~ > S, 
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tel que k(~') soit une extension s4parable de k(q), et que l'extension 

(resp. la biextenslon) E~, d4dulte de E par changement de base q' ---> ~] 

se prolonge en une extension (resp. biextension) E' sur S' tout entier. 

En effet, il suffit de choisir S'/S tel que e(S'/S) soit un multiple 

de l'entier n > O figurant dans 7.1, et on salt qu'on peut toujours 

trouver une telle extension, avee k(~') s4parable sur k(~). 

P_/_roposition 7.4. S0it Sun sch4ma r~duit. 

a) Soit P u n schema en groupes lisse, su r s dont les fibres 

w@ux points maximaux de S sont connexes. Alors le foncteur naturel 

VII 1.3.4.1 

(7.4.1) EXT(P,G_m S) ~ TORSRIG(P,ep;Gm S) 

de la cat~gorie des extensions de P par Gm S dans la cat4gorie d~s 

torseurs sous Gm P rigidifi~s par rapport ~ la section unit4 de P, est 

pleinement fiddle. S__!i S est normal, e_tt P ~ fibres connexes, alors un 

objet E du deuxi~me membre de (7.4.1) ap~artient ~ l'image essentielle 

de ee foneteur si et seu!,ement s! pour tout point maximal ~ d_£e S, l_~e 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  torseur ri$idifi~ E sur P provienz d'une extension de P~ par "m'~]G 

b) Soient P,Q deux schemas en ~roupes ' lisses sur S dont les 

f i.b[es a ux points maxlmaux de S sont connexes. Alors le foncteur naturel 

VII 2.9.1 

(7.4.2) BIEXT(P,Q;Gms) ~ TORSBIRIG(P,Q;G_ms) 

de la cat4~orie des biextensions de (P,Q) par Gm S dans la cat4gqrie 

des torseurs sous G birigidifi4s relativement au couple des 
-'mpxsQ 
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sections unit~s de Pet de Q, est pleinement fid&le. Si Sest normal, 

et P ou Q & fibres con nexes, un objet E du second membre de (7.4.2) 

appartient & l'image essentielle du foncteur si et seulement si pour tout 

point maxima ! ~ de S, E~ pr0vient d'une biextension d e (P~,Q) par G_mR • 

Nous prouverons a), la d4monstration de b), essentiellement 

identique, 4tant laiss4e au lecteur. Pour l'assertion de pleine fid41it4, 

on peut noter que 4.1 reste valable si X et Y sont des schemas plats 

sur un schema r~duit S, dont les fibres aux points maximaux satisfont 

aux conditions 4nonc4es dans 4.1 : en effet, la famille des fibres 

maximales de X×sY (qui est plat sur S r~duit) est sch4matiquement 

dense dans XXsY, de sorte qu'un morphisme de XXsY dans le S-schema s4par4 

Gm Sest trivial d~s qu'il l'est sur les fibres maximales. Ceci dit, la 

pleine fid~lit~ de (7.4.1) se d4montre conmae 4.2, et la caract4risation 

qui y est donn~e de l'image essentielle reste 4galement valable. II 

reste & prouver que si le torseur rigidifi4 E sur Pest tel que les 

E proviennent d'extensions, il enest de m~me de E, lorsqu'on suppose 

S normal et P & fibres connexes. Cette derni&re condition implique que 

Pest de pr4sentation finie sur S (SGA 3 VI B 5.5) ; la pleine fid41it4 

nous montre d'autre part que la question est locale sur S, qu'on peut 

donc supposer local affine, et le passage & la limite habituel (utilisant 

le th4or~me de NAGATA de finitude de la cloture int~grale d'une ~-alg~bre 

r~duite de type fini EGA IV 7.8) nous ram&ne au cas o~ Sest de plus 

suppos4 noeth~rien. Alors 7.1 a) nous montre qu'il existe un ouvert UcS, 

dont le compl4mentaire est de codimension a 2, tel que E U provienne d'une 
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extension de PU par GnU . En d'autres termes, l'isomorphisme cherch6 

~(m) --~-~pr~(m)pr~(E) 

peut ~tre construit au-dessus de (P×sP)u . Or c'est IA un ouvert du schema 

normal PXsP , dont le compl~mentaire est de codimension m 2. Done l'isomor- 

phisme en question sur (P×sP)u se prolonge A PXsP tout entier, ce qui 

ach~ve la d~monstration. 

Corollaire 7.5. Soient Sun schema normal, Pet Q deux schemas en groupes 

lisses sur S, A fibres maximales connexes, P o u Q 6tant A fibres connexes. 

Supposons de plus que pour tout point maximal ~ de S, P~ o u Q~ s0it 

une extension d'un schema ab~lien ~ar un tore (plus g~n~!alement qu'i ~ 

admette une suite de composition dont les facteurs soient des sch6mas 

ab~liens, des totes ou des groupes Ga ). Alors le foncteur (7.4.2) est 

une ~quivalence de cat6$ories. 

C'est en effet une consequence inm~diate de 7.4 b) et de 4.7. 
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EXPOSE IX 

SC MMAIRE 

MODELES DE NERON ET MONODROMIE 

par A. Grothendieck 

(avec un appendice par M. Raynaud) 

O. Introduction 

i. ModUle de NEron des schEmas abEliens : notations ; l'accouplement 

canonique ~o X ~'o > (Q/~)k , et la biextension canonique W ° 

de (A°,A 'O) 

2. Partie fixe et psrtie torique de T6(AK). Crit~res de bonne reduction. 

ThEor~me d'orthogonalit~ pour ~ # p 

3. Cas de la reduction semi-stable. Le th~orame de reduction semi-stable 

4. Application ~ une conjecture de Serre-Tate et au conducteur 

5. Le thEor~me d'orthogonalitE dans le cas 6 = p (cas semi-stable) 

DualitE des schemas abEliens B et B' . Caract~risation de la 
o o 

partie fixe. Crit~res de bonne r~duction, de bonne reduction 

essentielle et de r4duction semi-stable 

6. Remarques sur la construction de la partie torique et la partie 

fixe de T (A) dans le cas de r4duction non semi-stable ~p 

7. L'extension de Raynaud G ~ sur S attaeh4eau sch4ma abElien A K 

r4duction semi-stable. DualitE des schemas ab~liens B,B' sur S 

8. L'extension de Raynaud AK~° darts le cas semi-stable, et le 

ind-groupe AK~ 

9. DEfinition de l'accouplement de monodromie ~ ®M~ ~ ~6S 

I0. PropriEtEs de l'accouplement de monodromie. ThEor~me d'intEgrltE 

et de positivitE 

II. Composantes connexes du module de NEron : relation de dualitE, 

¢omportement assymptotique 
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12. ModUle de N~ron d'une j acobienne et formule de Picard-Lefschetz 

13. Liens avec la th~orie transcendante : cas analytique complexe 

13.1. Rappels sur les groupes analytiques sur S 

13.2. Compl4tion formelle le long d'une fibre 

13.3. L'extension de RAYNAUD analytique 

13.4. Interpretation en termes de "structures de Hodge mixtes" 
de DELIGNE 

13.5. Cas d'une situation relativement alg4brique 

14. Liens avec la th4orie transcendante : cas rigide-analytique 

L'homomorphisme canonique ~ K - " ' ~  ° 

O. Introduction 

O.i. Dens le present expos4, nous appliquons les r4sultats des expos4s 

pr~c4dents ~ l'~tude du module de N4ron (I.I) A d'un schema ab41ien 

d4fini sur le corps des fonctions K du trait hens41ien S. Nous verrons 

en effet que les propri~t4s les plus importantes du module de N~ron 

peuvent s'interpr4ter en termes de l'action du groupe de monodromle 

locale I sur le module de Tare T~(~(K)) (o~ 6 est un nombre premier # p). 

Comme le dual de ce dernier s'interpr~te comme le groupe de cohomologie 

~-adique HI(A~,~), et que pour tout schema projectif et llsse X sur K, 

HI(x~,~ 6) s'identifle ~ HI(A~,~), o~ A~ est la vari4t~ d'Albanese 

de X~, on volt done que le present expos~ peut aussl ~tre consider4 comme 

une ~tude d~taill~e des ph4nom~nes de monodromie locale pour les H I 

6-@diques (ou mieux encore, pour les H I "motiviques") des vari~t~s pro- 

jectives et lisses sur K. Dens cette optique~ il semble clair que les 

prinelpaux r~sultats du pr4sent expos~ sont destln~s ~ ~tre englob~s 

dens une"th4orie de N~ron" pour des motifs de poids queleonque, i.e. 

pour des H i (~-adlques, ou de De Rham, ou de ]lodge etc) avec i quelconque, 

qu'on ne commence qu'~ entrevoir ~ l'heure sctuelle. (Of. ~ ce sujet [9]~ 

et plus particuli~rement les conjectures de DELIGNE 9.8 ~ 9.13 du 

rapport cit~.) 
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0.2. Le r~sultat le plus important du present expos~ est le "th~or~me 

de r~duction semi-stable" 3.6, affirmant qu'apr~s extension s~parable 

finie K I de K, le module de N~ron de AK, a une fibre sp~ciale dont la 

eomposante neutre est extension d'un schema ab~lien par un tore. Ce 

r~sultat avait ~t~ conjectur~ par J.P. SERRE en 1964, et le prineipe 

de la d~monstration que nous en donnons ici (~) remonte ~ la m~me 

annie. Ii apparalt (3.5) que cette propri~t~ de "r~duction semi-stable" 

~quivaut au fait que l'action du groupe de monodromie I sur T~(~(K)) 

est "essentiellement unipotente d'~chelon 2" (£ ~tant un nombre premier 

fix~ distinct de la caract~ristique r~siduelle p de S), et sous cette 

forme a ~t~ prouv~e en termes de H I £-adique dans l'expos~ III comme 

cas particulier du "th~or~me de monodromie"~ en utilisant la r~solution 

des singularit~s des schemas excellents de dimension 2 (due h S. ABHYANKAR). 

Pour ~tablir l~quivalence des deux propri~t~s, nous aurons besoin 

d'autre part d'un "th~or~me d'orthogonalit~" 2.4, dQ ~ IGUSA [Ii] dans 

le cas particulier o~ ~ est la jacobienne d'une courbe lisse X K sur K, 

fibre g~n~rique d'un schema projectif r~gulier et connexe X sur S dont 

la fibre sp~ciale g~om~trique n'a corm~e seuls points singuliers que 

des points singuliers quadratiques ordinaires. C'est d'ailleurs i~ 

un cas de r~duction semi-stable, qui ne suffirait pas po~r notre 

propos ; c'est surtou~ pour @tablir le th~or~me d'orthogonalit~ sous 

sm forme g~n~rale que nous utilisons l~outil commode que fournit la 

th~orie des biextensions, d~velopp~e dans les deux exposes precedents. 

Signalons d'ailleurs qu~une d~monstration tr~s diff~rente du th~or~me 

de rfiduction semi-stable, n'utilisant pas la r~solution des singula- 

(~t) Ii est d~velopp~ dans une lettre du conf~rencier ~ J.P. SERRE du 30.IO,64. 
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rites, a 4t4 trouv~e par D. MUMFORD, en utilisant sa th4orie des fone- 

tions @ (non publiC) ; malheureusement, il est oblig~ de se limiter au 

cas d'une caract4ristique r~slduelle # 2. 

O.3. Le th~or~me de r~duction semi-stable est IIoutil principal utilis4 

dans les paragraphes ult4rieurs pour l'4tude des modules de N~ron, 

qua nous entreprenons ici du point de vue "alg4brique". Ii semble 

indispensable ~galement dans l'~tude des vari4t4s ab41iennes sur K 

du point de rue "rigide-analytique" ou des "fonctions @ " (ces termes 

~tant synonymes, parait-il, lorsqu'il est question de vari4t~s ab~liennes 

sur des corps valu4s complets ...), telle qu'elle a ~t4 d~velopp4e 

r~cemment par D. MUMFORD et M. RAYNAUD (~ la suite de travaux de TATE 

et MORIKAWA). (Nous dirons quelques mots aux § 13, 14 sur les liens 

entre les points de vue alg~brique et transcendant.) Enfin, ce mame 

th~or~me est un ingr4dient-clef de la d4monstration du "th~or~me de 

r~duction semi-stablede s courbes alg4briques" de ARTIN-DELIGNE-MIIMFORD 

[3] (4), dont nous avons d~j~ eN ~ faire usage dans l'4tude de l'action 

de monodromie sur le groupe fondamental ("th~or~me d~sction essentiellement 

mod4r4e" V ), et qui est utilis4 ~ nouveau dans la d4monstration du 

th4or~me d'int4grit4 et de positivit~ 10.4 dans le present expos4 (~). 

O.4. Le pr4sent expos4 se distingue des autres exposes du S4minaire 

par le fait que dans l'4tude du module de TATE T£(AK), nous avons sys- 

t~matiquement tenu compte ausSi du cas o~ £ est ~gal ~ la caract~ristique 

La d~monstration de ce th4or~me avait ~t~ donn4e par P. DELIGNE dans 
le S~minaire oral, mais il n'a pas ~t~ jug4 utile de la reproduire 
dans les textes de S4minaire. 

(w~) II existe une autre d~monstration de ce dernier th~or~me, via la 
th4orie rigide-analytique, nJutilisant pas le th~or~me de r~duction 
semi-stable. 
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r~siduelle p. II se trouve que le langage des $roupes de Barsotti-Tate 

[33] (+) permet d'~tendre ~ ce cas tousles ph~nom~nes les plus importants 

4tablis pour le cas ~ # p, sous la r4serve toutesfols, parfois, de disposer 

du th~or~me fondmmental de TATE [33 th. 4], ~tabli pour l'instant seulement 

dans le cas o~ K est de caract4ristique nulle. Bien entendu, dans ce 

dernier cas le pro-p-groupe de Barsotti-Tate Tp(~) s'interpr~te encore 

en termes de l'action du groupe de monodromie I sur le module p-adique 

Tp(AK(K)), mais on fera attention que la plupart des 4nonc4s que pourrait 

sugg~rer cette analogie superficielle avec le cas ~ # p sont grossi~rement 

faux. (Ainsi, il nlest plus vrai que l'action du groupe de monodromie 

soit essentiellement unipotente pour £ = p.) Mais utilisant des traductions 

plus judicieuses (telle par exemple 5.13 plus bas), il est clair d~s 

maintenant que l'~tude des pro-p-groupes de Barsotti-Tate d~finis par 

vole g~om~trique sur le corps des fonctions d'un trait ~ Caract~ristique 

r4siduelle p > O, qumil soit ou non d'in~gales caract4ristiques,doit 

~tre consid~r~ comme faisant partie de la th~orie de la "monodromie 

locale", oR ces groupes jouent le r01e de "Syst~mes locaux p-adiques" 

sur Spec(K). En fait, ce sont essentiellement les "syst~mes locaux" 

qui s'introduisent dans l'4tude, du point de vue "p-@dique", du H I des 

vari~t4s project!ves et lisses sur K. Pour l'4tude des H i sup4rieurs 

du point de vue p-adique, qui reste g faire, il apparaSt qu'il faudra 

~largir convenablement la cat~gorie des pro-p-groupes de Barsotti-Tate 

sur K resp. sur S, en stinspirant des points de vue fournis par la 

"cohomologie cristalline". 

(W) ou "groupes p-divisibles" dans la terminologie de TATE. 
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0.5. L'expos~ donn~ ici, tr~s proche des exposes oraux jusqu'au § 4, 

est nettement plus dStaill~ et complet ~ partir des paragraphes suivants, 

qui avaient ~t~ seulement partiellement esquiss~s. Ii ne sera pas 

utilis~ dans les exposes ult~rieurs. Par contre, certains r~sultats 

du prSsent expose (10.4 et 12.5) utilisent la formule de Picard-Lefschetz, 

qui sera ~tablie seulement ult~rieurement. 

LEITFADEN 
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2 
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J 
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13 14 
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I. ModUle de N4ron des sch4mas ab~liens : notations ; !'accouplement 

ca nonique ~o×~ > (~/~)k ' et la biextension c anenique W ° de (A°,A'°). 

i.O. Dans route la suite du present expos4, on suppose fix4 un trait S, 

pour lequel nous utilisons nos notations habituelles s, ~, k, X etc. 

de I I . Nous supposons donn~ un schema ab~lien ~ sur K, dont le 

schema ab41ien dual [5] sera not~ ~ . e a  dualit~ entre A K et A~ est 

abnn~e par une correspondance divisorielle W K sur (AK,~), i.e. un 

Module inversible sur AKXA ~ , birigidifi~ relativement aux sections 

unit~ de AK,A ~ , lequel est d~termin~ ~ isomorphisme unique pros 

par sa classe (cf. VIII 3,1) 

(i.O.I) w E 6 Biextl(AK,A~; ~m K ) 

Un rSle important sera jou~ par l'accouplement correspondant (VIII 2.2) 

dfn 
(1.0.2) ~ : T£(A K) × r6(~) ----> ~(I) K ~ T£(@mK) , 

o~ ~est un nombre premier quelconque. Lorsque ~ 4 p = car.k, la 

donn~e de ~ ~quivaut h celle d'un accouplement de ~£-modules libres 

de type fini 

(1.O.3) ~ : T~(AK(K)) X T~(~(K~--> T~(K*) , 

compatible avec l'action de 

= GaI(K/K) 

sur les trois modules en jeu, K ~tant une cloture s~psrable de K. Ii 

est connu (VIII 3.2) que l'accouplement en question est une dualit~ 

parfaite, i.e. qu'il identifie chacun des modules Tg(AK(K)) , rg(~(K)) 

au "dual" de l'autre ~ valeurs dans le module inversible ~(I) = To(K*)o 
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On supposera parfois choisie une polarisation de A K , qui 

est donc un ~14ment 

(I .0.4) 

o~ 

E NS(AK/K) = NSAK/K(K) , 

dfn 
O 

Elle d4finit de la fa~on habituelle un homomorphisme 

(I.O.5) ~ : A K ~ ~ , 

d'o~ un homomorphisme 

(1.O.65 Tg(~) ou #~ : rg(A K) > TI(~) , 

et une forme bilin~aire 

(1.O.7) ~(x,y) = q0(x,*~(y)) : Tg(A K) × Tg(A K) > 2Z2(I) K , 

qu~on peut aussi interpr4ter pour g~ # p comme accouplement de ?gg-modules 

libres de type fini ~ op~rateurs : 

(1.O.8) ~0~ : TI(~(~)) X Tg(AK(K)) > rg(K ~'~) 

Ces constructions ont un sens pour tout ~l~ment du groupe de N~ron-S~veri 

de AK, et fournissent une forme ~ (1.O.7) ou (1.O.8) alternde 

(VIII 2.2.11). Le fair que ~ soit une polarisation implique que I~ 

darts (1.O.5) est une isog~nie, ou ce qui revient au m~me puisque 

aim ~ -- dim A~, un 4pimorphisme de Groupes, ou encore que T~(~) Hans 

(1.0.6) est injectif (ou encore, aun conoyau flni), ou enfin que la 

forme ~p~ de (1.O.7) est s~parante. 
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i.I. Rappelons qu'il existe sur Sun schema lisse A, appel~ module de 

N4ron de A K , qui repr~sente le foncteur 

(I.i.I) S' ~ > Horn (S~,~) 

sur la cat~gorle des S-seh4mas lisses. On a done par d~finition un 

isomorphisme de foneteurs en S', sch4ma relatif lisse sur S : 

(1.1.2) HO~s(S',A) -~ Ho~(S~,~ x) 
La construction de A est donn~e par NERON [19] lorsque le corps r4siduel 

k de S est parfait, eta ~t4 4tendue par RAYNAUD au cas g~n4ral au 

cours d'un s4minaire non r~dig4 qu'il a donn4 ~ I'IHES en 1966/67 

(cf.[21] pour l'~nonc4 des r~sultats principaux obtenus par RAYNAUD, 

compl~tant les r~sultats de NERON de loc. cir.). Nous admettrons ici 

ce r4sultat d'existence, ainsi que le fait que A est un schema quasi- 

projectif sur S. Appliquant (l.l.2) Imml-S' lisse su___~r D, On constate de plus que 

le morphisme canonique suivant est un isomorphisme 

(1.1.3) AXsSpec(K) ~ > ~ , 

ce qui justifie le couple de notations A,A K . On 4crira aussi, le cas 

~ch~ant, A au lieu de A K . Utilisant (1.1.3) comme isomorphisme 

d~identification, la bijection eanonique (1.1.2) n'est autre que l'appli- 

cation de restriction aux fibres g~n4riques. 

Comme le foncteur (i.I.I) a 4vidermment une structure de Groupe 

corm~utatif, il s'ensuit que le module de N4ron A qui le repr4sente a 

lui-m~me une structure de ,schema en groupes commuta,tif lisse sur S. 

La suite de cet expos4 est consacr4 ~ l'~tude de ce sch4ma en groupes. 
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Un invariant important, d~duit de la consid4ration du module de N~ron, 

est 4videmment le schema en groupes commutatifs, lisse et de type fini sur k: 

(I.i.4) Ao = A×sS = Ak 

o 
Suivant les notations g4n4rales, on d4signe par A 

o 

et on consid~re 4galement le sch4ma en groupes 

sa composante neutre, 

(I.I.5) ~ = A /A o 
o o o 

des composantes connexes de Ao, qui est un schema en groupes fini et 

6tale sur k. En termes de la cloture s~parable k de k, il est donc 

d~termin6 par le groupe fini ordinaire 

( I . ~ . 6 )  ~ (~) 
o 

avec les operations naturelles de 

sur ce groupe. 

o 
= Gal(~/k) 

En m~me temps que le module de N~ron A de A K , nous 4tudierons 

(1.1.7) A' = module de Ndron de ~ , 

qui est 6galement un schema en groupes commutatifs, lisse et de type 

fini sur S. On d4signera par 

(I.i.8) 6' = A'/A '° 
o oo 

le groupe des composantes connexes de sa fibre sp4ciale A 
o 
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1,2. Appliquons VIII 7.1 b) au couple (A,A') et h la biextension W K 

de (i.O,i) (A ,At_) par GmK . On trouve donc un accouplement canonique 
K K ......... 

(1.2.1) ~o × ~'o ~ (Ql~)k 

i.e. un accouplement de ~ -modules 
O 

(1.2.2) ~oCF) X ~o(k) > @I~ 

Cet accouplement apparaSt ici comme obstruction au prolongement de W K 

en une biextension W de (A,A') par ~mS ' et la signification de ce point 

de vue est explicit~e dans VIII 7.3.2. Signalons tout de suite ~ propos 

de cet accouplement la 

Conjecture 1.3. L'accouplement (1.2.1) est une dualit~ parfaite , !.!. 

identifie chacun des $rqupes de compos@ntes connexes ~o et ~' au dual 
. . . . .  O - -  

valeurs dans (@/~)k de l'autr~. 

1.3.1. Signalons qu'il r~sulte de la corm~utation de la formation de 

(1.2.1) aux changements de base formellements nets (VIII 7.3.5.3), et 

de la propri~t~ analogue pour la formation des modules de N~ron, qu'il 

suffirait de prouver 1.3 dans le cas o~ Sest complet ~ corps r~siduel 

s~parablement clos. La conjecture a dt~ prouvde par ARTIN et M~ZL~ dans 

le cas oR A K est la jaeobienne d'une courbe propre et lisse sur K, en 

utilisant leur th~orie g~n~rale (non publi~e) de l'autodualit~ de !a 

jacobienne relative (au sens des categories d~riv~es) d'un schema en 

courbes propre sur S ; ils ont prouv~ la m~me conjecture 1.3 dans 

le cas oh le corps r~siduel est fin___~, en utilisant la th~orie de dualit~ 

de TATE [32]. Nous verrons ~galement dans 11.4 et ll.5(modulo des 

323 



- 6 - IX 

v~rificatlons de compatibilitY) que 1.3 est vrai pour les composantes 

6-primaires pour ~ # p, et que 1.3 est vrai dans le cas de la 

"r~duction semi-stable". Ces r~sultats rendent 1.3 extr~mement plausible. 

DIailleurs 1.3 peut ~galement ~tre consid~r~ cor~ne un sous-produit 

d'une th~orie de dualit~ g~n~rale pour les schemas en groupes sur les 

corps de fractions dtanneaux de valuation discrete complets, formelle- 

ment analogue ~ celle de SGA 5 I, qui reste heuristique ~ l'heure 

aetuelle, et qui contiendrait ~galement la th~orie du corps de classe 

local sous la forme que lui a donn~ SERRE [27]. 

1.3.2. La validit~ de 1.3 pour un sch&ma ab&lien donn~ AK revient 

dire que l'accouplement (1.2.1) est s~parant ~ gauche et ~ droite. 

D'ailleurs le fait qu'il soit s~parant ~ gauche signifie, en vertu 

de VIII 7.3.2, que le seul sous-seh~ma en groupes ouvert V de A tel 

que ~ puisse se prolonger en une biextension de (V,A') par %S est 

la composante neutre A ° de A. On a une interpretation sym~trique pour la 

condition que (1.2.1) soit s~parant ~ droite. 

1.4. De fa~on g~n~rale si 

(1.4.1) UC Aet U' c A' 

sont des sous-sch~mas en groupes ouverts tels que W K se prolonge en 

une biextension de (U,U') par CmS (ce qui, en vertu de VIII 7.3.2, 

s'explicite par la condition que les sous-groupes 

(1.4.2) ~' = Uo/Uo ° c ~ , ~' = U'/U '° ~ o o o oo o 

de ~o et de ~o d~finis par U et U'sont orthogonaux l'un ~ Itautre pour 
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l'accouplement (1.2.1)), on d~signe par Wce prolongement (unique 

isomorphe unique pros) de W K . Ii est d~termin~ ~ isomorphisme unique 

pros par sa elasse 

(1.4.3) w E Biextl(u,u ' ; %S ) , 

elle-m~me caract~ris~e par la condition que son image dans 

BiextI(AK,~;% K ) soit w K de (I.0.i). 

On peut prendre par exemple pour U et U f les composantes 

neutres A ° et A '° de Aet A'. On trouve ainsi une biext@nsion canonique W ° 

ou W de (AO,A '°) par CmS ,donnant lieu ~ une classe 

o Biext I Ao,A,O;~mS (1.4.4) w = w C ( ) , 

avec laq~elle nous travaillerons principalement. Evidemment les classes 

w (1.4.3) relatives h divers couples (U,U') ont routes w ° (1.4.4) pour 

restriction ~ (A°,A'°). 

Proposition 1.5. Cons.id4r0ns la fibre sp~ciale W s de la biextension 

eanonique (1.4.4) W d~e (A°,A '°) par ~mS' de sorte que W s est un~e 

o ,o x Cette derni~re est s~parante (VIII 4.11). biextension de (A ° ,A ° , par ~mk " ...... 

Choisissons en effet un Module inversible ample ~ sur A °. 

Alors ~ d~finit un homomorphisme (cf. 1.0.5) 

AK' ~ AK ' 

qul se prolonge en un homomorphisme A----> A', d'o~ 

: A ° > A ,° , 

et on peut consid~rer la biextension ~L de (A°,A °) par ~mS' image inverse 
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de W par (idAo , ~). La restriction de WL aux fibres g~n4riques n'est 

6 a l o r s  a u t r e  que l a  b i e x t e n s i o n  ( ~ /  de ( V I I I  4 . 1 2 ) ,  done en  v e r t u  de 

V I I I  7 . 4 ,  l ~  e s t  a s s o c i ~  au Module b i r i g i d i f i ~  6(IL), e t  p e r  s u i t e  

( l ~ )  s e s t  d 4 f i n i  p a r  8 ( L s ) .  D ' a u t r e  p a r t ,  i l  p e u t  ~ g a l e m e n t  e t r e  

d g c r i t  co~ane i ' i m a g e  i n v e r s e  de I a  b i e x t e n s i o n  W s p a r  i e s  morph i smes  

o 
id A o : A o > A o , ~ : Ao > A,O 

O O O O 
O 

Comme~ d o n c ~ s  e s t  ample ,  i l  r d s u l t e  de V I I I  4 .13  que % e s t  s ~ p a r a n t ,  
s 

et en particulier s~parant ~ gauche, et ~ fortiori W est done s4parant 
s 

gauche. Par sym4trie, W est 4galement s~parant ~ droite, ce qui 
S 

prouve 1.5. 

O 
o~ A 

O 

Notons que nous pr~ciserons consid~rablement 1.5 dans le cas 

est de rang unipotent nul (5.4). 

2. Par_~tie fixe et partie torique de T£(~). Crit~res de bonne r~duetion. 

Th~or~me d'ortho~0nalit4 pour £ # p 

2.1. Comme tout groupe alg4brique commutatif sur k, A admet un plus 
O 

grand sous-tore, dont la formation commute ~ toute extension du corps 

de base [SGA 3 XVII 7.2.1, XII 1.12] : 

(2.1.i) T c A , 
O o 

Lor sque  k e s t  p a r f a i t ,  T e s t  c a r a c t ~ r i s ~  p a r  l a  c o n d i t i o n  que A ° / T  
O O O 

soit extension d'un schgma ab41ien B sur k par un groupe unipotent 
o 

( l i s s e  e t  connexe)  [ 2 5 ] ,  qu i  admet n g c e s s a i r e m e n t  une s u i t e  de com- 

p o s i t i o n  ~ quotients tous isomorphes ~ Gak (SGA 3 XVII 4.1.3) 
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(2.1.2) 0 > U ---> A °/T > B > O . 
O O O O 

En tous cas, k parfait ou non, si A o est extension d'un schema ab~lien 
O 

B par un schema affine lisse et connexe L : 
O O 

(2.1.3) O ~-> L ----> A ° ~ B > O , 
O O O 

on salt que cette st~cture d'extension est unique [25], et que T est 
O 

alors C Lo, done T o est le plus grand sous-tore de Lo, de sorte quton 

a une suite exacte (2.1.2), avec 

(2.1.4) U = L /T 
O O o 

O 
2.1.5. Signalons que A 

O 
est de rang unipotent nul (i.e. que, sur 

une clDture alg4brique de k, il n'admet aucun sous-groupe isomorphe 

G a) si et seulement si Ao °/To est un seh4ma ab~lien B o, de sorte 

qu'on sera alors sous les conditions pr~c~dentes, avec U ° = O. 

Si 6 est un nombre premier distinct de la caract4ris~lq~. 

O 
de k, de sorte que A 

O 
est 6-divisible, l'inclusion (2.1.1) donne lieu 

une suite exacte de pro-sch4mas en groupes : 

(2.1.6) 0 > T6(T o) > Tg(Ao°) > T6(Ao°/To ) > 0 

i 
Ti(A o) T6(Ao/T o) 

dont les termes peuvent aussl, s'interpr~ter comme des faisceaux L-adiques 

libres constants tordus ; lorsque l'on dispose d'une suite exacte (2.1.2), 

par exemple k parfait ou A o 
O 

de rang unipotent nul, on aura 

(2.1.7) T~(A °/r )' N > ~(Bo ) 
~ O O  
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de sorte que la suite exacte (2.1.5) s'dcrit alQrs 

(2.1.8) O > T~(T o) ----> T~(Ao°) ................ > T6(B o) > O 

Posons 

(2.1.9) n = dim A K = dim Ao ' ~ = dim To , k = dim Uo ' ~ = dim Bo ' 

de sorte qu'on a 

(2.1.iO) n = ~ + k + & , 

(2 .1 .11)  I rang T6(T o) = ~ , rang T6(Ao°/T o) = rang T6(B o) = 2~ 

rang T6(Ao°) = ~ + 2~ , 

La deuxi~me relation ~tant un thdor~me bien connu de Weil [5] '~15]. 

2.1.12. Les entlers n, ~]~ k, cL sont ddfinls mamifestement sans m~me supposer 

qulon dispose d'une suite exacte (2.1.2), en passant ~ une cloture 

algdbrique de k ; ils sont connus respectlvement sous le nom de dimension 

de Ao, rang r~ductif ..... de Ao = dimension de To ' rang unipotent .... de Ao~ 

rang abdlien de A . II sont encore relids par les relations (2 i.iO) 

et (2.1.11) (en omettant dans ces derni~res le terme rang T6(Bo)...). 

2.1.13. Lorsque k est de caract~ristique p > O, et que A o est 
O 

p-divisible, ou ce qui revient au m@me, de rang unipotent nul (cf. 2.1.5), 

alors il y a lieu ~galement de consid~rer le pro-groupe T (A o), qui 
p o 

s era un groupe de Barsotti-Tate (ou groupe p-divisible dans la termino- 

logie de [33]). Alors la suite exaete (2.1.8) reste valable pour •=p 

et c'est une suite exacte de groupes de Barsotti-Tate. Ici on aura )~ = O, 

donc 

( 2 . 1 . 1 3 . 1 )  n = ~ + c~ 
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et les formules (2.1.11) restent valables, en y interpr4tant le rang 

comme le rang (ou "hauteur") des groupcs-de Barsotti-Tate envisages. 

2.1.14. On introdult ~galement pour A '° des invariants 
O 

T ~ C A ~0 U I B I 
O O O O 

off T'o est la partie torique de Ao°, B'o sa partie ab~lienne (d4finie 

notamment si k est parfait ou si A '° est de rang unipotent nul) U' 
O ' O 

sa partie unipotente (d4finie par exemple si k est parfait, ou, tri- 

vialement si A '° est de rang unipotent nul). On trouve une suite 
O 

exacte correspondant ~ (2.1.6) ou (2.1.8), que nous ne r4~crirons pas. 

On pourrait introduire pour Ao° des entiers ~', k', ~' comme dans 

(2.1.9), mais on verra plus has (2.2.7) que ce sont les m~mes que 

pour A o ce qul nous dispense d~introdulre une nouvelle notation pour eux. 
O 

2.2. Nous nous proposons de pr4ciser les relations entre T6(A K) et 

T~(A o) = T6(Ao°), en faisant intervenir T6(A°). Rappelons d'abord : 

Len~ne 2.2.1. Soit m > O un entier. Alors les conditions suivantes sont 

~quivalentes : 

(i) m idAo est plat. 

(ii) m idAO #St surJectif. 

(iii) m idAo est quasi-fini. 

(iv) m est premier A la caract4rlstig~ue_ d£e k, ou A o est de 
O 

ran~ unipotent nul (cf. 1.5.5). 

De plus, siies conditions envisag~es sont v~rifi4#s pour m, 

#lies le sont pour m V pour tout v > O, les groupes 
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din 
A O Ker (m ~ " = IdAo) 

m 

sont quasi--finis, s~par~P et plats sur S, et ils forment pou r u variable 

un syst~rae projectif de schemas en ~roupes, ~ _~.morphlsme§de transition 

........ ' A ° A ° fid~lement plats x, > m~-~x : v' ---> 
m m 

En effet, le erit~re de platitude par fibres (EGA IV 11.3.5) 

nous montre que (i) tout comme (ii), (iii) sent des conditions sur les 

fibres, et elles sont ~quivalentes par (SGA 3 VI A 5.6), parce que les 

fibres envisag~es sont lisses et connexes. DIailleurs on volt sur la 

forme (ii) et par un th~or~me classique de Well [5] [15] qu'elles 

sont v~rifi~es sur la fibre g~n~rique, qui est un schema ab~lien, il 

suffit done de l'exprimer sur la fibre spdciale. L'~quivalence avec 

(iv) est alors ~galement bien connue, grace ~ la th~orie de structure. 

Sous n'importe quelle forme, la stabilit~ de la condition envisag~e 

par m~-> m ~ est trivisle, d'oh le fait que ces conditions impliquent 

que les A ° sont des schemas en groupes plats quasi-finis sur S, 
m 

~videmment s~par~s sur S puisque A ° l~est. La derni~re assertion sur 

la fiddle platitude des morphismes de transition envisages, qui revient 

dire que ce sont des ~pimorphismes pour la topologie fppf, r~sulte 

formellement du fait que m idAo est fid~lement plat, donc un ~pimor- 

phisme pour la topologie envisag~e. 

2.2.2. Par suite, nous prendrons pour m un nombre premier ~ satisfaisant 

les conditions de 2.2.1. On d~signe alors par 

(2.2.2.1) T~(A °) = (A°) 
>O 
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le syst~me projectif d~crit dans 2.2.1. On notera que par les de~x 

changements de base ~ ~ Set s ----> S, il redonne les syst~mes projectifs 

T~(A K) et T6(Ao °) = T~(A o) envisages dans i.O et 2.1 respectivement. 

2.2.3. Supposons maintenant S hens41ien. On salt alors que tout sch4ma 

quasi-fini et s~par~ X sur S se d~compose canoniquement en une sormne 

(2.2.3.1) X = xf-~-X ' , 

o~ X f est fini sur S, et o~ X' = ~ i.e. X' est r~duit ~ sa fibre g~n4- 
O 

rique X' ;donc X f a m~me fibre sp4ciale que X. Cette d~composition 

est ~videmment fonctorielle en X. On en conclut en particulier que si 

X est un schema en groupes sur S, alors X fen est un sous-sch~ma en 

groupes. Si X est plat resp. ~tale sur S, il en est ~videmment de 

m~me de X f .  

NOUS appliquerons ceci aux composants ~ A ° de T6(AO), d'ofl 

un sous-syst~me projectif de groupes 

dfn 
(2.2.3.2) ((~A°)f)v > 0 = T~(A°) f C T~(A °) , 

qu'on appelera la partie fixe du module de Tare Tg(A°). On a ~videmment, 

par construction, des isomorphismes canoniques, fonctoriels en A : 

O ~ 
(2.2.3.3) T~(A )~XsS ~ T~(A°)×sS ~ T2(Ao°) 

D'autre part~ la fibre g~n~rique de T£(A°) f d~finit un sous-pro-groupe 

canonique de T6(AK) , appel~e encore "partie fixe H de ce module de Tare, soit 

(2.2.3.4) T~(~) f c T~(AK) 
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2.2.4. Lorsque 6 ~p = car.k, alors TL(A°)f s'interpr~te cormme un 

A ° faisceau 6-adique constant tordu sur S (les L ~ ~tant finis ~tales 

sur S)° Comme le foncteur 

X } > Xo=XXs s 

de la cat~gorie des schemas finis ~tales sur S dans celle des schemas 

finis ~tales sur k est une ~quivalence de categories, S ~tant hens~lien, 

et qu'on a donc une ~quivalence analogue pour les categories de faisceaux 

6-adiques constants tordus sur S resp. sur k, la relation (2.2.3.3) 

donnant la fibre sp~ciale de T6(A°)f caract~rise donc cette partie 

fixe ~ isomorphisme unique pr~s. D'autre part, entant que sous-faisceau 

g/-adique de T6(A°) , elle est ~videnm~ent caract~ris~e par sa fibre 

g~n6rique (2.2.3.4), ou ce qui revient au m~me, par le sous ~G-module 

correspondant, stable par ~ = GaI(K/K) : 

(2.2.4.1) T~(AK)f(~ ) d~n T~(A(~))f ~ TL(A(~)) 

En fait, on ale r~sultat suivant : 

Propositio_n 2.2.5. Supposons comme ci-dessus 6 # p, et S hens~lien. 

Alors le sous-module (2.2.4.1) de T6(A(K)) = T6<AK)(K) corresppndant 

la p artie fix~ T6(t~) f (2.2.3.4) de T6(A K) est le sous-module T6(A(K)) I 

des invariants sous le groupe d'inertie I c ~. 

Ceci r~sultera, par passage g la limite projective, de la 

relation analogue, valable pour tout entier m > O premier ~ p = car.k 

(2.2.5.1) (A)f(K) = (A(K)) I 
m m 
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Pour prouver cette relation, introduisons le localis~ strict S de S, 

de corps des fractions K la sous-extension non ramifi~e maximale de 

sur K. Corrcae (A) fest fini 4taie sur S, ses points ~ valeurs dans 
m 

sont d~j~ ~ valeurs dans K, donc le premier membre de (2.2.5.1) n'est 

autre que Homs(~ , (mA)f), tandis que le deuxi~me est, par d~finition 

de ~,~gal ~ A(K). Or le premier membre, par d4finition de (A) f, compte 
m m 

tenu que ~ est une limlte projective de schemas S. ~tales finis sur S, 
i 

est aussi ~gal ~ Homs(S , A) = mHoms(~,A), et par d4finition du module 
m 

de N~ron on a Homs(~,A) = A(~), ce qui donne bien l'~galit~ annonc~e 

(6.2.5.1). 

Pour en d4duire 2.2.5, on note qu'on d~duit de (2.2.5.1) que 

of- (~) T6(A(K))I = ~lim(~vA)f(K) D lim ( vA ) (K) ," 

mais si (x) est un ~14ment du deuxi~me membre, alors pour tout entier 

v ~ O, x est une section de A qui est infiniment divisible par 6, donc 

sa valeur en s est un ~l~ment de A (k) infiniment divisible par 6, donc 
O 

il est dans Ao°(k) , ce qui prouve l'#galit~ des deux derniers membres 

de (~) et ach~ve de prouver 2.2.5. 

Proposition 2.2.6. Soient C K un deuxi&me schema ab41ien sur K, de module 

de N~ron C, et consid~rons ' un homomorphisme UK:CK--->AK, se prolongeant 

donc en un homomorphisme u: C > A. Supposons que u K soit une isog6nie. 

Alors pour tout hombre premier 6,T6(~):T6(C K) > TL(A K) induit une 

~_ie des parties fixes - 

(2.2.6.1) T6(CK)f ----> T6(AK )f , 
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: C >A et de m~me le morphisme induit par u ° o o 

(2.2.6.2) T6(Uo °) : Tg(Co °) ~ T£(Ao°) 

est une: isog~nie. Enfin, u : C > A induit une isog~nie du plus 
" 0 0 0 ' 

grand sous-tore de C O dans le plus ~rand sous-tore T O de Ao, et au-dessus 

d'une extension k' de k s_ur laquelle les "parties ab~liennes 'i de C o e t 

de A sont d~finies (par exemple sur la cloture parfaite de k), u 
- -  O ............ O 

induit une iso~nie entre les parties ab~liennes de Cok iet de Aok , . 

Cet ~nonc~ est consequence formelle du fait que T~(~) f , T~(Ao°), 

le plus grand sous-tore de Ao, enfin la "partie ab~lienne" de Aok t , 

sont pour A K variable des foncteurs additifs en AK, et que le fair 

que u K soit une isog~nie s~exprime par la condition qu'il existe un 

morphisme VK: ~ > C K tel que l'on ait UKV K = n.id, VKU K = n.id, avec 

nun entier > O. 

Notons en particulier : 

Corollaire 2.2.7. S i ~ e t C K sont des schemas ab~liens isog~nes sur K, 

alors les invariants correspondants D, ~, ~ (2.1.11) sont les m~mes 

pour A K ~ C K . En particu.lier, i ls sont les m~mes pour A K e t 

son dual ~ . 

R@marques 2.2.8. Dans les deux ~nonc~s precedents 2.2.6 et 2.2.7, on 

a suppos~ S hens~lien. !I est d'autre part imm~diat que 2.2.7, ainsi 

que les assertions de 2.2.6 concernant les proFri~t~s de l'homomorphisme 

induit u ° : Co ----> Ao , sont valables sans cette hy~oth~se.~ On se 

ram~ne en effet au cas trait~ par le changement de base S h > S, off 

S h est le hens~lis~ de S, compte tenu du fait (imm~dlat en vertu des 

d~finitions) que la formation des modules de N~ron conmlute ~ ce chan- 

gement de base. 
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Corollaire 2.2.9. (Cas de honne r~duction.) Soient Sun trait, ~ un 

schema ab~lien sur le corps, des. fractlons K d~e S, Ale module de N~ron 

d~e ~, ~ un nombre premier # car.k . Les conditions suivantes sont 

~quivalentes.. 

(i) II existe un schema ab~lien sur S do nt l a fibre E~n~rique 

est isomorphe A A K . 

(ii) A est un schema ab~lien. 

(ii °) A ° est un schema ab~lien. 

(iii) A est un schema ab~lien. 
O 

(iii °) A o est un schema ab~lien, i.e. (avec les notations 
O ~ -- 

d__ee (2.1.11) on a k = ~ = O . 

(iv) A est ro re sur S. 

(iv °) A ° est propre sur S. 

. ,  x ~V~ ( ) es t "non ramifi~ sur S" ~.£. se prolon~e en un 

faisceau 6-adique constant to rdu su_~r S, ~.~. !e groupe d'inertle I 

op~re trivlalement sur T6(~(K)). 

(v bi~ Pour tout entier ~ ~ O, ~ est "non ramifi~ sur S" 
6 ~ 

~.~. #e prolonge ~n un rev~te!~lent ~tale sur S, i.e. le ~roupe d'inerti e I 

opine trivialement sur ~(K) 
6~ 

E~fin, un schema ab~lien sur S comme dans (i) est un module 

de N~ron de ~ , et en particulier est d~termin~ ~ isomorphisme 

2.2.9.1. On dit que A K a bonne r~duction sur S s~il satisfait la 

condition (i) ci-deBsus. Le crit~re (v) ou (v bis~ est connu sous le 

nom de crit~re de NERON-OGG-CHAFAREVITCH de bonne r~duction. 
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Prouvons 2.2.9. Le fait qu'un schema ab41ien sur S satisfait 

la propri~t~ unlverselle drun module de N~ron, qui se r~dmit au falt 

qulune section rationnelle d'un schema ab41ien sur une base r4guli~re 

est partout d~finie, est bien connu (cf. p.ex. [5]). Cela prouve 

l'4quivalence (i) <->(ii)< "~ (ii°), ainsi que la derni~re assertion 

de 2.2.9. Les conditions envisag4es impliquent ~viden~nent (iii), (iv) 

(iv°)~ qui impliquent chacune (iil°), prouvons que (iii°)---> (ii °) 

(ce qui prouvera l'~quivalence des conditions (i) ~ (Iv°)). Or cela 

r~6ulte du fait qu'un sch4ma en groupes lisse sur un schema S, h fibres 

des schemas ab~liens, est propre sur S (donc est un schema ab41ien> 

en vertu de (EGA IV 15.7.10). D'autre part, compte tenu de 2.2.5 et 

du fair que T6(~(K))/T~(~(K)) Iest manifestement un ~-module sans 

torsion, la condition (v) s'exprime par it4galit~ des rangs de 

T6(~(K)) et de sa "partie fixe", i.e. (par (2.1.11) et (2.2.3.3)) 

par la condition 

+ 2& = 2(k + ~ + ~) , 

i.e. 2k + ~ = O, i.e. k = ~ = O, qui n'est autre que (iii°). Enfin 

l'~quivalenee de (v) et (v bis~ est claire par d~finition. Cels ach~ve 

la d~monstration de 2.2.9. 

2.3. Nous supposons ~ nouveau S hens41ien, et 6 # p = car. k. Utilisons 

maintenant l'inclusion 

(2.3.1) T£(To) C > T~ (Ao°) 

de (2.1.6), et l'~quivalence de eat4gories rappel4e dans 2.2.4. On 

trouve un sous-faisceau ~-adique constant tordu canonique de Ti(A o,f 
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appel~e la partie torique de T6(A o), 

(2.3.2) T~(A°) t( > T~(A°) fc > T~(A °) , 

caract~ris~ par la condition que sa fibre sp4¢iale soit donn~e par 

l'inclusion (2.3.1) : 

(2.3.3) T~(A°)tXs s = T~(To) C > T~(Ao°) 

Nous donnerons d'ailleurs plus loin une interpr4tation de la p~rtie 

torlque de T6(A °) eomme le module de Tate Ti(T) d'un tore T sum S qui 

rel~ve le tore T sur k, interpretation qui permettra d'~tendre la 
o 

d~finition de la partie torique au cas 6 = p. Pour itinstant, et 

pour fixer lea idles, nous nous bornons ~ examiner le cas £ # p, 

auquel cas la pattie torique de T6(A °) peut done se d~crire par le 

sous-~ 6-module eorrespondant de TI(A(K)) : 

(2.3.4) T~(A(K)) tr- > T~(A(K)) fC > T~(A(K)) , 

par l'action de ~, o5 le premier terme est d~fini comme T~(A°)t(K), stable 

etest appel~ encore cormme de juste le sous-module torique du module 

de Tare T6(A(K)). Ce dernier apparalt donc comme muni d'une filtration 

eanonique ~ trois erans (2.3.4). Appliquant ces r4flexions au schema 

ab~lien dual ~ , on trouve de m~me une filtration ~ trois crans 

(2.3.5) T6(A'(g)lt~-->Ti(A'(gl)f ~ > T6(A'(K)) 

Les termes m~dians dans (2.3.4) et (2.3.5) ("parties fixes")~tant d~crits 

en termes des structures de ~-modules des modules de Tate de A(K) , (A'(K) 

corane les modules dtinvariants sous le groupe d'inertie I (1.6.5), les 

parties toriques sont compl~tement d~crites en termes des parties fixes 
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et de l'accouplement ~ de (i.0.2), gra£e au th~or~me suivant (dont 

un cas particuller se trouve d4j~ dans [II]~. 

Tho~r~me 2.4. (Th~gr~med'orthosonalit~). Soient Sun trait hens~lien, 

AK un sgh~ma ab~lien sur son corps des fractions K, A~ le schema ab~lien 

dual, 6 un nombre premier distinct de la caract4ristlque r4siduelle de S, 

d'oh sur les modules de Tate TL(A (K)) e__tt T6(A'(K)) la filtration eanonique 

(2.3.4) reap. (2.3.5) par la "partie fixe" et par la "partie torique". 

A!ors la partie torlque TL(A(K))t est l'intersection de la par tie fixe 

T~(A(K)) f avee l'orthog0nal de la partie fixe T~(A'(K)) f = TL(A'(K))I 

pour l'aceouplement canonlque ~ (1.O.3), donc sym4triquement, l a 

pattie torique T6(A'(K))t est l'intersection de T (A'(K)) f avec l'ortho- 

de la partie fixe Tg(A(K)) f = Ti(A(K)) I, (NB l'exposant I d4note gonal 

le sous-module des invariants sous l'action du $roupe d'inertie I.) 

que TL(A(K))t est orthogonal ~ TL(A'(K))f. D~monstration a) Prouvons 

Pour ceci, nous allons interpreter la restriction de la forme ~ aux 

parties fixes des modules de Tare, ~ l'aide de la biextension canonique 

W ° = W de (1.4.4), prolongement canonique de la biextension W K de 

(AK;AI~) par @inK en une biextension de (A°,A '°) par ~mS " mn vertu 

de VIII 2.2, ~ West associ~ un accouplement 

(2.4.1) ~w : T~ (A°) × T~ (A'°) ----> T~(~mS) ' 

dont l'accouplement ~ de (1.O.3) est d~duit en passant aux points 

valeurs dans K . Ii en r4sulte que la restriction de ~ aux parties 

fixes envisag4es dans 2.4 sVobtient ~ partir de l'accouplement 

(2.4.2) T6(A°)f X T6(A'°)f > TL(%S) 
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restriction de (2.4.1), en passant aux points ~ valeurs dans K . 

Corpse lea deux termes qui intervlennent dans le premier membre de 

(2.4,2) sont maintenant des faisceaux L-adiques constants tordus, 

pour ~tudier ce dernier accouplement, on peut se borner ~ ~tudier 

l'accouplement induit sur lea fibres sp~ciales. Or les fibres des deux 

termes envisages ne sont autres que les modules de Tate T~(Ao°),T~(A~°) 

(2.2.3.3), et l'accouplement d~duit de (2.4.2) par passage aux fibres 

sp~ciales n'es= autre que Itaccouplement 

(2.4.3) r~(Ao°) × T~(A~ °) .... > T~(~mk) 

d~duit de la biextension Wo de (Ao°,A~°) par ~mk , restriction de W 

aux fibres sp4cisles. 

Rappelons maintenant (2.3) que la partie torlque de T6(A(K)) 

stobtient en passant aux points ~ valeurs dans K dans le sous-faisceau 

6-adique constant tordu T6(A°)t de T6(A°)f , done la relation d'ortho- 

gonalit4 A prouver s'exprime en disant que IIaccouplement induit 

par (2.4.2) 

(2.4.4) T~(A°) t X T~(A'°) f ----> T~(~mS) 

est identiquement nul. Or il suffit de le voir pour l'accouplement 

correspondant sur les fibres sp~ciales, qui par la d~finition de la 

partie torique n'est autre que iIaccouplement 

(2.4.5) T (T o) × T (Ao°) > 

induit par (2.4.3). Or en vertu de VIII 4.10 cet aecouplement esl 

n~cessairement nul, ce qui prouve iforthogonalit~ annonc~e. 
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b) Prouvons que l'inclusion 

~2.4.6) T~(A(K)) t c T~(A(K)) f N (T~(A'(K))f) i 

est une ~galit4, o~ le signe /. d4signe l'orthogonal. Ii revient au 

m~me de dire que dans l'accouplement (2.4.2), l'annulateur du deuxi&me 

facteur, qui contient 18 partie torique T6(A°)t cormme on vient de voir, 

est ~ga!e & cette derni~re. Comme il s'agit encore de relations entre 

faisceaux 6-adiques constants tordus, il suffit de v~rifier cette 

assertion sur les fibres sp4ciales, i.e. que l'inclusion d~j~ obtenue (i. I0) 

(2.4.7) T~(T O) c T~(A~°) i 

est une ~galit4 ; en d'autres termes, il faut v~rifier que la biextension 

W de (A °,A'°) est non d4s~n4r4e & Eauche (VIII 4.11). Or c'est ce 
o o o 

que nous avons d4j~ not~ dans 1.5, cor~ne consequence dlun r~sultat 

de la th~se de RAYNAUD. 

2.5. On peut donner une forme ~quivalente au th~or~me d'orthogonalit~, 

en utilisant une polarisation ~ de A K , et la forme bilin~aire altern~e 

(1.O.8), compatible aux operations de ~ , 

(2.5.1) ~ : T£(A(K)) × T£(A(K))----> T£(K ~) , 

d~duite de la forme M (1.0.3) par transport de structure sur le 

deuxi~me argument ~ l'aide de l'isog4nie de ~ 6-modules 

T6(A(K)) > T6(A'(K)) 

induite par l'isog~nie ~ : A K > ~ d~finie par ~ . L'~galit~ dans 

(2.4.6) prend alors la forme simple 

340 



- 23 - IX 

( 2 . 5 . 2 )  

o~ on a pos~ 

J_ 
W = VOV , 

(2.5.3) ~U = T~(A(K)) , V = U I = "partie fixe" de T2(A(K)) 

W = pattie torique de T2(A(K)) 

et o~ _L d~signe llorthogonal par rapport ~ la forme de polarisation 

(2.5.1). Les modules prdc~dents donnent alors lleu au diagran=ne d'incluslons 

(2.5.4) U < kl ")W 1 V + ' 2xj~Vx~"2& = V J- ~ f  "~.O~ W=VNV L < ~ 7 0 , 

o~ les entiers 2~, 2X, ~ d~signent les rangs du quotients de deux 

modules cons~cutlfs dans le diagramme, les notations 4tant celles de 

(2.1.9). (Le fait que W soit de rang ~ est la d4finition de ~, que 

V/W soit de rang 2& est la de~i~me relation (2.1.11) jointe ~ la 

suite exacte (2.1.6), dlo~ par orthogonalit4 rang U/W l'= ~I et 

rang ~/V i = 2.~ ; enfin les for_mules 

(2.5.5) rang V/V n V 1 = rang V/W = 2k , 

et la formule duale, r4sultent des pr4c4dentes, compte tenu de (2.1.10) 

et de rang U = n.) 

Remarques 2.6. a) Nous avons obtenu ici le th~or~me d'orthogonalit4 

2.4 eomme consequence facile de la th~orie des biextenslons d~velopp~e 

dans les num~ros precedents. On peut d~montrer l'inclusion (2.4.6) sans 

utiliser la th4orie des biextensions, par un argument arithra~tique dans 
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le style de la d~monstration du "th~or~me de monodromie" donn~e dans I, 

en se ramenant & une situation ~ S est de corps r~siduel fini, et o~ 

le r~sultat d'orthogonalit~ r~sulte d'une simple consideration de poids 

pour l'op~ation de frobenius (utilisant le r~sultat de A. WElL sur 

les valeurs propres dudit frobenius). (II est inutile d'invoquer ici 

la r~solution des singularit~s, en ~non~ant le r~sultat voulu pour 

des schemas en groupes A sur des schemas S, sous des conditions suffi- 

san~ment g~n~rales.) Ii ne semble pas malheureusement qulon puisse 

obtenir par cette m~thode l'~gallt~ dans llinclusion pr~c~dente, qul 

sera utilis~e, de fa~on essentielle semble-t-il, dans la d~monstration 

du "th~or~me de r~duction semi-stable" aun ° suivant. 

b) Le th~or~me dlorthogonalit~ 2.4 permet d~expliciter 

les propri~t~s les plus Importantes du module de N~ron dlune vari~t~ 

ab~lienne A Ken termes de la representation du groupe d'inertie I sur 

le module de Tate T6(A(K)), 6 ~tant un nombre premier fix~ distinct 

de la caraet~ristique r~siduelle. (Le cas 6=p sera examin4 ~ part 

plus loin (n ° 5)). Comme premier ~nonc~ de ce type, mais n'utilisant 

pas le th~or~me dlorthogonalit~, rappelons le crit~re de bonne 

r~duction 2.2.9. Nous allons donner de nombreux autresexemples par 

la suite, en con~men~ant aun ° sulvant (3.5). 
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3. Cam de la r4duction semi-stable. Le th4or~me de r~duction semi-stable. 

Donnons d~abord un r4sultat auxiliaire dans le style de SGA 3 : 

Prpposition 3.1. Soient Sun schema, Gun S-sch4ma. en ~roupes 9ommutatifs, 

plat, s~par4, de presentation finie sur S, Hun sch4ma en ~roupes 

quasi-s~par~ et localement de type fini sur S, u: G > Hun homomorphisme 

d_.~e S-sch4mas en 8roupes, K = Ker u . Pour tout s E S, d~signant par s 

le spectre d'une clSture alg4briqu e de k(s), on note ~(s) (res p. ~(s)) 

le rang r4ductif (resp. le ran~ ab~lien) d~e K s , !.~. la dimension du 

plus~rand sous-tore (resp. de la plus srande vari4t~ ab~lienne quotient) 

de (K~)~e d. Soient s 6 S, t 6 S une g~n~risation de S, p l'exposant 

caract4ristique de k(s). 

K est 4tale de type a) Pour tout entier n > O premier ~ p, n 

fini et s~par~ sur S au voisinage de s, et on a la divisibillt4 : 

(3.1.1) rang(nK s) I rang(nK t) 

b) On a 

(3.1.2) u(s) + 2~(s) ~ ~(t) + 2~(t) 

C) S~i(K~)°ed es t unipotent, il en est de m~me de (Ks)°ed . 

d) Supposons G s de rang unipotent nul, H lisse sur S, ~et ut 

une iso~nie. Alors u est plat et quas~fini au-dessus d'un v0isina~e 

ouvert U de s, afortiori KIU est. plat et quasi-fini. 

e) Sous les conditions de d), s__!i u test de plus un monomor- 

phism @(donc un isomorphisme d e G t sur un s~us-~roupe ouvert de Ht) , 

alors u s e§t un isomorphisme de G s sur un sous-groupe ouvert de H s, 
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et si de plus S est irr~ductible de point g~n~rique t, alors il existe 

un voislnase ouvert U de s tel que u induise un isomorphlame de GIU sur 

un sous-groupe ouvert de HIU. 

D~monstration. 

a) On peut supposer que nest inversible sur S, et alors 

n.~d G est ~tale fibre par fibre (SGA 3 XV 1.3), donc, G dtant plat de 

presentation finle sur S, il r~sulte du crit~re d'dtalitd par fibres 

EGA IV 17.8.2 que n.id G est dtale, donc son noyau n G est ~tale ; il 

est clair d'ailleurs qu'il est sdpar~ et de presentation flnie sur S, 

puisque G l'est. On voit de m@me que H est localement de type fini, 
n 

quasi-s~par~ et formellement net sur S (*) donc sa section unlt~ 

est une immersion ouverte (EGA IV 17.4.2 b')), donc le noyau de 

u: G > H est un sous-schdma ouvert de n G, donc ~tale sur S, qui 
n n n 

est retrocompact dans G donc de prdsentation finie sur S, et sdpar~ 
n 

sur S puisque G l~est. Or ce noyau n'est ~videmment autre que n K . 

La formule (3.1.1) r~sulte des propri~t~s pr~c~dentes de n K, corrane 

on volt en se ramenant par changement de base su eas o0 S est local 

hens~lien de point fermd s, et en utilisant alors is d~composition 

de n Ken n Kf et un schema g fibre sp~ciale vide (cf. 2.2.3). En 

fait~ eet argument montre, plus pr~cisdment~ qu'il existe un monomor- 

phleme pour les fibres g~omdtriques 

K(~) C ~ K(~) 
n n 

(*) Du moins si H est corm~utatif ;dans le cas g~n~ral, il restera 

vrai que H est net sur Sle long de sa section unitd, ce qui suffit 
pour notr~ propos. 
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b) Soit n > O premier ~ l'exposant caract~rlstique de k(s) 

et aux rangs des quotients des fibres g4om~triques de Ken set t 

par leurs composantes neutres r4duites, alors les deux membres de 

(3.1.1) s'obtiennent en 414vant n respectivement ~ la puissance 

dlexposant l'un et l'autre membre de (3.1.2), comme il r~sulte de la 

structure eonnue des groupes alg4brlques commutatifs. Donc b) r~sulte de a). 

c) Comme l'hypoth~se (K~)~ unipotent 4qulvaut aux relations 

~(t) = ~(t) = O, et de m~me pour Ks, l'assertion c) r~sulte formellement 

de b). 

d) L'hypoth~se que u t soit une isog4nle implique que K test 

fini, donc on est sous les conditions de c), et par suite (K~)~e d est 

unipotent. Cormne G est de rang unipotent nul, on en d4duit que K 
S S 

est fini. D'ailleurs le fair que u test une isog4nie implique 

dim G t = dim Ht, et le fait que Get H sont plats localement de prd- 

sentation finie implique dim G s = dim Gt, dim H s = dim H t (SGA 3 VI B 4.3), 

= d'o5 dim G s dim H s . Comme dim Ker u s = O, on en conclut que 

dim H s = dim Us(G s) (SGA 3 VI B 1.2.), ce qui ~quivaut ~ u s plat 

grace ~ l'hypoth~se H s lisse (SGA 3 VI A 5.6). On en conclut qu'il 

existe un voisinage ouvert U de s tel que u soit plat et quasl-fini 

en lea points de la section units sur U (SGA 3 VI B 2.2 (i) et 2.5 (ii)). 

Ii en r~sulte, comme pour Us, que Us, est plat pour tout s' E U, donc 

ulG U est plat et quasi-fini, l'dtant sur chaque fibre. 

e) Pour la premier assertion, on se ram~ne aussitOt par 

changement de base au cas o~ S est int~gre de point g4ndrique t, donc 

prouver la deuxi~me assertion de e). Celle-ci r4sulte aussitOt de d) et du 

345 



- 28 - IX 

Lenmae 3.1.3. Soient Sun schema, K u_n_n S-schema quasi-fini, de pr~sen~ 

tation finie, s~par~ et plat sur S, s E S, t ~ Tune $~n~risation d~ s. 

Alors on a 

rang K s ~ rang K t 

Si rang K~ ~ I pour tout point maximal de S, alors K ~ S est une 

immersion ouverte (done un i somorphisme s'il admet une section). 

Pour la premiere assertion, on se ram~ne par localisation 

stric~au cas o~ S est strictement local. D~composant alors Ken 

somme d'un schema fini K f et d'un schema ~ fibre sp~ciale vide, on 

aura 

rang Ks = rang K fs = rang K tf ~ rang Kt ' 

la deuxi~me ~galit~ provenant du fait que K f est plat, fini et de 

presentation finie sur S, done localement libre sur S. 

Pour la deuxi~me assertion, ce qui precede montre d~jh que 

pour tout s 6 S on a rang K ~ I, done K est vide ou isomorphe 
8 s 

Spec k(s). Par suite K > S est un monomorphisme (SGA 3 Vl B 2.11), 

et 4tant plat et de presentation finie clest une immersion ouverte 

(EGA IV 17.9.1), ce qui ach~ve la d~monstration. 

Re marqu£ 3.1.4. Dans 3.1 a) et la suite de la proposition 3.1, on ne 

donne aueun renseignement sur K lorsque nest une puissance de p 
ns 

(lorsque p > i). Lorsque G est lisse (et S localement noeth~rien ou 

H de presentation finie sur S) tout au moins, on peut donner un tel 

renseignement, par essentiellement la m~me m~thode que dans la 
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d~monstration de a) (en se ramenant au cas S local noeth~rien complet, 

et utilisant SGA 3 XV 1.6 c), X 3.2, IX 3.6, IX 5.2), savoir : 

(3.1.4.1) rang mult (nKs) I rang mult(nK t) , 

o0 rang mult d~signe le rang du plus grand sous-groupe de type mul- 

tiplicatif du groupe alg~brique commutatif envisag~ (SGA 3 XVII 7.2.1) ; 

on notera qu'un groupe alg~brique de type multiplicatif de torsion est 

fini. La formule (3.1.4.1) est valable pour tout entier n ~ I. On 

conclut, grace ~ SGA XVII 4.6.1 (vi), que dans c), si K test unipotent 

(SGA 3 VII i.I, il en est de m~me de K . 
S 

Proposition 3.2. Soient Sun schema loealement noeth~rien r~$ulier 

i nt~gre de dimension I, K son corps des fonctions rationnel!es , A K 

un schema ab~lien sur K, A son module de N~ron sur S, qui est un 

schema en sroupes lisse et s~par~ sur S (et quasi-projectif sur S 

s_~i S est noeth~rien [ 23 , VIII 2, 3°]). Les conditions suivantes 

sont ~quivalentes : 

(i) Pour tout s E S, A o est de rang unipotent nul, i.e. 
S . . . . . .  

(2.1.5) est une extension d'un schema ab~lien par un tore. 

(ii) ll...existe un schema en groupes G lisse, s~par~ de type 

fini sur S, prolongeant AK, et dont les fibres sont de ran$ unipotent nul. 

De plus, s i G est comn~ dans (ii), alors l'unique morphisme 

G ~ A induisant l'isomorphisme donn~ sur les fibres g~n~riques est 

un isomorphisme de G sur un sous-groupe ouvert de A, done induit un 

isomorphisme des composantes neutressG ° ~> A ° 
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3.2.1. Notons tout de suite que la d4finition du module de N4ron A 

de A K est la m~me que dans le cas local, rappel~e dans i.I. L'existence 

de ce module de N~ron, et le fait qu'il est s4par~ de type fini sur S, 

est bien connue, et se ram~ne en fair imm4diatement au cas local. 

Bien entendu, pour tout point ferm~ s E S, S' = Spec(Os,s) est un trait, 

et A×sS' n'est autre que le module de N4ron de A K sur S', dans le 

sens envisag4 dans i.I. 

D~montroms 3.2. Ii est trivial que i) implique ii), car il 

suffit de prendre G = A . Ii reste donc ~ prouver que si G est comme 

dana (ii~alors G > A est une immersion ouverte. Or c'est en effet 

un cas particulier de 3.1 e). 

Corollaire 3.3. Avec les notations de 3.2, supposons le s composantes 

neutres des fibres du module de N4ron de ran$ unipotent nul. Soit S' 

un schema satisfaisant au×.m~mes hypotheses que S, K' son corps.des 

fonctions rationnelles, f: s' > sun morphisme dominant, 

A K, ~ AK®KK' ~ fibre g4n4rique d% AXsS' , A' le module de N4ron de 

AK'' et consid4rons le morphisme unique 

u : AXsS~ ~ A' 

induisant l'identit~ sur les fibres gdn~riques. Alors u est une im~mersion 

ouverte, et induit donc un isomorphisme sur les composantes neutres 

(3.3.1) A°×sS' ~> A ,° 

Ii suffit en effet d'appliquer 3.2 dans le cas de S', en 

prenant G ~ A ×S S' . 
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3.3.2. On voit donc qua les propri~t~s @quivalentes de 3.2 impliquent 

une propri~t~ de "stabilitY" partielle pour les modules de N~ron ; on 

fera attention que lorsque A K nla pas bonne r~duction i.e. que A n'est 

pas un schema ab~lien, il n'est ~ vrai que pour tout S' comme dans 

3.3 (et m~me pour S' fini sur S, et K'/K s~parable ...), le morphisme 

AXsS' ----> A' lui-m~me soit un isomorphisme, i.e. induise des isomorphismes 

sur les groupes de composantes connexes des fibres (of. ii. I0 plus bas 

pour le comportement de ces groupes de composantes connexes par extension 

de la base). Ces observations, renforc~es par 3.9 plus bas, justifient 

la terminologie suivante, introduite par M~IFORD (et qui s'harmonise 

aussi, paraSt-il, avee les notions de m~me nom ~tudi~es dans son livre [17]): 

D~finition 3.4. Les notations ~tant celles de 3.2, on dit queH~!e schema 

ab~lien A K sur K a r~duction semi-stable sur S si les conditions ~qui- 

valentes (i) et (ii) de 3.2 sont v~rifi~es. 

3.4.0. On notera que sous la forme (ii), cette condition ne fait pas 

appel ~ la notion de module de N~ron. D'autre part, ella se ram~ne 

imm~diatement par localisation au cas oh S est un trait, comma il 

r~sulte par exemple de 3.2.1. D'ailleurs, co,me la formation du module 

de N~ron conlnute au changement de base de ~ vers son hens~lie~, ou 

son hens~lis~ strict, la notion se ram~ne m~me au cas S o~ S est 

un trait strictement local. 
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Proposition 3.5. (crit~re ga!gisien de r4duction semi-stable). O nn 

suppose Sun trait. Les conditions suivantes sur le schema ab41ien A K 

sont ~quivalentes (les notations 4tant celles de (2.5.3), a ppliqu4es 

la situation d~duite d e (~,s) par passage au hens~lis4 de S) : 

(i) ~ a r4duction semi-stable sur S (3.4). 

(ii) On a, avec les notations (2.5.3), (2.5.4) : 

V c v £ 

(iii) On a pour la pattie torique W du module de Tate : 

W = V ± 

(iv) L'action du groupe d'inertie I sur U = T6(A(K)) est 

unipotente d'4chelon 2 (!.~. il existe un sous-module U' de U stable 

par I tel que I up,re trivialement sur U' et sur U/U'). 

On peut supposer S hens~lien (3.4.0).Avmcles notations de 

2.1.9, (i) signifie que l'on a 

k=0 

¢e qui en vertu de (2.5.5) 4quivaut A V = VNVii.e. ~ (ii). Comme W=V~V ~ par 

le th4or~me d'orthogonalit4 2.4, on n (ii) <~-~-'~> (ilia. D~ailleurs (iv) signi- 

fie au~sl que I up,re trivialement mur U I = V~ ce qui par dualit~ signifie 

qu'il up,re trivialement sur ~i.e. que V~ UI=v, ce qui est (ii). Cela 

ach~ve la d6monstration. 

Remarques 3.5.1. Les conditions (ii) et (iv) ne d4pendent visiblement 

que de l'action de I sur le @6-vectoriel U~6@ ~ , et auraient pu ~tre 

formul~es en termes de cette action. Signalons aussi que ces conditions 

sont manifestement stables par tout changement de base par un morphisme 
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de traits S' ---> S. Enfin, si (iv) est satisfaite pour ~, elle l'est 

aussi manifestement pour tout sous-seh4ma ab41ien et tout sehdma 

ab@lien quotient de ~ ~ et en particu!ier pour tout sch4ma ab41ien 

isog~ne ~ A (par exemple pour ~). 

Corollaire 3.5.~. Soit gun g4n~rateur topologique de ~6(1) = T6(k~). 

Les conditions 4quivalentes de 3.5 #quivalent aussi ~ la condition 

suivante : 

(v) L'action du groupe d'inertie I sur U = T6(A(K)) se fait 

~ travers le plus grand quotient pro-6-fini I(~) d_ee I, qui est canonique- 

ment isomqrphe ~t(1) (I ), et l'op4ration gu d_u_g4n4rateur g 

sur U satisfait la condition 

.2 (3.5.3) (I - gu ) = 0 

En effet, pour toute action unipotente continue d'un groupe 

profini I sur un espace vectoriel 6-adique, on voit aussit~t que 

l'image de Iest un pro-6-groupe. Ii s'ensuit que (v) 4quivaut ~ (iv). 

Nous pouvons maintenant prouver le r~sultat central du 

present expos~ : 

Th4or~me 3.6. (th4or~me de r~duction semi-stable). Soient Sun schema 

noeth4rien r4~ulier connexe de dimen@ion I, K le corps des fonctions 

rationnelles de S, ~ un schema ab61ien sur K. A!ors il existe une 

extension finie galoisienne K' d_e_e K , telle que le scb§ma ab41ien 

~, = I~KK' air r~duction semi-stable (3°4) sur le normalis4 S' 

de S dans K'. 
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On observera que S' est noeth~rien r4gulier connexe de 

dimension i, ce qui donne un sens ~ la conclusion ~nonc4e. Pour prouver 

3.6, choisissons une clSture s4parable K de K, et ~crivons l'extension 

eomme limite inductive de ses sous-extensions galoisiennes finies K.. 
i 

Soit S i le normalis4 de S dans K i , et soit U le plus grand ouvert de 

S sur lequel A K ait bonne r~duction. Cormme Sest noeth4rien connexe 

de dimension I, et U # @, on volt que T = S-U est un ensemble fini 

de point ferm~s de S, et que pour tout t E T, ~S,t est un anneau de 

valuation discrete. Ii suffit de trouver, pour tout t E T, un indice 

i = i(t) tel que ~. ait r~duction seml-stable en les points de S i 
1 

au-dessus de t ; en effet, il sufflra de prendre alors pour K' le 

compos4 des extensions Ki(t) pour t E T. Cela nous ram~ne donc au caa 

o~ Sest un trait. D'autre part, comme de groupe GaI(Kt/K) permute 

entre eux les points de S. au-dessus du point ferm4 s de S, il suffit 
i 

de trouver K' de telle faqon que AK, air r~duction semi-stable en u nn 

point du normalis4 S' ; d'ailleurs il est inutile ici que K' soit 

galoisien sur K, il suffit de trouver K' extension finie 4tale de K 

satisfaisant la condition pr4c4dente, car la cloture galoisienne de 

cette extension satisfera ~ la m~me condition. Utilisant le crit~re 

3.5 (iv) on voit donc que 3.6 revient g l'assertion suivante : 

Corollaire 3.7. On. suppose ~ nouveau S U n trait. Alors il existe un 

so u.s-groupe ouvert ~' d_~e ~ tel que l'action I' = If~U' ~r u = Tg(A(~)) 

soit. unipotente d'~chelon 2, on encore : il exist e un soum-groupe 

I ouvert I t de I dont l'action sur U soi t unip0~ente d ~qhelon 2. 
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On a un isomorphisme canonique (compatible aux operations de ~) : 

(*) HI(A~, ~) ~ Hom(Tz(A(K)) , ~) , 

qui montre que l'sssertion 3.7 ~quivaut ~ la m~me assertion pour les 

operations de I sur le premier membre de (~). Or cette assertion a 6t~ 

prouv~e dans III (en utilisant la r~solution des singularit~s des 

schemas excellents de dimension 2). 

Corollaire 3.8. Les conditions ~quivalentes (i) ~ (iv) de 3.5 4quivalent 

aussi ~ Is condition suivante : 

(vi) L'action de I sur U = T£(A(K)) est unipotente. 

En effet, pour prouver que (v) implique (vi), on note que 

si un groupe I operant de faqon unipotente sur un vectoriel E de dimen- 

sion finie sur un corps de caract~ristique nulle (en l'occurrence@£) 

admet un sous-groupe d'indice fini I' op4rant avec 114chelon m (en l'oceur- 

fence m=2), alors I lui-m~me op~re avec l'~chelon m. En effet, I' 

4rant d'indice fini dans I, le groupe alg~brique G' c G I(E) qu'il 

d4finit est d'indice fini dans eelui, G, d4fini par I, or G 4rant 

unipotent est connexe (caract6ristique nulle !), donc G=G ', donc I 

et I wont marne "~chelon dlunipotence ''. 

On obtient ~galement une r4ciproque A 3.3 : 

Corollaire 3.9. Les notations sont celles de 3.2. Les conditions (i) 

e__~t (ii) de 3.2 ~quivalent aussi ~ la condition suivante : 

(iii) Pour toute extension ~tale K' de K, d~signant par S' 

le normalis~ de S dans K', par A' le module de N~ron de AK, = A@sK'=AK®KK', 

)emorphisme canonique 
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AXsSI > A I 

indui tun isomorphisme sur les composantes neutres. 

La n~cessit~ de la condition a ~t~ rue en effet, sous une 

forme plus forte, dans 3.3. Pour voir la suffisance, on choisit K' 

comme dans 3.6. Comme les fibres de A '° sont de rang unipotent nul, 

il enest de m~me de celles de (AXsS') ° = A°Xs S', donc aussi de celles 

de A ° dont les Rr~c~dentes se d~duisent par extension du corps de base. 

4. Application ~ une conjecture de SERRE-TATE et au conducteur 

4.1. Nous supposons S hens~lien, et gardons les notations de (2.5.3), 

avec 6 # p (~). Pour ~tudier l'action de ~ = GaI(K/K) et de son sous- 

groupe d'inertie I sur U = T£(A(K)), nous allons utiliser le fait qu'il 

existe un sous-groupe ouvert I' de I, que nous prendrons m~me invariant 

dans ~, tel que l'action de 11 sur U soit unipotente d'~chelon 2, i.e. 

tel que l'on ait 

U I' D (UI') i 

Ii est clair que U I' ne d~pend pas alors du choix particulier de I', 

on pourrait l~appeler le sous-module essentiellement fixe de U, et nous 

le noterons U ef, son orthogonal prenant alors le nom de sous-module 

@ssentiellement torique de U, qui sera not~ U et. On a done unefiltra- 

tion en trois crans 

(4.1.i) U ~ U ef ~ U et ~ 0 , 

~videmment invariante sous l'aetion de ~ . Notons par la m~me occasion 

(~) Le cas 6 # p sera ~tudi~ dans les §§ 5 et 6 ci-dessous. 
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qu'il existe un plus grand sous-groupe de I qui op~re de faqon unipotente 

(ou ce qui revient au m~me, unipotente d'4chelon deux) sur U : c'est 

le sous-groupe I ~ des 414ments qui op~rent de faqon unipotente, qui 

est aussi noyau de la repr4sentation de I dans le gradu4 sssoci~ & la 

filtration (4.1.1) de U, ou ce qui revient ici au m~me, le noyau de 

la representation induite de I sur U el. En vertu du crit&re galoisien 

de r~duction seml-stable (3.5), ce sous-groupe de I' correspomd & l_~a 

plus petite extension $aloisienne K' de K (l'extension non ramifi~e 

maximale de K) telle que A~! air une r4duetion semi-stable. Cette 

description montre en m~me temps que ce sous-groupe I' de I ne d~pend 

pas du choix du nombre premier 6 # p. 

Notons que la representation de ~ sur U/U ef est eonnue & 

U ef, U et, isog4nie pr&s quand on conna~t la repr4sentation sur donc sur 

grace & l'isog4nie induite par l'accouplement de polarisation (2.5.1) : 

(4.1.2) U/U ef > (uet)V(1) une isog~nie, 

o~ le (i) d~signe le twist de Tate par ~6(I) = T~(K W) ; l'homomorphisme 

precedent est en effet, ~videmment, compatible avec les op4rations de ~ . 

(NB. On a un isomorphism e ' canonique U/U ef N (u'et) ~ (I), off 

U' = T£(A'(K))). Ii s'impose donc d'~tudier de plus pr&s l'action de 

sur U ef. 

Or par construction~ celle-ei est triviale sur le sous-groupe 

invariant I' de I, elle se factorise donc en une representation du 

groupe quotient 

(4.1.3) ~' = ~/I' 
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action dont nous allons donner maintenant une description "ind~pendante 

de ~ " 

4.2. Soit donc K I une extension galoisienne de K, eorrespondant ~ un 

sous-groupe invariant ouvert V de ~ tel que Vnl = 11 , le groupe de 

Galois G de K'/K apparaissant donc comme une extension 

(4.2,1) I ~- F > G----> G > I 
O 

o~ 

(4.2.2) F = 1/I' 

est le sous-groupe d'inertie, et G le groupe de Galois de la plus 
O 

grande sous-extension non ramifi4e K" de K'/K . La suite exacte (4.2.1) 

est donc image de la suite exacte analogue 

(4.2.3) i > F > ~' '::- 'T7  > i , 
o 

U ef. o~ u' est le groupe (4.1.3) op6rant sur On a done un diagramme 

d ' i n c l u s i o n s  de corps o 

K o > KI,=~C~[ , > 

K t , ,  > ~t 

I 

Soient S' le normalis~ de S dans K', A e le module de N4ron 

de ~,. Alors par le crit~re galoisien de r6duction semi-stable (4.5)~ 

AK, a r4duction semi-6table sur S' !.~- A~ ° est extension d'un sch4ma 
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ab~lien par un tor@; d'autre part , par transport de structure, G op~re 

su__~r A ~ done sur A ~° par automorphisme de faqon compatible avec l'action 

donn4e de G sur le sch4ma de base S' de A e. II est clair alors que 

l'action de ~' sur U ef = T~(Awo)f(K) est d4duit par transport de structure 

de l'action de ~' sur (A~°/K',K'), ~' 4quivaut sur A W vi__~a G. Tenant 

compte de l'isomorphisme canonique 

(4.2.6) U ef ~ T6(AW°)f(K ) ---~ T6(A~°)(k) 

(valable pour tout faisceau 6-adique constant tordu sur S', el. I ), 

on trouve alors la description suivante de l'action de ~I sur U ef : 

On consid~re le sch4ma en groupes lisse connexe A W° sur le 
O 

corps r~siduel k I ( > k de S', qui est une extension quasi-galoisienne 

de k de groupe de Gaiois G . Le groupe quotient G de ~' op~re sur A W° 
O O 

de faqon compatible avec son op4ration sur k' via G . DSailleurs ~' 
O 

op~re sur ~ via son quotient ~o' done i l  op~re sur la situation 

(A~°/k',~). Done par transport de structure ~' op~re sur 
O 

u ef = T~(A~°)<i) 

et c'est l'op~ration cherch~e de ~i. En particulier, le sous-groupe F de G 

qui op~re trivialement sur k ~ op~re sur A ~° par k'-automorphismes, 
o 

et la representation correspondante de F = I/I' sur T6(A~°)(k) est 

la representation d~duite de is repr4sentation naturelle du groupe 

dlinertie I sur U el. 

D~autre part, la partie essentiellement torique U et de U 

correspond simplement au sous-module 

(4.2.7) U et ~ T2(i~o~)(~) C U ef "~ T6(Ao~°)(k) , 
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o~ T~ est le plus grand sous-tore de A ~°. Posant de m~me 
O O 

(4.2.8) B* = A*°/T ~ 
0 0 0 

pour la partie ab41ienne de A ~°, l'op4ration de G sur A ~° induit 
O O 

s~par~ment des operations de G sur T~o et sur B~, et l'op~ration de ~' 

sur U et et sur uef/u et se d~duit des op4rations pr~c~dentes g l'aide 

de l'isomorphisme (4.2.7) et de l~isomorphisme correspondant 

(4.2.9) uef/u et ~ Ti(B~)(k) . 

De ceci, et de l'isog~nie (4.1.2), on d~duit, pour le carat- 

t~re g~ > Tr gu de l'action de ~7' (ou de I~) sur U, la formule 

r = [ 
~4.2.10) rr gu2 ~ Tr gBo~ 6 + rr gT~o,2~ + ~<2~gjTr -i 

o~ au premier membre on a 4crit U6 pour U, pour rappeler le nombre 

premier choisi • # p, o6 gB~o'6 resp. gT~o,2~ d~signe l'action de g sur 

le module de Tate T6(B~)(~) resp. r6(T~o)(~) , d~duit de son action 

sur B~ resp. T ~ qu'on vient d'expliciter, et oO 
O 

(4.2.11) X~ : ~' ---> ~o >~ 

est le caract~re de ~' (ou de ~o ) d4duit de l'action sur~ZL(!) = Tg(~w), 

- caract~re qui est trivial sur F ° 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver un cas particulier 

d'une conjecture de SERRE-TATE [29, Appendice] (~). 

(~) C'est essentiellement le cas i=l desdites conjectures pour les H i . 

358 



- 41 - !X 

Th~or~me 4.3. So£ent Sun .tra~..g...hens~l.ien de.corps r~siduel k, corps 

des fonctions K, A K un schema ab~lien sur K, eo_nsid~rons la represen- 

tation de ~ = GaI(~/K) sur le module de Tate U£ = Tg(A(K)), off ~ est 

un hombre" premier distinct de la caract~ristique r~siduelle. 

a) II existe...U~ sous-groupe ouver_~t I' du groupe d'inertie 

qui oA~re de faGon unipotente sur U L, de sorte ~ue le caract~re de la 

r epr~sentmtion de ~ sur US est en fait une fonction sur ~/I' . De pl.u.s.~ 

su__~r F = I/I' cette fonc.tion, est ~ v@.leprs~en.ti~res , e test ind6pendante 

d__ee ~ . Plus g~n~ralement~ P~ar~ tout g C I, les coefficients du polynSme 

caract~ristique de gu~ sont des entiers rationnels, in.d~pendants de 6 . 

b) Supposons quee k soit un cor~s., fini ~ q ~l~ment___~s, de 

sorte que ~o = ~/I --~ Gal(k/k) s~identifi%..@u compl~t~ ~ d__ee m, a__u_u 

~n~rateur 1 d e~ correspondan.t..l'automorphisme de frobenius 

fq : x ~---> x q de ~/k. Alors pour tout g ~ ~ dont l'ima_~e dans ~o est 

dans~, la trace (et plus g@n~ralem_ei~t tout coeffic.ients du polyn~m~ 

caract~ristique) de est un nombre rationnel ind~pendant de 6, . . . . .  guL ~ 

n 
est m~me un entier si l'ima~.e de g dans ~o est de la forme fq , avec n ~ 0. 

Prouvons par exemple les assertions sur les traces. Les 

assertions sur les coefficients du polyn~me caract~ristique se prou- 

veraient de la m~me fa~on, mais on peut noter aussi qu~elles r~sultent 

formellement des assertions faites sur les traces~ grace au calcul 

de ces coefficients en termes des traces des it~r~s (formules intro- 

duisant cependant des d~nominateurs, donc ne donnant pas l'int~gralit~ 

annonc~e), et ~ un lermne de DWORK-FATOU (dont une jolie d~monstration 
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est donn~e par KLEIMAN dans [14 2.8]). 

a) On utilise la formule (4.2.10), qui devient ici 

-i 
(4.3.0) Tr gu~ = Tr gB~,6 + Tr g%~o, 6 + Tr gl~o, ~ , 

o~ maintenant gB~ e t  g ~  son t  des kW-automorphismes de B~o r e s p .  de T ~o " 
0 0 

II suffit done de montrer que les deux traces correspondantes sont 

des entiers rationnels ind4pendants de Lce qui est un ~nonc~ "g~om~- 

t r i q u e "  g~nfiral  sur  l e s  groupes  a l g 4 b r i q u e s .  Pour gB~ ~ c ' e s t  un r 4 s u l t a t  
0 

bien connu de WElL sur la th~orie des vari~t4s ab~liennes [5 ][15 ] ; 

pour gT~ crest pratiquement trivial, en explicitant la representation 
o 

de r sur T=T ~ ~ l'aide de la representation correspondante sur le groupe 
O 

dual M j, isomorphe ~ : la trace cherch~e est contragr4diente de celle 

de cette derni~re r e p r g s e n t a t i o n ,  g race  ~ l f i s o m o r p h i s m e  canonique  

n la formule (4.2.10) b) Si l ' i m a g e  de g dans ~o e s t  fq , 

devient maintenant 

-I 
(4.3.1) Tr gu,2~ = Tr gB~:.,6 + Tr g%~,~ + qnTr gl~,~, 

O O 

Nous sommes ainsi ramen~s ~ prouver le lemme suivant (oG on fera k e->k', 

A: > A*o°®k,k) : 

Lermme 4.3.2, Soient k la cloture alg~brique d'un corps fini, A un schgma 

e n groupes commutatif de type fini sur k, gun automor~hisme de ce 

sc___h#ma en sroupes, c0mpatible avec l'automorphisme f de Spec(k) d~duit 

p gr transport de structure d'un autpmorphisme de frobenius it4r4 

x ~ > x q (o~ q = prest une puiseance de la caract~ristique, avec f ~ 0), 
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-donc on a pour l'action de g sur des fonctions ~ : 

-1 -r 
g~(~) = f~(X)g~(~) = k q g~(~) = k p g~(~) (k E k) 

Consid~rons l'automorphisme gg induit par g sur TG(A(k)) par "transport 

de structure", o fi G est un hombre premier # p. Alors la trace de gg 

(plus $4nGralement, tout coefficient de son polyn0me earactGristique) 

est un entier rationnel, indGpendant de G, et ses valeurs propres 

1/2 
sont des entiers alg~briques_de valeur absolue ~$ale & q o u q. 

1/2 
Si A est un schGma abGlien, les valeurs absolues sont q ; si A 

est affine, les valeurs propres sont de la forme qei' oh lesc. sont 
i - -  

des racines de l'unit4. 

En effet, consid~rons l'endomorphisme fA "puissance q.i&me" 
q 

du schfima absolu sous-jacent & A, qui est d~fini comme l'identit~ 

sur les points et l'~l~vation ~ la puissance q.i&me sur le faisceau 

structural. Crest un endomorphisme du schema en groupes A compatible 

avec l'endomorphisme fSpec(k) = f-I sur la base Spec(k), donc le 
q 

compos~ 

(4.3.3) F = fA q g 

est un endomorphisme du schema en groupes A, compatible avec l'iden- 

tit~ sur Spec(k), i.e. c'est un k-endomorphisme du schdma en groupes A. 

Je dis que l'automorphisme 1 ~ de A(k) d~fini par g par transport de 
g 

structure, explicit~ par la formule 

(4.3.4) F (u) = gouof "I pour u E A(k) 
g 

peut aussi de d~crire par 

(4.3.5) F (u) = F(u) pour u E A(k) 
g 
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Pour le v~rifier, il suffit de voir que l'application ensembliste sous- 

jacente a~x morphismes Spee(k) --->A repr~sent~s par les deux membres 

sont les m~mes, ce qui nous r~duit ~ prouver l'~galit~ ddduite de (4.3.5) 

fA et le deuxi~me membre en y composant le premier membre ~ gauche avec q, 

droite avec f-I (puisque ~ et f-I induisent l'identit~ sur les 
q 

ensembles sous-jacents aux schemas source). Mais la formule en question 

eetalors consequence immediate de (4.3.3) et de (4.3.4). 

Appliquant (4.3.5) aux u E £~A(k), et passant ~ la limite 

sur ~, on trouve que g6 peut aussi s'interpr~ter comme iIendomorphisme 

T6(F) de T~(A(k)) associ~ ~ l'endomorphisme F de A. On sait d~autre 

part que T£(F) a un polyn~me caract~ristique qui est ~ coefficients 

entiers ind~pendants de ~, en se ramenant par d@vissage au css oh A 

est~ soit un sch~ma ab~lien, soit un tore, off le rdsultat en question 

~tait d~j~ utilis~ dans la partie a) de notre d~monstration. De plus, 

cette d~monstration prouve ~gslement les assertions faites sur les 

valeurs propres, compte tenu, dans le cas d'un schema abdlien, des 

classiques r~sultats de WElL [15]. 

Cela prouve 4.3.2 et ach~ve la d~monstration de 4.3, et prouve 

en m~me temps : 

Corollaire 4.4. Pls~ons no,u,s SOUS les conditions de 4.3 b). Alors 

pour tout ~l~ment g dans ~v dont l'image dans ~ est de la forme fn 
o q 

avec n ~ O, les valeurs propres des automorphismes induits de U et, 

uef/uet~ U/U ef sont des entiers algdbriques dont les valeurs absolues 

n n/2 
sont respectivement q , q et I. En ce qui concerne lea deux morceaux 

extremes, on peut dire, plus pr~cis~ment, ~ue les valeurs pr0pre ! 
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correspondantes sont respectivement (qnei)l~i~ ~ e t (ei)l~i<~, _ _  

e . ( l ~ i ~ )  s o n t  de s  r a c i n e s  de l ' u n i t ~ .  
1 

o~ les 

En fait, la formule (4.1.2) donne pour le dernler moreeau 

qn/ n -I 
les valeurs propres (q e i) = e. , mais comme co est une racine 

i i 

de l'unit~, on a e. = e° (conjugu~ complexe), et comme la famille 
i i 

des e iest stable par conjugaison complexe (comme famille des solutions 

-I 
d'une ~quation ~ coefficients entiers), la famille des c est aussi 

i 

celle des ei, ce qui prouve la derniereassertion de 4.4. 

4.5. Nous allons donner une application de 4.3 a) ~ la th~orie du 

conducteur local des sch4mas ab~liens. Supposons k alg~briquement 

clos (~). Rappelons (SGA 5 X 6.2 ou [20])que pour tout sch4ma en 

£-groupes eommutatifs ~tale F K sur K, (g # p), on d~finit un entier 

(4.5.1) ~s(FK) = ~s(i~(FK)) 

(i:~ > S d~signant IIinclusion), de la fagon suivante : on choisit 

une extension galoisienne finie K' de K, de groupe F, qui d4ploie FK~ 

de sorte que F K soit d4fini par un g-groupe fini M sur lequel r op~re. 

D'autre part, on associe ~ l'extension K' de K un certain~g[F]-module 

projectif (d4fini ~ isomorphisme pros) 

(4.5.2) Sw = Sw(K'/K,VZg) , 

et on pose 

(4.5.3) ~ ~s~FK. = long Hom~ (~)(Sw,M) 
g 

On v4rifie (loc. cit) que cette expression ne d4pend pas du choix de 

l'extension K'/K. D'ailleurs, le fait que Sw soit un ~6[F]-m°dule 

(~) Ii suffirait en fait que k soit parfait, mais par passage au hens6- 

lis~ strict de S, on se ram~ne aussitSt au cas envissg4. 
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projectif implique que ~s(FK) se comporte additivement pour les 

suites exaetes. 

Nous allons appliquer cette d4finition au cas du faisceau 

6AK, o5 A K est notre schdma ab41ien sur K. On a donc, dans ce eas, 

un entier 

(4.5.4) ~s(AK;L) = long Hom~L (r) (Sw,U~@~£~) , U~ = T~(A(K)) , 

r 4rant choisi comrae il a 4t4 dit (choix d4pendant ~ priori de 6). 

LIentier (4.5.4) s'appelle l'exposant conducteur immod4r~ (ou 

"sauvase") (~) du sch4ma ab41ien A K par rapport ~ l'anneau de valuation 

discrete Vc K ; par passage au hens41isd, il est d6fini bien sQr sans 

supposer V hens~lien, et il se ram~ne aussitSt au eas o5 S est stric- 

tement local. Nous nous proposons de montrer le 

Corollaire 4.6. L'exposant conducteur immod~r4 (4.5.4) ne d4pend pas 

du choix du nombre premier 6 # p. 

Nous pouvons supposer S strictement local. Nous allons donner 

le calcul de (4.5.4), en remplagant Sw par n'importe quel autre ~6 (F)-module 

projectif L. Notons que la filtration (4.1.1) de U~ se fair par des 

sous-~Z 6-modules qul sont manisfestement des facteurs directs, donc 

(W) Ii y a lieu de d4finir aussi l'exposant conducteur mod4r4 de A K 

par rapport ~ V comme l'entier difference des longueurs sur 2Z/6Zg 

des fibres g4om4triques g~n~rique et sp4ciale de 6A °, qui est 

ind~pendant de 6 et 4gal ~ 2k + ~ avec les notations de (I.I.ii) ; 

!mexposant conducteur (total) de A K est d~fini comme la somme des 

deux entiers prdc4dents: c'est le terme local qui intervient dans 

la formule d'Euler-Poincar4 pour 6A ° de SGA 5 X 6.2, [20]. 
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cette filtration induit une filtration analogue de U(6) = U¢®~p~ 6 , 

dont les facteurs suecessifs sont d~duits des facteurs V.(i=1,2,3) 
I 

U et , uef/u et , U/U ef 

intervenant dans la filtration (4.1.1) par tensorisation par ~6 " Bien 

entendu, cette filtration est stable sons F, et donne par additivit~ 

une d~composltion de long Hom~(r)(L,U(~)) en somme de trois termes, 

longueurs des groupes 

(~) Hom=~(r)(L,Vi®~f 6) ~ (Hom~(r)(e,vi))®~i]F ~ , 

itisomorphisme 4crit dans (~) r4sultant encore de l'hypoth~se de pro- 

jectivit~ faite sur L ; on suppose seulement K' choisi assez grand pour 

que F op~re sur les V i . Or Hom~6(F)(L~V i) est 4videnm,ent un ~6-module 

sans torsion, donc son rang est 4gal au deuxi~me membre de (~). Si ~i 

est le caract~re de la representation de F dans V., et ~ le caract~re 
i 

de la repr4sentation de I dans L , on trouve donc 

(4.6.1) long Hom~i(F)(L,U(£)) = ~ N -I ~ ~(g)~i(g) 
I~i~3 gEF 

= N -I ~ ~(g)@(g), avec N=card F, 
g6F 

o~ ~(g) = ~ ~i(g) est aussi la fonction sur F d4duite par passage au 

quotient de la fonction sur le groupe d'inertie I caract~re de la repre- 

sentation de monodromie de I sur U. Or en vertu de 4.3 a) ce caract~re 

est une fonction A valeurs enti~res rationnelles ind4pendante de ~ . 

Prenant L = Sw, il en est de m~me du caract~re ~(g) de L, qui est 4gal 

a-N&+l, o~ best la "fonction de Dirac" de ~, eta le "conducteur 
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d'Artin" de K'/K [26]. Cels prouve done 4.6, en mettant en ~vidence en 

m~me temps l'expression suivante, ind~pendante de g, de l'exposant 

conducteur inmaod~r~ : 

(4.6.2) ~s(AK) = N -I ~ (a(g)-N6(g)+l) ~(g) 
gEF 

o~ Fest le groupe de Galois d'une extension galoisienne finie K' de K 

qui splitte U ef (par exemple la plus petite telle extension, cf. 4.1), 

a(g) le condueteur d'Artin sur F, et ~(g) la fonction trace sur ~ expli- 

cit~e dans (4.3.0). Dans le cas de r~duction semi-stable, on peut prendre 

K'=K, done ~ = e, et on trouve 

(4.6.3) ~s(AK) = O (cas de r~duction-semi-stable). 

Pour terminer, explicitons un crit~re de r~duction semi-stable 

qui r~sulte des r~flexions g~n~rales de 4.2 : 

Prop.gsition 4.7. (Crit~re de M. RAYNAUD de r~duction semi-stable). 

Soient Sun trait, ~( u n  schema ab~lien d~fini sur son corps de fonctions K, 

nen entier > 1 premier g la earact@ristique r~siduelle p (4), et tel 

que nAK soit non ramifi~ par rapport ~ S !'!- tel que le groupe d'inertie 

op~re trivialement sur nA(K)" Alors, ou bien A K a une r~duction semi- 

stable sur S, ou bien n = 2, et si Sest strictement local, A K acquiert 

une r~duction semi-stable sur une extension finie galoisienne K' de K 

groupe de Galois isomorphe ~ (~/2~)r 

(~) Comme il r~sulte d'un exemple qui m'a ~t~ communiqu~ par J. TATE, 
4.7 ne reste pas valable quand nest ~gal ~ la caract~ristique r~si- 
duelle p, m~me si K est de caraet~ristique nulle et si A K est une 
eourbe elliptique ~ multiplication complexe. 
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On peut ~viden~nent supposer S strictement local. Avec les 

notations de 4.1 et de 4.2, prenons K' le plus petit possible, i.e. 

supposons que I~ op~re fid~lement sur A ~°. Par hypoth~se, 1 ~ op~re tri- 
o 

vialement sur A(K), et ~ fortiori sur A(~) ef ~ A~'(k) ~ A'~°(k). 
n n no no 

On conclut alors par les deux lemmes suivants : 

Lemme 4.7.1. (J.P. SERRE). Soient Gun schema en $roupes commutatif sur 

un corps k, extension d'un schdna ab~lien par un tore, nun hombre entier 

2. Alors tout autom0rphisme d'ordre fini de G induisant l'identit~ sur 

G est r~duit ~ l'identitd sin # 2, et est l'identitd ou d'ordre deux 
n 

si n= 2. 

Lemme 4.7.2. Un groupe fini dont tout ~l~ment # 1 est d'ordre 2 est 

isomorphe ~ (~/2~ )r, pour un r ~ O convenable. 

4.7.3. Rappelons la d~monstration de 4.7.1, qui est bien connue. On note 

que grace au fait que nid G est un 6pimorphisme, l'hypoth~se que u induise 

l~identit~ sur nG i.e. que i - u induise O surn G, s'exprime par la 

condition que l'on ait i - u = nv dans l'anneau des endomorphismes de G. 

Pour prouver la conclusion antlonc~e, on est ramen~ (en d~composant le 

groupe cyclique fini engendr~ par u enses composantes p-primaires, pour 

les divers nombres premiers p divisant l'ordre de u) au cas o3 u est 

N 
d'ordre p , puissance d'un hombre premier. Soit E le sous-anneau de End(G) 

N 
engendr~ par v, qui est un quotient de ~ [T]/(T p -i)~ donc de type fini 

sur ~ , et qui de plus est sans torsion (ceci est consequence formelle 

du fait que G est divisible). I! se plonge donc dans EQ = E®~, qui 
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N 
apparalt comme un quotient de ~[T]/(T p -i), qui est un compose direct 

de corps extensions finies de ~. Iien est donc de m~me de E~. Consid~rant 

les images de E,u,v darts les corps composants K i de E@, on est done 

ramen~ ~ voir que si K = ~(u) est un corps engendr~ par une racin~ 

primitive pn-~me de l'unit~ u, et sin est un entier e 2 tel que u-l~ 0 

mod n (dans l'anneau des entiers de K), alors on a u=l, ou u=-i et n=2. 

Or ceci r~sulte aussit~t du fsit bien connu que si u#l i.e. m ~I, l'id~al 

(u-l) est premier et l'id~al (p) enest une puissance, dont l'exposant 

est > I sauf si p=2,m=l i.e. si u=-l. Du fait que (u-l) est premier et 

divise p r~sulte en effet que n e 2 ne peut diviser u-i que si n=p, 

et p ne divise u-I que si (u-l) = (p) i.e. u = -I, donc n = 2. 

4.7.4. D~montrons 4.7.2. II suffit de prouver que ~ est commutatif. 

Or si x, y E F, on aura (xy)(xy) = i, ce qui peut s'~crire aussi, puisque 

2 y2 (xy)-i -I -I x = i, = 1 ) xy = = y x = yx, cqfd. 

Remarque 4.7.5. La d~monstration donn~e 4.7.3~ jointe ~ 4.7.2, nous 

montrent que si G est un Groupe cormnutatif divisible d'un Topos, n ~ 2 

un entier, et Fun groupe fini, operant fid~lement sur G en induisant 

itidentit~ surn G, alors F est r~duit ~ l'identit~ sin e 3, et est 

isomorphe ~ un groupe (~ /2~ )r si n=2. 
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5. Le th~or~me d'orthogonalit~ dans le eas £ = p (cas semi-stable). Dualit~ 

des schemas ab~liens B ° __et B'.o ........................ Caract~risation de la partie fixe. Crit~res 

de bonne r~duction, de bonne r~duction essentielle et semi-stable. 

5.1. Pla~ons nous dans le cas 2.2.3 o~ S est hens~lien et A ° est 

£-divisible, de sorte que la partie fixe 

T6(A°) f C > T£(A) 

est d~finie eomme le pro-6-groupe de Barsotti-Tate form~ des (~vA°) f 

Nous allons maintenant donner une d~finition de la pattie torique (2.3.2) 

de T~(A°), ind~pendante de l'hypoth~se £ # p faite dans 2.3, mais 

supposant en revanche S complet (~). Pour eeei, introduisons pour tout 

entier n ~ O le schema artinien local 

(5.1.1) S = Spec(V/m n+l) 

n.~me voisinage infinitesimal de s dsns S, et pour tout S-schema X soit 

Xn n n = X×sS n. Comme (A °) = (A)o est lisse sur Sn, il est connu 

(SGA 3 IX 3.6 bis) que T est la fibre sp~eiale d'un unique sous-tore 
o 

(5.1.2) T c A ° 
n n 

D~apr~s l'unicit~ des Tn, ceux-ci se d~duisent les uns des autres par 

les changements de base Snf ----> S n . En d'autres termes, il d~finissent 

un sous-tore formel T du groupe ~o (dans la cat~gorie des schemas formels 

sur S) compl~t~ formel de A ° le long de la fibre sp~ciale : 

( s . l . 3 )  ~ ~ A ° 

(~') Cette hypoth~se n'est d'ailleurs pas essentielle, co~mne on montre 
dans 6.1 ci-dessous. 

369 



- 52 - IX 

Con~e le foncteur X ~ X  (compl~tion formelle le long de la fibre 

sp~ciale) induit une ~quivalence entre la cat~gorie des schemas finis 

sur S, et celle des schemas formels finis sur S (EGA III 4.8), nous 

allons identifier simplement un schema fini sur S avec le schema formel 

correspondant. Avec cette identification, la d~finition des "parties 

fixes" noua donne ausait0t pour tout ~ m O : 

(5.1.4) (~Ao)f ~ ~(~o) , 

ce qu'on peut ~crire aussi comme une identit~ de syst~mes projectifs 

(5.1.5) T~(A°) f = T~(A °) 

On obtient donc un sous-pro-groupe de Barsotti-Tate de la partie fixe de 

T£(A °) en prenant T£(T) c T£(A°). On d~finira alors la partie torique 

de T~(A °) comme 

(5.1.6) T~(Ao)t d~n T~(T) ~ T~(A °) = T~(A°) f 

Done par d~finition, on aura 

(5.1.7) T~ (A°)t = (£vT)~ ~ 0 ' 

^ 

le S-groupe fini et plat £vT ~tant lui-m~me d~crit cormne la limite 

inductive des Sn-groupes finis et plats 

(5.1.8) g~(T n) , n variable 

i.e. son alg~bre affine eat d~crite comme la limite projective des al- 

g~bres affines des groupes (5.1.8). Bien entendu, on aura 

(5.1.9) (T£(A°)t) n = T£(T n) , 
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ce qui, pour n=O, n'est autre que la formule (2.3.3) par laquelle on 

avait caractiris6 la partie torique (comme groupe pro-fini-itale) dans 

le cas i # p. Ceci montre que la d6finition (5.1.6) est compatible avee 

eelle donn4e dans 2.3 lorsque i # p. 

Passant aux fibres g6nCriques, les parties fixe et torique 

de Ti(A°) nous dCfinissent des parties fixes et toriques dans Ti(A K) : 

(5.1.1o) Ti(AK)t Tt(AK)f 
Ce s o n t  des  i n c l u s i o n s  de p r o - g - g r o u p e s  de B a r s o t t i - T a t e .  Cons id6rons  

l a  f i l t r a t i o n  ana logue ,  c o r r e s p o n d a n t e  au sch6ma a b ~ l i e n  dual  A~ : 

On a alors le r~sultat suivant, qui giniralise 2.4 (du moing dans le 

cas S eomplet, auquel on pourrait facilement se r~duire dans 2.4) : 

Th~or~me 5.2. Supposons que S soit un trait complet, et soient A K un sch4ma 

ab41ien sur K, A~ le sch4ma ab41ien dual, i un hombre premier tel que 

le module de N6ron connexe A ° soit i-divisible (cf. 2.2.1), de sorte 

qu'on dispose alors des filtrations (5.I.iO) e t (5.1.11) des pro-groupes 

TI(A K) e t Ti(~,). Cecij~os4~ les parties toriques se reconstituent en 

termes des parties fixes par la for mule 

(5.2.1) Ti(~)t = Ti(~) f n (Ti(A~)f)i 

et la formule analogue ob.tenu @n 4changeant les rS!e s de A K _ _  et de ~ , 

oh, l e  signe ~ disigne l'ortho$onal par rapport ~ l'aceouplement 

canonique (i.0.2). 
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Enfin, !orsqu_eA K est ~ r~duction semi-stable sur S (ce_~_~U~ 

r~sulte des autres hypotheses dans le cas £ = p), alors on a m~me la formule 

(5.2.2) T~(AK)t = (r~(A~)f) ~ 

5.2,3. La signification de la formule (5.2.1) ~tant bien claire si 

est premier ~ la caract~rlstique de K (o~elle peut s'interpr~ter en 

passant aux ~6-modules ordinaires, ~ action de ~ = Gal(K/K), form, s 

des K-points des pro-groupes en jeu, con~ne dans 2.4), explicitons-lg 

dans le cas g~n~ral, en utilisant la notion de dual 

(5.2.3.1) D(G) = Hom(G~T~(~ m)) 

d'un pro-6-groupe de Barsotti-Tate G = (G(v)), qui par d~finition est 

le syst~me projectif des duals de Cartier D(G(v)) (~GA 3 VII 3.3.1 et 

VIII I), oO les morphismes de transition se d~finissent de fa~on dvidente 

(par transposition ~ partir des morphismes d'inclusion entre les G(~), 

par exemple). La th~orie de dualit~ des vari~t~s ab~liennes nous apprend 

que l'accouplement mentionn~ dans 5.2 d~finit en fair un isomorphisme 

(5.2.3.2) T£(A~) ~ D(T6(AK) ) , 

d'o~ par composition un morphi6me 

(5.2.3.3) Tz(AK )f > D(T6(A~) f) , 

et la formule (5.2.1) affirme que le noyau de l'homomorphisme pr4c4dent 

(qui ~ priori est un sous-pro-groupe du premier terme) n'est autre que 

pattie torique T6(AK )t . On notera qu'il s'agit d'un isomorphisme la de 

pro-objets, et non de syst~mes projectifs : nous n'affirmons pas (et il 
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en g~n~ral) que pour tout entier v, T£(AK)t(~) soit ~gal serait faux 

au noyau de T6(AK)f(~) > D(Tg(A~)f)(v) ; ce dernier pourra ~tre plus 

grand ~ priori. (Nous verrons cependant plus bas qu'il ne l'est pas si 

A K a r~duction semi-stable, ce qui est le cas en particulier, d'~pr~s 

les hypoht~ses faltes dans 5.2, lorsque 6 = p). 

5.2.4. La d~monstration de (5.2.1) ne fait que r~p~ter, pratiquement sans 

changement, celle de 2.4. On note que l'sccouplement induit 

~ X ~ Tg(gmK) (5.2.4.1) T£,AK. f T£(~) f 

donnant naissance ~ (~.2.3.3) est induit par un accouplement 

(5.2.4.2) Tg(A°) f X Tg(A'°) f > Tg(~mS) 

de pro-groupes de Barsotti-Tate sur S, lui-m~me induit par l'accouplement 

de pro-groupes 

(5.2.4.3) Tg(A°] X Tz(A'°) > T£(~mS) 

d~duite de la biextension W de (A°,A '°) par CmS " Par suite, l'accouplement 

(5.2.4.4) T£(Ao°) X T£(A~ °) > T£(~mk) 

d~duit de (5.2.4.2) par psssage aux fibres sp~ciales, n'est autre que 

ceiui d~duit de la biextension Wo de (Ao°'A'°)o par ~mk " En vertu de 

VIII 4.11 et de 1.5, l'annulateur gauche de 1'accouplement (5.2.4.4) 

est donc ~gal ~ T£(To), qui n'est autre que la fibre sp~ciale de la 

partie torique Tg(A°) t. On conclut doric, en revenant d~finition 

des annulateurs gauches explicit~e dans 5.2.3, g l'aide du 
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Lermne 5.2.5. $ooit u : G -- > Hun homomorphisme___de pro-£-groupes de 

: G ~ H est nul, alors u est nul. S~ Barsotti-Tete sur S. Si u ° o o -- 

u : G > li est une iso~nie (resp. un isomorphisme), u est une 
o O O - -  

fisog~ni ! (resp. un isomorphism@~:. 

Nous sppliquerons en effet la premiere assertion de 5.2,5 ~u 

morphisme compos~ 

Tg(Ao)t • ,.,o,f, > T$(A°) f > D~TskA ,~ , 

o~ le deuxi~me morphisme est celui d~duit de l'accouplement (5.2.4.2~, 

on trouve que ce compos~ est nul~ donc que l'accouplement envisag~ 

s'annule sur la partie torique & gauche, Par symgtrie, il stannule donc 

sur la psrtie torique & droite, done il provient d'un accouplement sur 

les quotients, ou "morceaux ab~liens" 

T£(A°) sb × Tg(A'°) ab > T~(~ m) , 

lesquels quotients sent encore des pro-groupes de Bsrsotti-Tate, cormne 

on v~rifie ais~ment. II reste & prouver que le mor~hisme correspondent 

cet accouplement 

T£(A°) ab ~ > D(T~(A,°) ab) 

est une isog~nie, ce qui r~sulte encore de 5,2.5. 

Nous laisserons au lecteur la d~monstration (facile) de 5.2,5, 

qui est un r~sultat valeble sur route base noethdrienne connexe. Nous 

trouverons d'silleurs plus has (7.4.7), par une analyse un peu plus 

.- 0 ~ 0  
precise des biextensions Wn des ~A n ,A n ), une d~monstration directe 

assez ~vidente des deux eas particuliers o~ nous avons eu & utiliser 5.2.~. 
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5.2.6. Supposons maintenant que A K air une r6duction semi-stable sur S, 

de sorte que nous pouvons prendre pour ~ n~importe quel hombre premier 

(distinct ou non de p). D'ailleurs, en vertu du crit~re galoisien de 

r~duetion semi-stable 3.5, on a pour 6 # p 

0.2.7) (T~(A~)f) ~ (= T~(AK)t) c T~(AK)f 

Ii reste ~ prouver, pour terminer l a preuve de 5.2, que cette inclusion 

eat valable sans restriction sur ~. 

En effet, le membre de gauche est canoniquement isomorphe 

D(T£(A~)/T~(A~)f), et est donc de "rang" (ou "hauteur") ~gal 

2n - 2~ - ~ = ~ (notations de (2.1.9), o~ par hypoth~se X = O), qui 

est aussi celui de T6(AK )t. Com~ne l'inclusion 

(~) T6(AK)t c T6(A K) 

est s tricte, darts le sens qu'elle induit d6j~ un monomorp~.sme pour tous 

les termes du syst~mes projectifs envisages, il s'Bnsuit ais6ment que 

le premier membre de (~) est maximal parmi les sous-pro-groupes de 

Barsotti-Tate de T$(A K) ayant m~me rang que lui, de 6orte qu'on a bien 

11~galit~ de (5.2.7), qui ~quivaut ~ l'inclusion entre les termes extremes 

de 5.2.7 par le th~or~me d'orthogonalit6. 

5.3. Utilisant la correspondance par orthogonalitd entre sous-pro-groupes 

de Barsotti-Tate stricts (au sens pr~cis~ plus haut) des pro-groupes duals 

T~(A K) et T~(A~), on d6duit formellement de (5.2.2) que l'accouplement 

(1.0.27 entre ces pro-groupes induit un accouplement 

- ,~ab l ~ ( ~ m K  ) (5.3.25 Tg(AK) ab × T6 tAK. ----> 

375 



- 58 - IX 

qui est une dua____lit4 parr@ire, i.e. identifiant chacun des deux facteurz 

du premier membre au dual de l'autre (au sens de 5.2.2). (NB les ex~osa~itc 

ab d~signent les "parties abdliennes', quotient Je 12 partie fixe par 

la partie torique). Ii est clair d'autre part que (5.3.2) est induit 

par l'accouplement 

(5.3.35 T6(A°)ab × T~(A'°) ab > T~(~mS) 

d~duit par passages aux quotients de l'accouplement (5.2.4.2). Celui-ci 

~tant une dualit4 parfaite sur les fibres g4n@riques, i.e. l'homomorphisme 

correspondsnt 

(5.3.4) T~(A°) ab ~ D(T~(A'°) ab) 

~tant un isomorphisme sur les fibres g~n~riques, nous avons 4videmment 

envie d'en d~duire qu'il en est de m~me sur S tout entier, ou ce qui 

revient au m~me, sur lea fibres sp4ciales. Cette d~uction est valable, 

trivialement, si g # p ; elle est v~lable ~galement, du moins dans le 

cas d'in~gales caract6ristiques, si ~ = p, grNce ~ un th4or~me profond 

de TATE [33, th.4]. Nous allons cependant pouvoir l'4tablir directeme~, 

sans l'aide du th~or~me de Tare, plus has (7.4.6). 

Pour pr~ciser la signification g4om4trique du r4sultat que nous 

d~sirons ~tablir, notons que l'aceouplement d~duit de (5.3.3) par passage 

aux fibres sp~ciales nlest autre que l'accouplement 

(5.3.5) T~(B o) × T£(B~) ---> T£(gmk) 

d~duit de la biextension W de (Ao°'A'°)o par passage au quotient, B et B' o o o 
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d~signant respectivement les psrties ab~liennes de A o et A '°. Cormne~ 
O o 

en vertu de V I I I  4 . 8 ,  l a  b i e x t e n s i o n  W p r o v i e n t  d ' u n e  b i e x t e n s i o n  
o 

woab de (Bo,B ~) par ~nk' ddtermin~e ~ isomorphisme unique or~s, l'accou- 

p l e m e n t  ( 5 . 3 . 5 )  p e u t  a u s s i  s ' i n t e r p r 4 t e r  comme d 4 d u i t  de l a  c o r r e s p o n -  
a~ 

dance divisorielle W , et l'homomorphisme correspondant 
o 

(5.3.6) T2(B o) ~ D(T£(B~)) ~ T£(D(B~)) 

(o~ dans le dernier terme, la lettre D d4signe le sch4ma ab41ien dual) 

ntest autre que celui d~duit par fonctorialit6 de T. de l'homomorphisme 

(5.3.7) Bo ~ D(B~) 

d ~ f i n i  pa r  W e b .  Donc l e  f a i t  que ( 5 . 3 . 5 )  s o i t  une d u a l i t d  p a r f a i t e  
o 

s i g n i f i e  e u s s i ,  p a r  l e  d i c t i o n n a i r e  b i e n  connu ( c f .  [ 5 ] )  que l e  noyau 

de (5.3.7), qui est un groupe fini sur ken vertu de 1.5, s une composante 

$-primaire nulle. Dire qu'il en est ainsi pour tout ~ signifie donc 

q~e l'isogdnie (5.3.7) est un isomorphisme, i.e. que la correspondanee 

ab 
divisorielle U est une dualit~ parfaite entre B et B' . Les eonsi- 

O o O 

d~rations qui pr~e4daient montrent seulement q,~e le noyau de (5.3.7) 

est un p-groupe. Enon~ons donc le r~sultat plus eomplet : 

Th6or~me 5.4. Soi___~t Sun trait, e t A K un schema abdlien sur S ayant une 

r~duction semi-stable sur S. D4si~nons par Bo, B'o les parties abdliennes .............. 

des modules de N~ron dc ~ et du schdma ab~51ien dual 7~I. respectiv:~:lent. 
~b 

7!lots la correspondanee divisorielle canonique U sur (Bo,Bo) , d~d~xite 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  O - -  

~r_ VIII 4.8 de la biextension canoniqu e W ° --de (Ao°,A'°)o (fibre spdci!!e 

de la biextension W de 1.4), est une dualit~ parfaite entre B ° et B' 
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~.!. d~finit un isomorphisme de chacqn de ces s ch4mas ab41ipns avec 

le dual de l'autre. 

La d~monstration de 5.4 dans le cas g~n4ral va ~tre donn~e au 

n ° 7, con~e cons4quence d~une construction fort naturelle et importante 

due ~ RAYNAUD. Notons seulement ici que pour prouver 5.4, on peut 

supposer S complet, comDte tenu de 3.3. 

5.5. Pour exprimer eommod4ment les facteurs extremes dans les filtrations 

(5.1.10) et (5.1.11), dans le cas de la r4duction semi-stable, intro- 

duisons les sch4mas en groupes constants tordu8 sur S 

(5.5.1) --old' =~ D(To ) ' --oll= D(T~) 

duals des tores maximaux To, T' des fibres sp6ciales de A,A' (SGA 3 X 5.7) 
O 

Corm-ae S est local co~,~plet, ees sch4mas en groupes >e~J.vent ~tre ccnsid4r~s 

octane les fibres sp4ciales de sch4mas constants torJus 

(5.5.2) M' , M sur S ; 

ainsi, si le tore T est d4ployd (mar exemDle si k est s4parablement 
o * - 

clos) i.e. si M Test le groupe constant d~fini par le groupe ordinaire 
--O 

(5.5.3) M' = Homk_gr(To,~mk ) , 

alors M' est le groupe constant d~fini par M' : 

-- ~S 

On peut d'ailleurs noter que, eu~sque T o et T w sont isog~nes (2 2 6) 
"- O " ° 

T ~ est d4~loy~ si T ifest, de sorte quail y a lieu dZintroduire ~galement 
O ~ O 
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dana ce cas 

(5.S,4) 

et Ou aura alors 

M = M S . 

Ceci pos~, on aura ~vldemment, pour tout entler n, des Isomorphlsmes 

(5.5.5) M' ~ D(T ) , M ~ D(T') , 
"n n ~ n 

o~ T' eat d~flni en termes de A' cormne T en  termes de A (5.1.2), 
n n 

d ' o ~  on d~duit des isomorphismes eanoniques (o~ on pose ~(i) = T~(~mS)) : 

v 

(5 .5 .6)  T6(T n) -"~-~ M~ ~ = = Z ( 1 )  , T6(T~) ---~ M Mn®m:Z~6(1) , 

et par passage ~ la limite surn des isomorphismes eanon~.ques : 

Dana le cas de la r4ductlon seml-stable, on en conclu~ par dua!it~, en 

ut!lisant le th4or~me d'orthogonalit~ 5.2 et la relation (5.2.2), des 

isomorphlsmes canonlques : 

(5.5.8) 

TL(A')ITL(~) f ---~ ~I~®g = 6 

On trouve de mr'me, grace ~ la m~me formule (5.2.2), des isomorphlsmes 

c a n o n f  q u e s  : 

(S.5.9) 
D(T~(t~) ~) 
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of a on se rappelera que les groupes T'(i~-)f6 K et Ti(;~)f-- qui figurent au 

second membre sont les restrictions h ~ de pro-L-groupes de Barsotti-Tate 

sur S, T6(A°)f et T6(A'°) f respectivement ; la lettre D d4signe d~finis 

ici les duals au sens des pro-groupes de Barsotti-Tate, savoir 

Ho.~m( - , Z~t(1)). A~nsi : 

proposition 5.6. Suppooons S ¢omplet et ~ue A K ~it r~duction semi-stable 

cur S. Alors pour tout hombre premier L (Rui peut ~tre d~al ~ la carac- .... 

t4rist.iRue r4siduelle de S), I 9 pro-6-groupe de Bar sotti-Tate TL(AK)t 

est la fibre gdn4rique d'un pro-groupe de Barsgtti-Tate sur S, "de type 

torique", donnd par (5.5.7), tqndisque TL(~,)/T6(kt<) f es~l~ fibre ~4ndrique 

d'un pro-groupe de Barsotti-Tate sur S de type pro-~tale, donnd par 

(5.5.8). Enfln les ~rgupes TL(AK)f e~t T6(AK)/T~(AK) t sont les fibres 

~n4riques de pro-groupes de Barsotti-Tate ddflnls sur S, ~gsux res- 

p.ectivement ~ T~(A°) f et ~ D(TL(A'°)f) = Ho__~m (TL(A'°)f , ~L(1)). 

5.6.1. On notera qu'il revient au m~me pour le rev~tement ~tale S' 

T6(AK)t ou de d4ployer TL(#~)/TL(AK )f, e~r cela signifie de d~ployer 

respectivement que S' d6ploye les groupes constants tordus Met M' or 

ceux-ci sont isog~nes, puisque T et T' le sont. On volt en m~me temps 
O O 

qu~il existe une plus petite extension dt~le S' de S qui fair l'affaire. 

Signslons aussi la consequence facile suivante des d~finitlons 

de2.2.3: 
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Proposition 5.7. Supposons A ° 6-dlvlsible, g hensdlien. Soit F K u__nn 

faisceau i-adlque constTu_c~ible sur K qui soit "non ramifii" i.e. qui 

se prolon~e en un faisceau i-adique constant tordu F sur S, et soit 

u: F K > Ti(A K) un homom0rphisme de pro-$roupes, alors use factorise 

enu ~ homomorphisme de F dans Ti(AK )f 

En effet, on aura 

= (5.7.1) u = (u(~)) ~O, avec u(~): FK(V) > T~(AK)(~) £~A K 

Par la propri~t4 unlverselle de A, comme F(V) est 4ta!e done lisse sur 

S, le morphlsme u(~) provient dtun homomorphisme 

V(V) : F(V) ~ £~A , 

et par d~finition de la pa~tie fixe, cet homomorphisme se factorise en 

v(v) : F(~) ~ (ivA)f 

Comme l'image du morphlsme indult sur les fibres sp~cisles tombe dans 

la pattie infiniment i-divisible de A , on conelut que v(v) se faetorise 
o 

m~me par (£vA°) f. Par passage ~ la limite sur v, on trouve un homomorpbisme 

v: F ~ TL(A°)f , 

et le morphlsme induit sur les fibres g~n4riques donne ~videmment la 

factorisatlon eherch~e. 

Remarques 5.7.2. Lorsque i # p, il est Clair que la propri4t4 5.7 du 

sous-pro-groupe T~(AK)f de T~(A K) caract4rise celui-ci de fs~on unique, 

comme le plus grand sous-falsceau ~-adique de TL(A K) qul soit "non ramifi4". 

Lorsque 6 = p, l'4nonc~ 5.7 cesse d'etre bien raisonnable, et on va donner 
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une propriEtE nettement plus forte que celle 4noneEe dans 5.7, qui pourra 

alors servir de caract4risation intrins~que de la partie fixe de Tp(A K) 

(en termes de la seule structure de pro-groupe de Barsotti-Tate de 

Tp(AK)) , - du moins dans le cas d'in~gales caract4ristiques : 

Th4or~me 5.8. (Mo RAYNAUD). S0it A K un schema abElien ~ reduction semi- 

stable sur le corps des fonctions K d'un trait hensElien S. Soit ~ un 

nombre premier (le cas int4ressant 4tant celui o~ 6 = p), et ¢onsid~rons 

l e pro-6-groupe de Barsotti-Tate X = T6(A K) et sa "partie fixe"X~ , 

qui eat la fibre g~n4rique du pro-~-f~roupe de Barsotti-Tate X f = T_6(A °)f 

Supposons, s i £ = p, qu'on ait car. K = O(de sorte que nous d isposons 

sur S du thfor~me de TATE [33, th.4]).Sgit Fun pro-6-groupe de 

f 
~ > X se factorise par X~ Barsotti-Tate sur S. Alors tout homomorphisme F 

Passant aux ind-$-groupes associEs aux pro-L-groupes de 

Barsotti-Tate envisag4s, l'~nonc4 pr4c~dent devient 4quivalent au suivant, 

grace au th~or~me cite de TATE : 

Corollaire 5.9. Si Fest un ind-6-groupe de Barsotti-Tate, alors tout 

homomorDhisme u : F > A se prolon$~ (de faqon unique) en un homo- 

morphisme u; F > A. 

En d~autres termes, la propri4t4 "nEronienne" caract4ristique 

(1.1.2) du module de N4ron reste valable pour des homomorphismes de 

ind-seh4mas en groupes de Barsotti-Tate, sans hypoth~se de lissit4 sur 

celui-ci. (Seul le cas des groupes ind-Etales rEsulterait directement 

de la d4finition.) 
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Remarque 5.9.1. En fait, M. RAYNAUD d~montre 5.9 sans supposer A K 

r~duction semi-stable, et m~me pour tout schema en groupes n4ronlen A 

sur S (dont la fibre g4n4rique n'a pas besoin d'etre un seh4ma ab~lien) 1 

bien sQr, il est 4galement inutile dans la formulation 5.9 que S soit 

hens~lien. La d4monstration de RAYNAUD de ce cas plus g~n~ral proc~de 

par r4duction au cas particulier envisag4 dans 5,8~ en utilisant une 

proprifit~ in4dite dans la construction des modules de N~ron. Nous nous 

bornerons ici ~ donner la d4monstration de RAYNAUD de 5.9. 

D4monstration de 5.9. E~n salt [33] que F est une extension d'un groupe 

de Barsotti-Tate F' qui est ind-4tale par un groupe de Barsotti-Tate F '~ 

fibre sp~eiale connexe, de sorte que pour tout entier n~ on a une 

suite exaete 

O >F"(~) > F(n) ~ F'(n) > O , 

avec F)(n) connexe et F ~n~ purement infinitesimal. Lthomomorphisme 
O 

donn~ u se d4finit par une suite d~homomorphismes 

u (n) : F(n) ~ A 

et tout revient ~ prolonger s~par4ment eeux-ci en des u(n) : F(n) - > A. 

Le lermrze 5.9.2 ci-dessous nous ram~ne alors h prouver que l~homomorphisme 

u" : F n ..... > A induit par use prolonge en u" : F ~' A. Par suite, 

on peut Sup~oser F ~ fibre sp4ciale connexe. 

Nous pouvons consid~rer u comme un homomorphisme de F dans 

le ind-6-groupe de Barsotti-Tate Y associ4 h X ~6(~;, et consid~rer 

alors le compos4 
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(~) v : F ~ Y ...... > Y /Y f 

En vertu de 5.6 ce dernier groupe se prolonge en un groupe de Barsotti-T~te 

ind-~tale Z sur S (savoir >_~ (Q6/~6)). En vertu du th~or~me de TATE 

cit~ darts 5.8, l'homomorphisme (~) se prolonge alors en un homomorphisme 

v : F : > Z  

Comme F est ~ fibre sp~ciale connexe et que Zest ind-~tale, ce morphisme 

est nul Done il enest de m~me de v , donc u l se factorlse par Yf 

C~est ce qulil faliait ddmontrer ! 

Reste ~ prouver le 

Lemsne 5.9.2. Soient S un trait, A un schema en groupes n~ronien sur 

O (1.1.2), 

I ~ ~' > G ~ G ~ > I 

u_ne extension de schemas en groupes sur S, avec G" lisse, 

u:G' ~A 

un homo m0~'phisme de groupes, e t 

v : G >A 

J 
un homomorph~_sme de ~roupes prolongeant u]. ~Supp°s°ns ............. que l'extension 

de G ~ p a r  A ima.~e de l ' e x t e n s i o n  G p a r  u s o i t  r e p r e s e n t a b l e  ( '~) ,  - c_.~e 

qui est le cas par exemple si G ~ G" admet une section localement 

pour la topologie "finie localement libre" (cf. SGA 3 IV 6.3) et si A 

est q u a s i - p r o j e e t i f  s u r  S. A l o r s  i l  e x i s t e  un u n i q u e  morphisme......de ~roup@.s 

v:G )A 

v a t  u. 

(~') Des r~sultats in~dits de :ii. ~\YNAUD imFliquent d'ailleurs que cette 
condition est toujours satisfaite. 
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En effet, la derni~re hypoth~se faite nous ram~ne au cas o~ 

Gt=A, u = identitY, et o2 v : G > A est done une projection, qu'on 

se propose de prolonger en une projection v: G ---> A. Or G est lisse 

cormne extension de deux schdmas en groupes lisses, de sorte que la 

conclusion r~sulte de la d~finition de la propri~t~ n~ronienne de A. 

Corollaire 5.10. Soient A K un schema ab~lien sur le corps des fonctions K 

d'un trait S, 6 un hombre premier. L qrsque 6 = p, on suppose car.K = O, 

pour ~ouygir disposer du th~or~me de TATE d~j~ invoqu~ dans 5.8. Pour 

que ~ K ait bonne r~duction sur S, i l faut et il suffit que le prp-6-groupe 

de Barsotti-Tate T£(A K) "ait bonne r~duction sur S", ±.!. se prolonge 

en un groupe de Ba~sot£i-Tate sur S. 

(C'est le r~sultat conjectur~ dans [8, 4.9].) 

La ndcessit~ ~tant claire, il reste ~ prouver la suffisance ; 

notons d'ailleurs que le cas g # p a d~j~ ~t~ trait~ (2.2.9). On peut 

supposer S hensdlien (2.2.9). Supposons d'abord que ~! sit r~duction 

semi-stable sur S. Alors 5.8 appliqu~ g F = X nous montre qu'on a 

T£(A K) = T£(AK)f ,. ce qui signifie aussi que le tore maximal de Ao est 

O 
nul, i.e. que A est un ~ch~ma ab~lien, de sorte que la conclusion 

O 

r~sulte de (2.2.9 (ii~)J. Traitons maintenant le cas g~n~ral. En vertu 

de 2.2.9 on peut supposer ~vider~ent S strictement local. Soir K tune 

extension galoisienne finie telle que AK, ait r~duction semi-stable sur 

le normalis~ S' de S dans K' (?.6). Si A ~ d~signe le module de N~ron 

correspondant, G = GaI(K'/K) op~re sur la situation (A~,S'), done sur 
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A ~°, et d'apr~s ce qu'on a ~J dans 4.1, il suffit de prouver que G op~re 
o 

trivialement sur ce dernier, ce qui impliquera en effet que ~ a r~duetion 

semi-stable, i.e. qu'on eat dans le cas d~j~ traitS. Or soit X un groupe 

= de Barsotti-Tste sur S qui prolonge X T6(~). En vertu du th~or~me 

d'unicit4 de TATE d4j~ invoqu4, il existe un (unique) isomorphisme 

XXsS' ~ T~(A~ °) 

qui induit l'identit~ sur les fibres g~n~riques. Par transport de struc- 

ture, cet isomorphisme est compatible avec les operations de G. Or il 

est clair que X op~re trivialement sur la fibre sp4ciale de XXsS~ ,donc 

il oD~re trivialement sur To(A ~°) d'ofi il r4sulte ~videnm~ent quail 
- ~ 0 

op~re trivialement sur A ~°, ce qui ach~ve la d4monstration. 
o 

Remarq_u_ ~ 5.11. Une fois le th4or~me de TATE prouv~ sans hypoth~se res- 

trictive sur car.K, lea r~sultats pr4c4dents 5.8, 5.9, 5.10, ainsi que 

5.13 plus bas, seraient 4videmment 4tablis sans une telle restriction. 

Posons une d~finition, qui pourra atre encore utils ailleurs : 

D4finition 5.12. Soient Sun trait hens41ien, 6 un nombre premier, X~, 

un pro-L-groupe de Barsotti-Tate sur le point g~n~rique ~] de o On dit 

aue. X a bonne r~duetion sur S __si X se prolonge~ en un groupe de Barsotti-Tate 

su_r ~ ~ ~,,r,'~. 5.10), qu'il a bonne r~duction virtuelle sur S, s'il existe 

par sous-~rou~e s une filtration (Fili(X~l)'~ >- C . . . . . .  de X des de ~ ~ott1-~a_~ 

stricts {~) telle que l es groupes de Barsotti-Tate 

° Fil i,XB)/Fili+I(X] Grl(X~]) = ( ) aient bonne r4duction sur S ; si on i~ ~ eu t 

c hoisir ,la filtration de sorte qu'elle soit de lon~ueur <- n (i.e. ~ n 

(~) i.e. qui sont des sous-objets comme syst&mes projectifs, i.e. terme 
terme. 
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i au plus parmi les ~r sont # C), on dit que X a bonne r~duction virtuelle 

d'~chelon n sur S. Enfin on dit que X a bonne r~duction essentielle sur S 

(resp. bonne r~ductlon virtuelle essentielle, resp. bonne r~duction 

virtuelle essentielle d'~chelon n) s'il existe une extension finie K' 

telle aue XKr ait bonne r~duction (resp. bonne r~duction virtuel!e, 

resp. bonne r~duction virtuelle d'~chelon n) sur le normalis~ S' dans K'. 

5.12.1. Lorsque 6 ¢ p, de sorte que la cat~gorie des pro-6-groupes de 

B~rsotti-Tate sur ~ resp. sur S s~interpr~te en termes de representations 

6-adiques de ~ = ~i(~) resp. de ~o = ~I(S), on voit aussit~t que les 

six notions introduites slexpriment en termes de la representation 

naturelle du groupe dlinertie I sur X (K), par la propri~t~ respectivement 
q 

que celie-ci soit triviale, resp. unipotente, resp. unipotente dI~chelon 

n, resp. essentiellement triviale, resp. essentiellement unipotente, 

resp. essentiellement uninotente d'~chelcn n. 

= 5.12.2. Supposons qu'on prenne X T£(~(), o~i A K est un schema ab@lien 

sur X. On a vu dans 5.6 que si A K a r~duction semi-stable sur S, alors 

X a bonne r~duction virtuelle df~chelon 2 (et on verra ,me r~ciproque 
q 

dans un instant) ;donc en vertu du th~or~me de r~duction semi-stable 

3.6, X a bonne r~-duction essentielle virtuelle dI~-chelon 2. II convient q 

de regarder cet ~nonc~ eon~e donnant la g~bonne" formulation du theorY_me 

de monodromie g~om~trique III , dans le cas du H I dVun schema propre 

et lisse sur K, sans exclure le cas £ = p (dont il nJavait pas ~t~ ques- 

tion darts loc. cit.). Ii conviendrait de reformuler ~galement le th~or~me 
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(ou p!ut~t, pour IIinstant, l a conjecture) de monodromie g~om~trique 

pour les H i supErieurs, donn~ dans III , de fa~on g tenir compte 

des coefficients "p-adiques '~, co,he il a ~t~ dit darts 0.4. 

Donnons un Enonc~ rdcapitulatif des relations entre les pro- 

pri~t~s de r~duction des schemas abdliens sur K, et des groupes de 

Barsotti-Tate associ~s : 

Proposition 5.13. Soient Sun trait hens~lien, A K un schema ab~lien sur 

son Gorps de§ fractions, ~ un nombre premier. Lors~q~ ~ = p, on sup- 

Dose que K est de car. nulle(cf. 5.11). 

a) Pour ~ue A ait bonne reduction sur S (2.2.9), il faut et i! 

suffit que ~6~(jr ~ ait bonne r~duction sur S (5.12) 

b) Pour qu~ A K ai___tt bonne r~duction essentiel!e sur S, ~.~. 

qu'il existe une extension finie K' d~ K telle ~ AK, air bonne 

r~duction sur le normalis~ S' de S dans K', i! faut et il suffit ~ue 

Tg([~K) ait bonne r~duction essentielle s~r S (5.12). On peut alors 

prendre pour K' une extension finie s~parable d_~e K. 

e) L~s conditions s uivantes sont ~uivalentes : 

I) A a r~duction semi-stable sur S (3.4). 

2) T£(%) a bonne r~duction virtuelle d'Echelon 2 sur S (5.12). 

3) Tg(~() a bonne r~duction virtuelle sur S. 

DEmonstration. Le cas a) nlest autre que 5.10 eta ~t~ mis pour m~moire. 

b) La premiere assertion est une consdquence triviale de a) 

et des d~finitions. Pour prouver la derni&re assertion dans b), on 

peut supposer que g # p, mais alors grace b a) il suffit de prendre 
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pour K' une extension finie s~parable de K correspondant ~ un sous-groupe 

ouvert ~J de ~ = GaI(K/X) dont itintersection avec le groupe dtinertie 

Iest contenue dans le noyau de la representation de I sur Tg(AK(~)) , 

lequel est ouvert par hypoth~se (cf. 5.12.1). 

c) On a d~j~ signal~ que i)----> 2) (5.12.2), il est trivial 

que 2) > 3), reste ~ prouver que 3) ~ I). Pour £ # p, ce n'est 

autre que le crit~re galoisien de r~duction semi-stable 3.5. Pour £ = p, 

on peut proc~der ainsi. Choisissons un hombre premier £' # p, et appli- 

quons ~ celui-ci les considerations de 4.1. Supposons S strictement 

local, ce qui est loisible (3.4.0), prenons une extension galoisienne 

finie K l de K, de groupe G, telle que AK, sit r~duction semi-stable. 

Ii faut prouver que la representation de G sur les trois quotients in- 

tervenant dans (4.1.1) est triviale, ou ce qui revient au m~me, que 

la representation somme est triviale, ou encore, que la trace de eette 

derni~re est "trivisle", i.e. constante. Or nous avons vu dans 4.3 a) 

que cette fonction trace est ind~pendante du choix de 6' # p, et dans 

6.4 plus has nous indiquons une m~thode de calcul de cette fonction 

en termes de Tp(A K) ~galement. Ce calcul donne trivialement une fonction 

constante dans le cas o0 Tp(A K) a bonne r~duction virtuelle, et cela 

ach~ve la d~monstration 

Remarque 5.13.]. Ii semble plausible que si X est un pro-6-groupe de 

Barsotti-Tate sur ~, qui a bonne r~duction virtuelle sur S, et bonne 

r~duction virtuelle essentielle d'~chelon n, alors il a bonne r~duction 

virtuelle d'~chelon n . (C~est vrai pour ~ # p.) 
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Le r~sultat suivant, consequence facile de 5.7 et du th~or~me 

de r~duction semi-stable 3.6, m'a Et~ signal~ par J.P. SERRE : 

Proposition 5.14. (Crit~re de bonne r~duction essentielle.) Soient S 

un trait de corps de fonctions K, A K un schema ab~lien sur K, 6 u n 

nombre premier distinct de la caract~ristique de K. 

a) Supposons 6 # p = car.k. Alors les conditions suivantes 

sont ~quivalentes : 

(i) AK ~ essentiellement bonne r~duction sur S, i.e. il 

existe une extension finie s~parable K' de K t.elle ~ue ~, ait bonne 

r~duction relativement au normalis~ S' de S dans K ~. 

(ii) L'action du sroupe d'inertie I sur Ug = T£(A(K)) est 

essentiellement triviale, ~.!. est triviale sur. un spus-groupe ouvert 

de I, ~.!. se fair par l'interm~diaire d'un groupe Ruotient fini T d_ie I. 

(iii)L'action du groupe d'inertie I sur Ug®~6% est semi-simple. 

b) Supposons 6 = p, alors, s i n = dim ~ # O, l'image de I 

dans le ~roupe des automorphismes de U 6 nu'est p as fin ie, plus pr~cis~ment 

2n 
son image dans le groupe ~g des automorphismes de A U6 est d~indice 

fini. Pour que A K air essentiellement bonne r~duction, il suffit (mais 

il n'est nullement nEcessaire) que l'action de I ~sur U6® ~6~g soit 

semi-simple. 

DEmonstration. Dans le cas g # p, l'~quivalence de (i) et (ii) est une 

consequence triviale du crit~re de bonne reduction 2.2.9, et (ii) 

implique (iii) puisque @6 est de ¢aract~ristlqQe nulle. L'homomorphisme 

_~_~Aut( 2n = GaI(K/K) ~ ~ A U 6) est ~gal ~ X n, oR X est induit par 
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le caract~re 

= Aut(~ ~(I)) 

provenant de l'action de I cur les racines 4~-~mes de llunit~, et on 

salt que si 4 = p, l'image de I par ce caract~re est bien dTindice fini 

[33] ; le fait que l'action de I sur Up~p puisse ne pas ~tre semi-simple, 

m~me si ~ est une courbe elliptique avec bonne r~duction, se volt dans 

[28, IV A 2.4]. II reste ~ prouver que (quel que soit 4) (iii) implique 

(i). Pour ceei, nous utilisons le th~or~me de r6duction semi-stable 3.6, 

qui nous per.~et de nous ramener aussit~t au cas o5 A K a une r~duction 

semi-stable sur S (puisque lWhypoth~se (iii) eat con~erv~e en rempla~ant 

K ~ une extension s~parable finie K', i.e. I par un sous-groupe ouvert 

I' ( ). Lorsque 4 # p, l'action de I sur U£~ 4 est unipotente (3.5 (v)) 

et semi-simple, donc triviale, et on gagne par le crit~re de Donne 

r~duction 2.2.9. Donnons une d~monstration valable sans restriction 

sur 4, et qui donne un r~sultat l~g~rement plus precis : 

Corollaire 5.15. Les notations ~tant celles de 5.14, su~posons que A K 

dfn ~)~ (u 4 --- (u ait une r~duction semi-stable sur S, et que la pattie fixe @ )f 

admette un suppl~mentaire Hans U4@ , stable 8ous I. Alors ~ a Donne 

r~duction. 

Ii suffit de prouver que sous ces conditions, on a U 6 = u6f, 

ce qui par 5.6 signifie en effet que la partie torique T de A ° est 
O O 

nulle, donc que A ° est un schema ab~lien, ce qui implique bien que A 
o 

est un schfima ab~lien (2.2.9). On peut ~videmment supposer k s~parablement 

clos. Alors l'intersection du suppl~mentaire postul~ dans 5.15 avec U 4 
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d~finit un sous-pro-6-groupe F K de T6(AK) , isog~ne ~ la pattie cotorique 

T6(AK~/T6(AK)" f. Comme celle-ci est pro~tale non ramifi~e en vertu de 

5.6, il enest de m~me de F, et on conclut par 5.7 que F K est contenu 

dans T6(AK)f , done que F K = O ee qui prouve bien que U£ est ~gal 

sa partie fixe. 

6. Remarques sur la construction de I a partie torique et la partie fixe 

de T (A) dans le cas de r~duction non semi-stable. -- p 

6.1. La construction de is partie torique de T6(A K) donn~e dans 5.1 

garde un sens d~s que S est complet, sans supposer A ° ~-divisible i.e. 

(dans le cas p = g) sans supposer qu'on soit dans le cas de la r~duction 

semi-stable (hypoth~se qui avait servi seulement pour pouvoir formuler 

le th~or~me d'orthogonalit~ 5.2). On peut d'ailleurs construire Tp(AK)t 

en supposant seulement S hens~lien~ en montrant que Is pattie torique 

Tp(A~) t sur le compl~t~, construit par la m~thode de 5.1, provient 

d'un sous-pro-groupe de Barsotti-Tate de Tp(A K) (~videmment d~termin~ 

de fa~on unique). Plus pr~cis~ment, on arrive ~ construire un p-pro-groupe 

de Barsotti-Tate T (A) t sur Set un homomorphisme T (A) t > T (A) de 
P P P 

syst~mes projectifs, qui soit un monomorphisme terme g terme, et qui 

par image inverse sur S donne les objets analogues construits par la 

m~thode de 5.1. Ceci se voit en paraphrasant la construction de 5.1, 

mais au lieu de relever le tore maximal de T de A tout entier, on 
o o 

se borne, pour tout entier v e O, g relever le sous-groupe ~T ° en un 
P 
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(pvA o) A °. Pour l'existence et sous-groupe de type multiplicatif t de P~ 

l'unieit~ dtun tel rel~vement, on note que le foncteur (Seh)Ts ~ Ens, 

S' ~--> ensemble des sous-groupes finis de type multiplicatif de A°sw 

est representable par un sch4ma X de type fini sur S (cf. d4monstration 

de SGA 3 XI 3.12 a)) qui est ~tale sur Sen vertu de SGA 3 IX 3.6 his ; 

il y a par suite une section et une seule de X sur S qui prolonge une 

section donn4e de X sur s, ce qui prouve notre assertion. Ce raisonnement 
s 

montre d~ailleurs, plus g4n4ralement, que pour tout sous-groupe fini et 

de type multiplicatif H ° de Ao, il y a un unique sous-groupe fini et 

de type multiplicatif H de A qui le prolonge ; par suite, pour tout 

sous-p-groupe de Barsotti-Tate H de A qui soit toroTdal (i.e. dont 
O O 

les composantes sont de type multiplicatif), il existe un unique sous-p- 

groupe de Barsotti-Tate H de A qui le prolonge, et qui fournit par 

suite un sous-p-groupe de Bar~otti-Tate de pmAK, ou, si on pr4f~re, 

un sous-p-pro-groupe de Barsotti-Tate de Tp(AK). Ce proc~d4 s'applique 

notamment au cas o~ H est le plus grand sous-p-groupe de Barsotti-Tate 
o 

toroldal de Ao, lequel s'obtient en prenant le plus grand sous-groupe 

p-divisible ~- de A o(= pN A Opour N grand), et la "partie toroZdale" 
O O O 

de p~ A ° (d4finie par exemple grace ~ SGA 3 XVII 7.2.1). On obtient 

ainsi un sous-groupe de Barsotti-Tate de p~ ~ qu'on pourrait appeler 

la ~artie toro~dale de ce dernier. 

6.2. Reprenons le plus grand sous-sch4ma en groupes p-divisible A-- de A o 
O O 

et consid~rons le p-groupe de Barsotti-Tate F = ~(A o) ; il est imm~diat 
O 

q u ' i l  p e u t  ~ t r e  c a r a c t g r i s ~  comme l e  p l u s  grand s o u s - p - g r o u p e  de 

Barsotti-Tate de A (ou de A o). Ii est naturel de se poser la question 
O O 
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de prolonger ee groupe de Barsotti-Tate en un sous-groupe de Bsrsotti-Tate 

f 
F de A, qui jouerait elors le role jou~ par la partie fixe T6(A) de 

(2°2.3.2) dans le cas o~ A ° est ~-divisible. Dans le cas semi-stable, 

-- AoO,1 a o~ on a A ° = question se rdsoud par l'affirmative par la m~thode 

de 2.2. Dana le cas g~n~ral, lorsque le probl~me envisag~ a une solution, 

on voit facilement qu'elle est unique, et que les sous-pro-groupes 

correspondents de T (A K) et de T (A~) (qui m~ritent alors encore le 
• • p 

nom de partie fixe des pro-groupes envisagds) satisfont encore su 

th~or~me d'orthogonalit~ 5.2, enfin que la partie fixe Tp(~i) ~ peut 

encore se caraet~riser comme indiqu~ dens 5.8. 

6.2.1. Montrons cependant qu'en g~n~ral le probl~me envisag~ n~a pas 

une solution affirmative, i.e. qu'il n'est pas possible e ~ $~n~ral de 

d~finir la par tie fixe T (A) f (cas de la r~duction non semi-stable). 
P 

En effet, en vertu d'un th~or~me de rel~vement de SERRE-TATE [30], 

lorsque S est complet, l'existence de la partie fixe ~quivaut ~ eelle 

de rel~vements in,finit~simaux A n de A ° dens les An, ou encore ~ celle 

d'un schema en groupes lisse ~ sur S, extension d'un schema ab~lien 

par un tore T, de fibre sp~ciale Ao, et dtun homomorphisme formel 

A > A prolongeant itinclusion sur les fibres sp~eiales. Done, dans 

le cas o~ A est un schema ab~lien i.e. o~ T = O, cela ~quivaut 
O • O 

l'existenee dtun schema ab~lien ~ prolongeant ~- et d'un homomorphisme 
o 

) A prolongeant l'inclusion des fibres sp~eialea. II suffira done 

de donner un cas o~ T o = O, o~ A o est non unipotent et non propre, et 
o 

o~ A K est simple sur K. 
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6.2.2. Voici un exemple, dQ ~ M. RAYNAUD, bask sur l'observation que 

si S est un trait, S' le normalls~ de S dans une extension finie s4parable 

K' de K, et A j un schema ab~llen sur S I, alors le schema en groupes 

A = T-[A'/S' sur S est n~ronien, i.e. s'identifie au module de N4ron S'/S 

de sa fibre g~n~rique (qui est bien un schema ab~lien). La v4rification 

de ce fair est immediate en termes des d~finitions et du fair que A m 

lul-m~me est n~ronien sur S t. Alors A ° / )/S est une 

extension d~un seh~mad~lien, non nul si A I # O, par un schema unipotent 

connexe, non nul si A i # 0 et si S' est ramifi4 sur S. II suffira done 

de donner un exemple o~ A' # 0, S' ramifi~ sur S (trait local complet), 

et ~ = K~w-~/K ~,/K' est simple sur K'. Or prenons pour K' une extension 

quadratique ramifi~e de S (il en existe toujours), pour A' une courbe 

elliptique sur S'. Alors A est de dimension relative 2, et dire que 

est simple sur K signifie que llon ne peut trouver un homomorphisme 

non nul B K > ~<, o0 B K est un schema ab~lien de dimension i sur K. 

Or is donn~e dlun ~i homomorphisme revient ~ la donn~e d'un homomorphisme 

non nul BK~ ---~ ~, , qui sera done n~cessairement une isog~nie~ i.e. 

la condition que ~ soit simple sur K signifie que ~, ne soit pas 

isog~ne g une courbe elliptique provenant de K. Mais dans le cas con- 

traire, l'invariant j de A' serait alg~briquement d~pendant (sur le corps 

premier) du conjugu~ ~ de j par le K-automorphisme non trivial de K', 

et si jest choisi tel que a = j + ~ = TrK,/K j soit transcendant sur 

le corps premier, il revient au m~me de dire que jest alg~briquement 

d~pendant de a. Or~ pour des raisons de cardinalit4~ il existe un ~14ment 
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a E V qui soit transcendant sur le sous-corps premier P de K, puis un 

41~ment b de V' (normalis4 de V dans K )) qui soit transcendant sur P(a) 

et tel que Trv,/v b = O, et il suffit de prendre j = a + b E V'. On 

peut d'ailleurs supposer que b C [(V'), et que l'image de a dans k = V/m 

est un ~l~ment donn4 de k, qu'on choisira distinct des valeurs excep- 

tionnelles Jo = 0 et Jo = 123 (NB c'est possible m~me si k nla que 

deux ~l~ments, car alors les deux valeurs envisag~es de Jo coYncident). 

Donc l'image ~ de i dans k(s') est # O,123, et on sait alors qu'il 

existe bien une courbe elliptique sur S' d'invariant j . 

6.3. Revenons au cas o~ on suppose seulement S hens41ien sans plus. 

En analogie avec des d4finitions de 4.1 dans le cas 6 # p, on peut 

d~finir slors une filtration de Tp(AK) , 

(6.3.1) rp(~ K) ~ Tp(~¢) ef ~ Tp(~) et ~ O 

par des sous-pro-groupes (stricts) de Barsotit-Tate, appel4s respecti- 

vement la partie essentiellement fixe et la partie essentiellement 

torique de Tp(#~K). Pour ceci, on choisit une extension galoisienne finie 

K r de K telle que I~, ait une r4duction semi-stable sur le normalis4 S' 

de S dans X', de sorte que la partie fixe Tp(AF.,)f de T (A~,)=(Tp(Av))K,. ~ . . .  

est d4finie (2~2.3), ainsi que la partie torique (6.1), qui n'est d'ailleurs 

autre que !'orthogonale de la partie fixe Tp(A~) f de Tp(#i) (5.2). Ii 

est clair que l'on a Tp(~[,) t c Tp(AK,)f(r4sulte de 5.3, ou direetement 

de la construction 6.1 de la pattie torique)) et que le groupe de Galois 

de K!/K laisse invariants ces deux sous-pro-groupes stricts de (Tp(~.))K, 
o 
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Donc par descente on en d~duit la filtration (6.3.1) voulue. Elle ne 

d4pend pas du choix de K', comme il r~sulte de la propri#.t4 3.3 de la 

r4duction semi-stable. De plus, on aura ~videmment par descente la 

propri4 t4 d ' or thogonali t4 

(6.3.2) Tp(AK)et = (rp(A~)ef)~, rp(AK)ef = (rp(A~)et)i 

II serait possible de donner une caract~risation intrins~que 

de la filtration (6.3.1), en termes du pro~-groupe de Bsrsotti-Tate 

X = Tp(A K) sur le corps des fractions K de S, dana l'esprit de 5.8, 

du moins, pour l'instant, dens le cas d'in~gales caract~ristiques : 

la partie essentiellement fixe eat le plus grand sous-pro-greupe de 

Barsotti--Tate qui ait "essentiellement bonne r~duction sur S", i.e. 

qui, apr~s extension finie s~parable K' de K, donne un pro-groupe 

de Barsotti-Tate XK, ayant bonne r~duction sur le normalis~ S' de S 

dans K, i.e. se prolonge en un pro-troupe de Barsotti-Tate sur S t 

(n~cessairement unique ~ isomorphisme unique pros, par le th~or~me de 

TATE [33, th. 4] d~jg cit~). La partie essentiellement torique se 

d~finit alors en termes de la partie essentiellement fixe par ortho- 

gonalit~ (6.3.2). 

Signalons aussi la consequence immediate suivante de 5.8 et 

des d~finitions,qui pour £ = p se r~duit d'ailleurs ~ 5.12 a) : 

Proposition 6.3.3. Soit 6 un nombr e premier. S i 6 = p, on suppose csr.K = O 

(~). Pour que A K air essentiellement bonne r~duction sur S (5.12 a)), i~ 

faut et il suffit que la part.! @ essentiellement fixe T6(~) ef (4.1.1 e t 

6.3.1) soit ~gal ~ T6(A K) tou ~ en£ier. 

(~) Hypoth~se sans doute inutile, cf. 5.11. 
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6.4. Notons que lorsque 6 # p, nous avons mis en ~vidence dana 4.3 a) 

une fonction ~ valeurs enti~res remarquable sur le groupe d'inertie 

I de S, d'ailleurs ind4pendante du choix de 6, et dont la connaissance, 

dans le cas dVun corps r~siduel parfait, suffit ~ reconstruire l'exposant 

conducteur de A (4.5), en prenant le produit scalaire, sur un quotient 

assez grand F = I/I' de !, de la fonction pr4c~dente et du conducteur 

d~Artin sur F (cf. (4.6.2)). II peut ~tre int4ressant d'observer que 

cette fonction ~ valeurs enti~res sur I peut se r4constituer ~galement 

par la eonnaissance de T6(A K) pour 6 = p - du moins (pour le moment) 

en in, gales caractdristiques. Lorsque le corps r4siduel k est fini, 

une observation analogue s'applique h la fonction A valeurs dans @, 

d4finie sur le sous-groupe ~ de ~ form4 des 414ments dont ifimage 

dans ~ est de la forme f n (n E ~), consid4r4e dans 4.3 b). Indiquons 
o q 

le principe de la verification de ces assertions. On utilise la fil- 

tration (6.3.1), et on est r4duit ~ attacher une fonction convenable 

(sur I resp. sur ~) ~ un p-pro-groupe de Barsoti-Tate Y sur K qui 

a "essentiellement bonne r~duction sur S ", au sens pr~cis~ dans 6.5. 

(Y sera un des trois quotients provenant de la filtration (6.3.1).) 

Dans le cas de 4.3 a), on se ram~ne au eas d'un corps r4siduel parfait 

(on m~me alg~briquement elos, si on veut) par extension r4siduelle 

convenable dans S (EGA O111 10.3.1). Prenons alors une extension galoi- 

sienne finie K' de K telle que YK' air bonne reduction sur S v, dVo~ un 

groupe de Barsotti-Tate YS' sur S t et une op4ration de G sur YS' com- 

patible avee son action sur S'. Si k' est le corps rEsiduel de S ~, G 
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op~re (de fa~on non n~cessairement fiddle) sur k' (le corps des invariants 

~tant k), et sur Yk~ da faqon compatible avec son action sur k'. Or, 

d'apr~s la th4orie de DIEUDONNE [16 bis], au p-pro-groupe de Barsotti-Tate 

Yk' est canoniquement associ4 un module M libre de type fini (de rang 

4gal au rang de Yk,) sur l'anneau W(k') des vecteurs de Witt sur k', 

et G op~re 4videmment sur M de faqon compatible avec ses op@rations 

sur W(k') (via ses operations sur k'). On en d~duit une op4ration 

W(k~)-lin~aire du sous-groupe d'inertie F de G sur M (qui est un quotient 

du groupe d'inertie I), d'o~ une fonetion trace sur ~ done sur I, qui 

est la fonction cherch~e.Elle est a priori ~ valeurs dans W(k') (~), mais 

coTncide avec la fonction analogue d~finie en termes des T6 pour i # p, 

lorsque l'op4ration de G sur YS' s~°btient ~ partir d'une op4ration de 

G sur un schema en groupes lisse et p-divisible C' sur S t ~ en prenant 

Y = T (C') (of. [25 his, th.7 p.737]) ; elle est donc dans ce cas 
P 

valeurs enti~res. On proc~de de fa§on analogue dans le eas de 4.3 b) 

pour d~finir une fonction trace sur , en utilisant le proc4d4 de 

la d4monstration de 4.3.2 pour "lin~ariser" l'op4ration dans M d~finie 

par un 414ment g 6 ~ qui se trouve au-dessus d'un f n avec n ~ O. 
q 

7. L'extension de Raynaud G 9su____[r S attach4e au schema ab~lien A K _ _ _ _  

semi-stable. Dualit~ des sch4mas ab41iens B,B t sur S. 

r~duction 

7.1. Soit Sun schema noeth~rien spectre d'un anneau V, s4par~ et complet 

pour la topologie d~finie par un id4al m de V. Soit A un seh4ma en groupes 

lisse sur S, A ° sa composante neutre, et supposons que A /A o soit fini 
O O 

(done fini 4tale) sur S , et que A o soit une extension d'un schema ab41ien 
o o 

(~) En fait, il est imm4diat que cette fonction est toujours ~ valeurs 
dans W(k), ~tant invariante par Gal(k'/k). 
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p a r  un tore. Nous avons pos4 cormne d'habitude An = AXsSn, off Sn = Spea(v/mn+l)'-- 

Nous nous int~ressorons surtout au cas off S est un trait, et oO la fibre 

g4n4rique ~ est un seh4ma ab41ien ~ r@duction semi-stable sur S, A 4rant 

le module de N~ron de A K . 

Soit To le tore maximal de Ao, de sorte que Bo = Ao°/T ° est 

un sch@ma ab41ien. La construction de 5.1 s'applique alors pour fournir 

un sous-tore formel T du eompl4t~ formel A. On salt que pour tout n, 

le quotient 

(7.1.1) B = A°/T 
n n n 

est repr4sentable (SC~ 3 VI A 3.2), plus pr4cis4ment c'est un schema 

olat et de type fini s u r  S , dont l'ir~v~e inverse sur S ~zt le schdma 
n o 

ab~lien Bo. Par suite Bn est un schema ab41ien sur Sn, et pour n 

variable, les B se d~duisent les uns des autres par changement de base, 
n 

donc ils d~finissent un sch4ma abdlien formel 

(7.1.2) B = (B) 
n n ~ 0 

Nous allons donner des conditions impliquant que ce schema ab41ien est 

alg4brisable (EGA III 5.4.1), plus pr4cis4ment que c'est le compl~t4 

formel d'un schema ab41ien projectif sur S, que nous noterons alors B. 

En vertu de loc.eit° Best d4termin4 ~ isomorphisme unique pros (comme 

S-sch4ma ; la structure de groupe de ~ provient alors de fa~on unique 

d'une structure de groupe de B, en vertu de loc. cir. 4galement). Ce 

schema ab~lien B sera alors appe!~ la pattie ab41ienne du schema A, 

et parfois not4 ~ab ~o 
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7.1,3. La projectivit~ de B ~ignifie, en vertu de EGA III 5.4.5, que Iron 

peut trouver un Modnle inversible ~ sur ~, i.e. une suite de Modules 

inversibles M sur les B qui SE "reeollent" pour n variablE, qui soit 
--n n 

ample relativement ~ S i.e. qui soit tel que M soit ample. L'id~e 
--o 

naturelle serait de partir dlun Module inversible ample M de G, et de 

montrer que pour tout n, la restriction L de L ~ G provient par image 
--n -- n 

inverse d'un Module inversible M n sur B n. J'ignore si de tels M n existent 

n~cessairement (et en doute fort). Nous allons suivre une m~thode un 

peu diff~rente, en eonstruisant une polar isation de B, i.e. un syst~me 

projec~if de polarisations Pn des B qui se recollent. On salt alors 
n 

[5] que les doubles de CES polarisations d~finissent canoniquement 

des Modules inversibles --nM (sym~triques) sur les Bn, qui par leur 

nature canonique se recolleront n~cessairement, et fourniront le M cherch~. 

Nous allons interpreter un ~l~ment de NS(B /S ) eomme une 
nn 

correepondance divisorielle sym~trique sur (Bn,B n) [5], i.e. con~ne une 

biextension de (Bn,B n) par ~m S " En vertu de VIII 3.5, ces biextensions 
n 

correspondent biunivoquement aux biextensions de (An,A n) par ~mS " Pour 

obtenir un syst~me coherent de telles biextensions W il suffit de partir 
n 

dBune 

(7.1.4) W, biextension sym~trique de (A,A) par ~S ' 

en prenant les W se d~duisant de W par les changements de base S 
n n 

Nous devons de p l u s  s u p p o s e r  que l ' ~ l ~ m e n t  de NS(B o) d ~ f i n i  pa r  W ° 

polarisation de B pour obtenir ainsi une polarisation de B. 
o 

~ g .  

est une 
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Proposition 7.1.5. Avec les notations pr~c4dentes pour S,A, B, supposons 

que S soit normal. Alors ~ est alg6brisable, et le sch6ma ab~lien B sur 

S dont il provient est. projectif sur S. 

On peut 6vidermnent supposer A=A °, et S int~gre. D'apr~s 

M. RAYNAUD [23 XI 1.13], l'hypoth~se que S est normal implique que A 

est quasi-projectif sur S. Soit donc L un Module inversible sur A 

qui est relativement ample, et formons le Module birigidifi6 

h(~) = T~'(~)pr~(~)-Ipr~(~) -I sur AXsA comme darts VIII 4.12. Cormne 

les fibres de A ° sont de rang unipotent nul, il en est de m~me de celles 

de A (r~sulte facilement de 3.1), donc en vertu de VIII 7.5, 6(~) 

d6finit une biextension W de (A,A), 6videmment sym6trique, qui en vertu 

de VIII 4.13 (i.e. essentiellement en vertu de P~rNAUD [23 XI I.Ii]) 

satisfait ~ la condition d'amplitude voulue en les points de S . 
O 

~emar~ue 7.1.6. On peut prouver, sans hypoth~se de normalit6 sur S, que 

est toujours alg6brisable, en se ramenant au cas normal comrae dans 

13.5.3 a). 

7.2. Notons maintenant le 

Le~mne 7.2.1. So ient S ie spectre d'un anneau noeth6rien V, s6par6 et 

complet pour l a tepolegi@ d~finie par un id6al m de V, C la cat6gorie 

des s ql~6mas e B sroupes A sur S, !isses de type fini sur S, tels ~ue 

A/A ° seit un sch4ma en groupes 4tale fini sur Set que A ° soit une 

extension d'un sch6ma ab61ien B par un tore isotrivial T (SGA 3 IX I.I), 
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C' la c at4~orie des 8roupes dans la cat~orie des schemas formels de 

type fini (EGA 1 10.3.3 ) su__.~r Specf(A), e t A~ > Ale foncteur de C dans 

C' "co~14t4 formel le lon~ de A = AXsS ° ", o~ S = Spee(V/m). Alors : 
" O -- O 

a) Le foncteur pr4¢fident est pleinement fiddle. 

b) Soit ~ un ob~et de C', lisse sur S = Specf(A) (i.e. tel 

que les .......... schemas ordinaires An = AX~S n sur les Sn = Spec(A/_m n+l) soient 

lisses). Supposons que A /A o molt un sch4ms en sroupes 4tale fini sur 
O O ........ 

O 
So, et que A ° soit extension d'un schema ab41ien B ° par un tore isotrivial 

T o Soient ~o (An°)n ~ 0' ~/~o (A /A o) . = = n > O Alors ~/~o est 
n n 

~tale fini sur S, e__tt ~o est de fa~on essentiellement unique, et fonc- 

torielle en ~, extension d'un schema formel ab~llen ~ sur S par un 

tore formel~ sur S, se r~duisant respectivement suivant B ° e t T O . Pour 

~ue ~ appartienne ~ l'ima~e essentiell e du. foncteur pr4c4dent C ~ C ~ 

(ou, comme nous dlrons aussi, pour qu'il soit "alg4brisable"), il faut 

et il suffit qu'il en soit ainsi de~. 

7.2.1.1. Notons dlabord, sur un sch4ma quelconque S, que si A est un 

sch4ma en groupes lisse tel que A ° soit extension d'un schema ab~lien 

par un tore, cette structure d~extension est essentiellement unique, 

et est fonctorielle en A, dans un sens ~vident. En effet, notre assertion 

se ram~ne aussit~t ~ celle-ci : tout morphisme dtun tore- T dans un sche- 

me ab~lien ~ . est nul. Or il est bien connu qu'il en est ~insi sur les 

fibres g~om~triques [15], et on conelut grace ~ SGA 3 IX 5.3. Appliquant 

ce r4sultat aux syst~mes inductifs de sch4mas en groupes lisses A sur 
n 
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los S intervenant dens 7.2.1, on en eonelut un r~sultat analogue pour 
n 

l e s  s chemas  f o r m e l s  en  g r o u p e s  s u r  S. D ' a i l t e u r s ,  on a d~J~ s i g n a l ~  

dens 7.1 que si A o eat une extension dVun schema ab~lien par un tore, 
O 

O 
il enest de m~me de A Ceci prouve donc la premiere assertion de b) 

n 

7.2.1.2. Supposons dlautre part que le schema formel en groupes ~ sur S 

soit de la forme A, avec A E ob C. Si A °est extension d'un schema 

ab~lien B par un tore T, on volt imm~diatement qu'on ~-~-~ B, ce qui 

prouve que ~ alg~brisable implique ~ alg~brisable. R~ciproquement, 

supposons ~ alg~brisable, i.e. qu'il provient dlun schema ab~lien B, 

et prouvons que ~ l'est. Prouvons d'abord que ~ ° = (An°) est alg~- 

brisable. Pour ceci, notons que los extensions A o de B par T n peuvent 
n n 

sVinterpr~ter, en vertu de VIII 3.7, comme des homomorphismes 

(~'~) M .>- B' 
--n n 

off M est le groupe constant tordu sur S dual de T (SGA 3 X 5.7), et 
--n n n 

Bnl le schema ab~lien dual de Bn. Cormne le foncteur restriction ~ So, 

ou ~ un S n quelconque, induit une ~quivalence de la cet~gorie des tores 

isotriviaux sur S dans cello des tores isotriviaux sur S (SGA 3 X 3.2), 
o 

les T n proviennent dtun tore T sur S, d~fini ~ isomorphisme unique pros, 

dont nous d~signerons par M le groupe dual;s~ res~_'ction 

S est donc canoniquement isomorphe ~ M La propri~t~ d'isotrivialit~ 
n --n" 

de T s'interpr~te par le fair que Mest un schema sormme de schemas _ 

finis sur S (SGA 3 X 5.11). II en r~sulte aussit0t que les homomorphismes 

(~) proviennent d'un unique homomorphisme 

(~) M > B' w 
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oN B' est le schema ab~lien dual de B. Cet homomorphisme ~ son tour 

s~interpr~te cormne une extension de B par T, soit A°~ qui fournit 

manifestement une alg~brisation de~ ° 

7.2.1,3. D'autre part, comme par hypoth~se A /A o est un schema en 
O O 

groupes fini ~ s u r  S, l e s  A /A o s o n t  ~ g a l e m e n t  des  schfimas en  g r o u p e s  
0 n n 

~ f i n i s  s u r  S ( l e u r  r e p r g s e n t a b i l i t ~  r ~ s u l t a n t  de ) ,  q u i  s o n t  n 

d ' a i I l e u r s  n ~ c e s s a i r e m e n t  ~ t a t e s  s u r  S. I i  e x i s t e  a I o r s  un schfima en  

groupes ~tale ~ sur S, d~fini ~ isomorphisme unique pros, donnant 

naissance au schema formel en groupes ~/~o d~fini par les ~ . Or, 
n 

G = A ° ~tant divisible~ on voit aussitOt que Is cat~gorie des extensions 

de faisceaux fppf d'un groupe fini localement constant sur S~ tel que 

~, par le schema en groupes A~ est canoniquement ~quivalente ~ la 

cat~gorie de~ torseurs sous le faisceau 

H = Horn (~ , G) , 
gr 

l'~quivalence en question 4tant compatible avec tout changement de base. 

Appliquant la m~me description des extensions de ~ par G en termes 
n n 

-~-~ Hom (~n, Gn), les A nous d~finissent un syst~me de torseurs sous H n ....... gr n 

coh4rent de torseurs P sous les H . Or, G ~tant une extension d~un 
n n 

schema ab41ien par un tore, on en eonclut ais4ment que H est un sch4ma 

en groupes fini et localement fibre sur S, d'o~ on conelut facilement 

que le foncteur P~---> P = (P) d4finit une 4quivalence entre la cat4gorie 
n 

des torseurs sur S sous H, avec la cat4gorie des torseurs "formels" 

sous ~, i.e. des syst~mes eoh~rents de torseurs P sous les H . Done 
n n 
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les P d4finis par lea extensions A proviennent d'un m~me torseur P 
n n 

sur S sous H. On en conclut une extension A de ~ par G = A ° qul 

"alg~brlse" ~ ~ ~ cela pros qu'il fait encore v4rifier qu'elle est 

representable. Or on peut regarder A conme un torseur sur ~, de groupe 

o 
A~ , et il est in=n4diat que ce torseur devient trivial apr~s llexten - 

sion de Is base par le morphisme fini surjectif localement libre 

P×S~ ---> ~ (puisque le ehangement de base P----> S scind~ l'extension 

envisag~e A de ~ par A°). On peut alors conclure par un des 

nombreux erit~res d'effectivit~ de descente de M. RAYIKhDD [23 XI 3.1 6)]. 

7.2.1.4. Cela ach~ve de prouver b), et il reste seulement ~ prouver 

llassertion a) de pleine fid41it4. Nous laissons au lecteur le soin 

de v4rifier que celle-~ ~ est contemue cssentiellement dane la m~thode 

de d~monstration de b), ou, s~il le pr4f~re, d~en chercher une d~mons- 

tration directe ind~pendante. 

7.~.I.5. On notera que la r4f~rence au d~licat r4sultat de descente 

de RAYNAUD devient inutile si on suppose A ° quasi-projectif sur S, ou 

ce qui revient au m~me, B projectif sur S. Cette condition est satisfait 

en partieulier quand on part du schema formel en groupes A sur S, o~ A 

est comme dans 7.1.5, - ce qui est le seul cas o~ nous allons utiliser 7.2.1. 

7.2.2. Nous allons appliquer 7.2.1 au schema formel en groupes A envl- 

sag4 dans 7.1, dans le cas favorable envisag4 dans 7.1 o~ le sch4ma 

ab~lien Best alg~brisable (ef. 7.1.5), et o~ on suppose de plus que 

le tore T o sur S o eat isotrivial. On trouve done un schema en groupes 

A ~ sur S, appel4 le Groupe de Raynaud de A sur S, earaet4ris4 ~ isomor- 
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phisme pros par un isomorphisme canonique de schemas formels en groupes 

sur Specf(V) = S : 

(7.2.3) (A~) ̂  ~ 

II r~sulte de 7.2.1 que 

(7.2.4) ~ = A~/A @° 

est un groupe fini &tale sur S, et que la composante neutre 

A ~° = A°~ 

est munie dlune structure dlextension 

(7.2.5) O > T----> A ~° > B ---->O , 

oh Best le schema ab~lien sur S dont le complEt~ forme! est le schema 

formel ab~lien B eonstruit dens 7.1, et Test caract~risE (~ isomor- 

phisme unique pros) comme le tore isotrivisl sur S qui rel&ve ? 
-O" 

Cette structure dtextension (7.2.5) donne, par restriction ~ux S , 
n 

les structures dlextension sur les A &~° = A ° d~finies par (7.1.1). 
n n 

7.2.6. II r~sulte d'autre part imm~diatement de 7.2.1 que le Groupe 

de Raynaud A~ , ainsi que la suite exacte (7.2.5), dependent foncto- 

riellement de A (satisfaisant aux conditions envisag~es), et que leur 

formation commute ~ tout changement de base S ~ > S associE ~ un 

homomorphisme d'anneaux topologiques adiques V ~ V ~ . 

7.3. Consid~rons maintenant, pour un nombre premier fixE 6, le 

pro-6-groupe T6(A°). Identifiant un schema fini sur S avee le schema 

formel correspondant, et d~finissant la "partle fixe" T~(AO) f comme 
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d'habitude, on trouve un isomorphisme comme (5.1.5) 

(7.3.1) T$(A°) f ~ Tg(A °) , 

et d~finissant la "pattie torique" con~ne dans (5.1.6) 

(7.3.2) T~(A°) t = T~(T) -~-~ T~(T) C T~(A°) f N T~(~o) , 

on trouve aussitOt, pour la "partie @b~lienne", un isomorphisme 

T~(AO)ab dfn (Ao)f/T~(Ao)t .~  (7.3.3) = Tg T~(~) 

On n'a pas encore ici utilis4 l'hypoth~se que Best alg~bri- 

sable, hypoth~se qui nous a permis de construire le sch4ma ab61ien B 

et l'extension de Raynaud de B par T. Comme on a ~videmment un isomor- 

phisme canonique (cas particulier de (7.3.1) appliqu4 au schema ab~lien 

B I) T~(B) ~ T$(B), l'isomorphisme (7.3.3) nous donne aussi : 

_ z.o, ab 
(7.3.4) Tg,A ] ~ T6(B) 

Notons ausai~ an passant, que (7.2.3) ~t (7.3.1) impliquent 

aussi un isomorphisme eanonique 

_ ,.o~f Ti(A # o) (7.3.5) 'i~n , 

compte tenu que le deuxi~me membre est d4j~ un gro_~pe pro-fini, i.e. 

identique ~ sa pattie fixe. La suite exacte canonique 

(7.3.6) 0 > T6(A°) t ---> T6(A°) f .... > T6(B) ~ O , 

qui peut en tout ~tat de cause(sans hypoth~se dtalgSbrisabilit4 sur 

B) s~interpr~tercomme la suite exacte ddduite par application du 

foncteur Tg de la suite exacte 

0 >T >~o>~ ........ >0 , 
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peut aussi ~tre consid4r4e comme d~duite par application du foncteur 

T 6 de la suite exaete canonique de sch4mas en groupes ordinaires 

0 > T ~  #~ ° > B -,> 0 

7.4. Supposons maintenant donn4 un deuxi~me sch4ma en groupesA' sur S, 

satisfaisant aux m~mes hypotheses que G, et supposons A, A' ~ fibres 

connexes. Soit W une biextension de (A,A') par ~mS" On en d4duit done 

un aecouplement (Vlll 2.2) 

(7.4.1) Ti(A) × T6(A') > T£(~mS) = m6(1) 

et par restriction aux parties fixes un accouplement 

(7.4.2) T6(A) f × T£(A') f = T£(G) X T£(G') > ~6(I) , 

qulon peut aussi interpreter cormne l'accouplement d4fini par Is 

^ 
biextension Q de (~,A') par ~mS d~duite de W par compl4tion (en 

d~finissant ici, pour simplifier, une biextension de sch4mas en groupes 

formels comme une famille coh4rente de biextensions Wn des (An,A ~) 

par ~mS )" Or on sait (Vlll 3.5) que W provient d'une biextension 
n 

n ab 
W de (Bn,B n) (o~ B' est la partie ab41ienne de G') de sorte que 

n n n * 

(7.4.2) se factorise en 

(7.4.3) T6(A) ab × Tg(A')ab = T6(B) X T6(~') > ~6(i) , 

qui est aussi l'accouplement d4fini par la biextension 

Qab = (W ab) 
n 

^ 

de (B,B') par ~mS " Lorsque B, B' sont alg~brisables, de sorte qu'on 
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dispose de schemas ab~liens B,B' sur S, alors en vertu de EGA IV 5.1.4 

Oab provient d'une biextension, d~finie ~ isomorphisme unique pros, 

W ab de (B,B') par ~mS ' 

et l'accouplement correspondant 

(7.4.4) Tg(B) X T6(B') ~ r£(~mS) 

est eanoniquement isomorphe ~ (7.4.3). 

D~signsnt par DB I le schema ab~lien dual de B', W ab d~finit 

un homomorphisme 

(7.4.5) u : B > D(B') , 

dont les propri~t~s refl~tent celles des accouplements (7.4.4) i.e. 

(7.4.3). On volt par exemple que l'accouplement (7.4.3) est une 

dualit~ parfaite en un point t E S si et seulement si u t : Bt---> D(B') t 

est une isog~nie dont le noyau est de rang premier ~ £ . Comme ceci 

implique que u lui-m@me est une isog~nie (S ~tant local donc connexe), 

et que Ker u est plat et fini sur S, donc que Ker u a m~me rang en 

tout point, on voit que la condition qu'on vient d'envisager eat 

ind~pendante du point choisi t. 

7.4.6. Ceci ach~ve de prouver en particulier 5.4, puisque sous les 

conditions de ce th~or~me (o~ on peut supposer S complet), sppliquant 

ce qui precede ~ A Oet A'°~ on a ~tabli que l'accouplement (7,4.3) 

est pour tout £ une dualit~ parfaite au point g~n~rique ~, de sorte 

qu'il en est de m~me au point s. 
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7.4.7. On volt de m~me par les considerations pr~c~dentes que le 

th~or~me d'orthogonalit~ 5~2 devient clair~ sans recours au lemme 

5.2.4. En effet, nous svons ~tabli en cours de~route dans 7.4 que 

l'accouplement (5.2.3.1)=(7.4.2) s'annule sur les parties toriques 

de part et dtautre, donc se factorise en un accouplement (7.4.3), 

dont il reste ~ ~tablir qutil est s~par~ sur les fibrp8 $~n~riques 

des pro-groupes envisag~sj sschsnt qu'il l'est sur les fibres sp~ciales. 

Cela provient en effet du fair que si (7.4.5) induit une isog~nie 

sur les fibres sp~ciales, c'est une isog~nie. 

7.4.8. Revenons aux conditions g~n~rales de 7.4, et supposons donn~ 

un ouvert U ~ S-So, tel que A U et ~ soient des schemas ab~liens, 

duals itun de l'autre par la biextension W U . Consid~rons les restric- 

tions ~ U de la suite exacte (7.3.6) et de la suite exaete analogue 

relative ~ A', de sorte qu'on trouve sur les pro-6-groupes de 

Barsotti-Tate T6(A U) et T6(A~) des filtrations canoniques 

(7.4.9) I T~(AU) ~ T£(Au)f ~ T~(Au)t ~ 0 

o 

Ceci pos~, je dis q=e ces deux filtrations sont dusles l'une de l'autre , 

relativement ~ l'accouplement (7.4.1) (qui est ici une duslit~ parfaite 

(VIII 3.2)), i.e. qu'on a encore la relation (5.2.2) et la relation 

sym~trique (avec AK, A ~ remplac~s par A U et AS). On a vu d'ailleurs 

ci-dessus que cet ~nonc~ d~orthogonalit~ revient aussi ~ dire que 
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la biextension W ab de (B,B') par %S est une dualit~ parfaite sur U 

(ou ce qui revient au m~me si U est dense dans S, sur ~). C'est une 

propri~t~ qu'il suffit de v~rifier en tout point ~ de W, et alors 

llargument habituel nous famine au cas oR S est un ,;.~i~:it de point 

g~n~rique ~ , qui est d~j~ connu. 

La relation d'orthogonalit~ nous permet dlautre part d'~tendre 

au cas present les formules (5.5.7), (5.5.8) et (5.5.9), o0 on rem- 

place l'op4ration de restriction au point g4n~rique ~ par celle de 

restriction ~ l'ouvert U ; par suite~ 5.6 s~tend 4galement au cas 

present. Nous nous dispensons de r4~crire ici les formules et l'4nonc~ 

pr4c~dents dans le contexte pr4sent. 

R4sumons, du point de rue des modules de N4ron~ les r4sultats 

obtenus eoneernant les parties ab41iennes et leurs aceouplements : 

Proposition 7.5. Soit Sun trait c0mplet , d,,@, 9q;ps de fonctions K. A 

tout schema ab~lien A K sur K @z@nt une~E~duction semi-stable sur S, 

le proc~d~ de 7.l, appliqu~ A la composante neutre du module de N4ron A, 

de ~< permet de d~finir l aa pattie ab~llenne B = A ab de celui-ci, qui 

est un schema ab41ien sur S, d44pendant fonctoriellement de A K . Pour 

tout autre sch4ma ab41ien ~ ~ r4duqtion semi-stable, on peut ~ route 

correspondance divisorielle W K sur (AK,~), associer une correspondance 

divisorielle unique W ab sur (Aab,A'ab), telle que pour tout entier 

n ~ O, W ab air comme image inverse par A ° . > B = A °ab 
n ......... n n n ' 

A '° > B' = A '°ab la biextension W de (A°,A '°) d4duite de W p~r 
n n n n -- n n 

r4duction, . . . . . . . .  oR West le prolon~ement canonique (1.4) __de WK --~ (A°'A'°)" 
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La formation de W ab est compatible avec la formation d'ima~es inverses 

de correspondances par des mgrphismes de sch#mas ab~liens AK ) AK ' 

A~ ~ A~ . SiW K @st une dualit~ parfaite, il enest de m~me de 

W ab. SiW K est la correspondance divlsorielle de (AK,A K) associ4e 

une polarisation de AK, alors W ab e st associ4 ~ une polarisation de A ab. 

Ltassertion de compatibilit~ de la formation des W ab ayes 

les images inverses est trivlale, grace ~ la caract~risation indiqu~e 

des W ab. Le compl~ment relatif aux polarisations a 4t4 vu dans 7.1.~ 

en m~me temps que Is d~monstration de l'alg~brisabilit4 de B. 

7.6. Supposons toujours que S est un trait complet, A ~tant le module 

de N~ron d'un schema ab41ien A K sur K. On pose alors 

(7.6.1) AK~ = (A~)K ' 

ot~ A @ est le sch4ms de Raynaud (7.2.2), extension successive du Groupe 

flni ~tale ~ par le sch4ma ab~lien B par le tore T. Donc ~est 

lul-m~me extension de ~K par ~ o = A~O K = AO~K, qui est extension 

du sch4ma ab~lien B K par le tore T K . Pour tout nombre ~remler i , 

on a en vertu de (7.3.5) et (7.3.2) : 

(7.6.2) T~(AK~ ) = T~(AK ~ o) = T6(AK)f , T~(TK) .~ T6(~()t 

7.6.3. On notera qu'en vertu de 3.3, la formation de AK~ o commute 

tout changement de base pour un morphisme de traits complets S' --> S. 
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8. L'extension de Raynaud AK~° dabs le cas non semi-stable, et le 

ind-Kroupe ~K ~ 

8.1. Supposons toujours le trait S complet, mais ne supposons plus 

n~cessairement que A K ait une r~duction semi-stable. Soit comme d'habi- 

tude K' une extension galoisienne finie de K telle que AKe ait une 

r~duction semi-stable par rapport au normalis~ S' de S dans K'. Consi- 

d4rons l'extension de Raynaud AK~ associ~e ~ f~, (7.6.1). II est clair 

que le groupe de Galois de K'/K op~re par transport de structure sur 

ce schema en groupes, dlo~ par descente galoisienne un schema en 

groupes sur K, soit A ~ , qui d~pend du choix de l'extension K' 
K,K ' " 

Cependant sa composante neutre n'en d~pend pas ~ isomorphisme canonique 

pros grace ~ 7.6.3, et on la notera simplement AK~ o. On volt par 

descente que AK~ o est une extension 

(8.1.1) 0 > T K > AK~° ~ B K > 0 , 

o~ T K est un tore et B K un schema ab~lien sur K. De m~me, en vertu de 

la d~finition des parties essentiellement fixe et essentiellement torique 

de T~(A K) (4.1 et 6.5), les isomorphismes (7.6.2) donnent des isomor- 

phismes canoniques 

(8.1.2) T~(~) ~ T~(AK)ef , r~(r K) "~ T~(fiK )et , 

d~o~ par passage au quotient 

(8.1.3) Tg(B K) ~ T6(#2i)ef/T6(AK )et 

414 



- 97 - IX 

Ceci d~termlne done deux des quotients Intervenant dans la filtration 

(8.1.4) T~(A K) ~ T~(AK)ef D T~(AK)et 0 

en termes de l'extension de schemas en groupes (8.1.1). Pour d~terminer 

quotient TI(AK)/T6(AK )ef, on not~ qu'en vertu le trolsi~me de (6.5.2) 

on a un isomorphisme canonlque 

(8.1.5) T~(AK)/T~(AK )el = D(T~(A~) et) , 

o~ D = Hom( - , T~(~m)) d~slgne le dual de Cartier (au sens des pro-groupes 

de Baraotti-Tate), et o~ ~ d4signe le schema ab41ien dual de ~( . Consi- 

d6rons alors la suite exacte du type (8.1.1) 

, > A~ ~° , (8.i.6) 0 > T K' > B K > 0 

associ4e au sch4ma ab~lien ~ sur K, et les isomorphismes du type (8.I.2) 

correspondants, la formule (8.1.5) nous donne done 

(8.1.7) T6(#~)/TI(AK) ef "~ D(T&(T~)) ---~ P~K®==6 

off on a pos4 (en g~ngralisant les notations introduites dana (5.5.2)) : 

(8.I.8) ~ = D(T~) , ~ = D(TK) , 

et o~ maintenant D d4signe le dual de Cartier Hom( - , ~mK ) au sens des 

schemas en groupes ordinaires. Ainsi ~K et ~ sont des Groupes constants 

tordus sur K, qul sur K ~ deviennent constants et isomorphes ~ des groupes 

de la forme ~r (r=dlm T = dim T'). 
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8.2. Les conditions sont celles de 8.1. II est clair que l'extension 

(8.1.1) d~pend fonctoriel!ement du schema ab~lien AK, et que sa for- 

mation commute ~ tout morphisme de trait ~---> S. Choisissant une 

polarisation de ~(, d'o~ une isog~nie AK----> AK,, on en d~duit un 

homomorphisme de (8.1.1) dans (8.i.6), dont on volt aussitOt (en 

regardant les T6) que c'est une isog~nie terme ~ terme. De m~me, 

utilisant 7.5 et la descente, on voit que toute biextension par ~n~ 

de schemas ab~liens AK, ~ sur K d~finit une biextension de (BK,~ K) 

par ~mK ' o~i B K , ~K d~signent les quotients ab~liens des extensions 

de R~ynaud qui correspondent ~ A K et ~ AK respectivement ; lorsque 

West une dualit~ parfaite, il en est de m~me de la biextension corres- 

pondante de (BK~BK). En particulier, avee les notations de 7.6, les 

' sont canoniquement duals l'un de l'autre. schemas ab~liens B K et B K 

La correspondance entre biextensions sur (AK,~ i) et biextensions sur 

(BK, ~K ) a des propri~t&s de fonctorislit~ ~videntes pour AK,~( variables, 

qui se d~duisent par descente des propri~t~s analogues ~nonc~es dans 

7.5~ et dont nous laissons l'~nonc~ au lecteur. Nous laissons ~galement 

su lecteur la compatibilit~ de l'application pr~c~dente avec tout 

changement de traits ~----> S. 

8.3. Revenons au groupe 7~4~' ' et ~tudions sa variance en K'. Ii est 

clair que deux extensions isomorphes K', Ki de K' donnent des groupes 

canoniquement isomorphes, de sorte qu'on peut se borner aux sous-extensions 

K' de is clSture s~parable ~ de K. Si alors K' C ~' sont deux telles 

sous-extensions galoisiennes finies de K, il r~sulte aussitOt de 3.3 
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que iron a une in~mersion ouverte canonlque 

(8.3.1) , 7 A K , , 

permettant d'identifier le premier groupe ~ un sous-groupe ouvert du 

deuxi~me. Pour K' variable, on voit que les "%~K' forment ainsi un 

syst~me inductif de groupes lisses de type fini sur K, ~ morphismes 

de transition des immersions ouvertes. Si on pose 

~ IA @o (8.3.2) ~K,K' = "~K,K'" K,K' ' 

les ~K,KI eux-mames forment done un syst~me inductif de groupes finis 

~tales sur K, qui sera ~tudi~ plus en d~tail plus bas. 

Nous poserons 

K---:' 
la limite ~tant prise darts la cat~gorie des faisceaux fppf sur K. Cor~ne 

les morphismes de transition dans le syst~me inductif envisag~ dans 

des immersions ouvertes, il est d'ailleurs clair que cette limite est 

en fair repr4sentable par un sch4ma en groupes (en g~n~ral non quasi- 

compact) sur K~ que nous d~signerons eormue de ~uste par !e mame symbole 

. notera qulon a, pour c e e n  groupes On sch4ma 

(8.3.4) A~° = AI~ °, ~ / ~ ° ~ lim ~ , ~(,~ K,K 

Ce dernier groupe sera d~termin~ dans iI.IC : il est c~noniquement 

isomorphe ~ ~/~ (avec la notation (8.1.8)), 
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9. D~finition de l'accouplementfle mongdromieM£@M~---~6S . 

9.1. Dans le pr4sent num4ro on suppose S hens41ien, et qua A K ait 

r4duction semi-stable sur S, ou ce qui revient au m~me, que ~ ait 

r4duction semi-stable sur S (3.5.1). On dispose alors sur S de deux 

-Modules constants tordus Met M' (5.5.2), qui sur un rev~tement fini 

fitale convanable de S (donc sur S lul-m~me si S est strictement local 

i.e. si k est sfiparablement clos) se d~ploient en des groupes consta=ts 

de valeur M rasp. M' isomorphes (non canonlquement) ~ ~r r ~tant 

la dimension conmaune des tores maximaux de A ° et de Amo' Nous allons 

considdrer, pour tout nombre premier 6, les faisceaux L-adiques corres- 

pondants 

dont la signification g~om~trique est explicit6e par le6 

formulas (5.5.7) et (5.5.8). Dans le prfisent num4ro, nous allons 

d~finir un sccouplement eanonique (dit "aceoup!ement de monodromie") 

(9.1.2) u~ : ~ ® ~ > =6 , 

qui sera d~fini en termes des pro-6-groupes de Barsotti-Tate Ti(A °) et 

T£(A'°), et m~me de la fibre g4n~rique Ti(A}~<) du premier de ces groupes 

(sous r~serve, lorsque i=p, de disposer du th4or~me de Tare [33, th.4], 

i.e. pour l~instant qu'on soit alors dans le cas d~in4gales caract~ris- 

tiques). Lorsque i # p, il revient au mame de dire qua l'accouplement 

(9.1.2) est d~crit en termes du ~-module galoisien 

(9.1.3) U = T£(AK)(i) = 
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envisagfi dans (2.5.3), et plus pr~cis~ment, nous verrons que sa eonnais- 

sance ~quivsut essentiellement ~ celle de Itsction du groupe de monodro- 

mle I sur U. 

9.2. Cas ~ # p . Pla~ons nous donc d'abord dans le cas, plus simple, 

off 6 # p~ en reprenent alors les notations introduites dens (2.5.3). 

Notons qu'~ torsion pros, la relation V = U ! signifie aussi que V I 

est le module engendr~ par les ~l~ments gx - x (u E U, g E I), et qu'on 

8 en tous c~s 

(9.2.1) gx - x q V pour x E U, g E ! 

On a donc, pour g ~ I : 

(9.2.2) gx = x + u(g).x , 

off g ~-> u(g) est un homomorphisme de U dans V L qui sVannule sur V = U I, 

ou ce qui revient au m~me 

(9.2.3) u E Hom(TI/V , V ~) ~ (U/V) ® 

Dens le ces envisag~ de la r~duction semi-stable~ i.e. quand on a 

V IC V, la formule (9.2.2) exprime que l'op~ration g dens U est une 

transvection parall~le ~ V ± = W~ et la composition de ces transveetions 

nlest autre que l'addition des homomorphismes u correspondents (9.2.3). 

Doric itop~ration du groupe d'inertie I sur U slexplicite entifirement 

alors par un homomorphlsme de groupes 

(9.2.4) I > (U/V) v ® V i 
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Or par le th~or~me d'orthogonmlit ~ _ sppliqu4 a la fois pour A K et A~ on a 

Vl v = w , (u/v) ---~ w'(-l) , 

o~ W' eat la pattie torique de U'=TL(A'(K)) , et o~ le (-I) d~signe le 

twist de Tare. D'autre part, l'homomorphisme (9.2.4) se factorise par 

l(g) ~ ~6(I), de sorte qua l'homomorphisme (9.2.4) peut s'interpr~ter 

cormne un homomorphlame canonique 

(9.2.5) u: ~(i) > U'~W(-I) 

ou encore connne un 414sent 

(9.2.6) u ~ W' ® W (-2) 

Se rappelant de Is d4finition de Wet de W', comma les groupes de points 

valeurs dana K des deux faisceaux ~-sdiquea constants tordus T6(A°)t 

et T6(A'°)t , dont les fibres sp~ciales sont respectivement T6(T o) et 

T6(T;) , on trouve les isomorphismes canoniques 

~W_~.~ T6(To)(~)) N M ® mZ(1) 

(9.2.7) 

I 
tW' ~ TL(To(~)) ~ M' ® ~L(1) , 

Met M' d~algnant les groupes des caract~rea relativement A k de T 
O 

de T t respectlvement : 
o 

et 

(9.2.8) T = D(M) , T' = D(M') 
O O 

Par suite, l'~14ment u de (9.2.6), qui exprime l'op~ration du groupe 

d'inertie I sur le module de Tate U de ~, , a'interpr~te comme un ~l~ment 
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%' v 

eanonique de (M'®2Z M)® ~6 ' d'ailleurs invariant par ~o--'~/I-Gal(~/k), 

puisque par d~finition il est invarisnt par trsnsport de structure : 

(9.2.9) 

C'est (~ la notation u au lleu de u6 pros) l'414ment (9.1.2) que nous 

voulions d4finir. 

Pour ddflnir (9.1.2) dans le cas g~n4ral, nous aurons besoin de 

quelques prdllminaires, que nous allons d~velopper dans les deux sections 

suivantes . 

9.3. Extensigns panach~es. 

Soient ~une ¢at~gorie ab~lienne, et 

(9.3.1) P, R, Q 

trois obJets de C. On s'Int~resse ~ la classification des objets X de C_, 

munie d'une filtration en trois crans 

(~) X°=X D X I ~ X 2 ~ X 3 = 0 , 

avec des isomorphismes donnds 

X°/X 1 N > P , XI/x 2 ~ ~R, X2/X 3 = X 2 ~> Q 

Posant 

E = X°/X 2 , F = XI/x 3 = X I , 

on voit que X donne naissance ~ deux extensions ordinaires 

(9.3.2) 0 > P ~ ~ F > R---> O , 0 ----> R----> E > Q > 0 , 

de R par Pet de Q par R respectivement. Notre point de vue sera ici 
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de partir, en plus des objets (9.3.1), de structures d'extensions (9.3.2) 

suppos4es 4galement donn4es, et de eonsld4rer les structures filtr4es 

trois crans X correspondantes. De fa~on pr4cise, nous appelerons 

extension panach~e de l'extension E par l'extension Fun objet X de 

~, muni d'une filtration ~ trois crans (~), et d'isomorphismes donn~s 

(9.3.3) E N X°/X2 , F---~ XI/x 3 = X I , 

compatibles aux filtrations i.e. transformant respectivement XI/x 2 en 

Im(R----> E) et X 2 en Im(P,F),et tels enfln que l'isomorphisme 

R ~ F/P ( -~-~ XI/x 2) d~duit de (9.3.3) soit ~gal ~ celui d4duit de la 

premiere suite exacte (9.3.2). Pour P,Q,R et les extensions E et F 

fix~es, les extensions panach~es de E par F forment une cat4gorie de 

faqon 4vidente, qui est en fair un groupoTde (toute fl~che y est in- 

versible). Le groupe des automorphismes d'une extension panach4e X 

de E par F est isomorphe canoniquement au groupe Hom(Q,P),grNce ~ l'iso- 

morphisme 

(9.3.4) Hom(Q,P) ~ > AUtextpan(X) , u~> id x + ~ , 

o~ ~ est l'endomorphisme de l'objet de C sous-jacent ~ X compos4 de 

X .... > Q u > P---> X, o~ les fl~ehes extremes sont l'~pimorphisme canonlque 

resp. le monomorphisme canonique provenant de la structure d'extension 

panach4e donn4e sur X. 

Ii y aurait lieu de pr~ciser les structures de la cat~gorie 

EXTPAN(E,F) des extensions panach4es de E par F, en consid~rant celle-ci 

comme un"torseur" sous Is "cat~gorie-groupe" (VII 2.5) EXT(Q,P) des 
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extensions de Q par P, ~ l~side d'un foncteur nsturel (analogue ~ la 

composition de Brauer des extensions ordinsires) 

(9.3.5) ~ : EXT(Q,P) X EXTPAN(E,F) > EXTPAN(E,F), w(G,X) = C, AX , 

qui est tel que pour tout objet X de EXTPAN(E,F), le foncteur partiel 

G--~ GAX est une ~quivalence de EXT(Q,P) dans Ff~-I~A~(E,F). Contentons-nous 

de donner la description sommaire du foncteur w . Pour ceci, regardons 

une extension panach~e X de E par F comme d~finissant une extension 

ordinaire (~galement notre X) de Q par F (consid~r~ co,he objet de ~), 

et pour route extension G de Q par P, d~signons par ~ l'extension de Q 

par F qulelle d~finit, grace ~ l'inclusion P > F. On pose alors 

(9.3.6) GAX = w(G,X) d~n TAX , 

o0 le signe A d~signe le composition de Brauer dans Is cat~gorie des 

extensions de Q par F. La filtration en trois crans du deuxi~me membre 

X' de (9.3.6) est clsire, ainsi que le deuxi~me des isomorphismes du 

type (9.3.3) associ~ ~ X I ; pour d~finir le premier isomorphisme du 

type (9.3.3) pour X', on note que le foncteur Y ~ > ~, EXT(Q,F) > EXT(Q,R) 

d~duit du morphisme donn~ F > R (9.3.2) est compatible avec la compo- 

sition de Brauer, donc transforme X fen un ~' canoniquement isomorphe 

GAX . Or le premier isomorphisme (9.3°3) nous donne un isomorphisme 

X ~ F~ tandis qu'il est clair qu'on a un isomorphisme canonique de 

G = (extension d~duite de g par le compos~ P > F > R) avec l'extension 

triviaie, puisque le compos~ envisage P ~ Rest nul. IIen r~sulte un 

isomorphisme canonique X~ ~ F, ce qui precise la structure d'extension 
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panach~e de E par F sur le deuxi~me membre de (9.3.6). Nous laissons 

au leeteur le soin de d4finir ~ sur les fl~ches de EXT(Q,P) X EXTPAN(E,F), 

de v4rifier que le foncteur (9.3.5) a bien la propri4t4 annonc~e, savoir 

que pour toute extension panach~e fix~e X~ le foncteur G ~ > CAX est 

une ~quivalence de EXT(Q,P) avec EXTPAN(E,F), et de prouver la formule 

d'associativit4 

(9.3.7) G IA (G 2AX) ~ (G IAG2)Ax , 

o~ G 1 AG 2 d4signe la composition de Brauer dans EXT(Q,P). 

De ce qui pr4c~de, on d4duit aussit~t les parties a) et b) de la 

proposition 9.3.8. Etant donn~ deux extensions E at F (9.3.2) dans 

l.a cat4$orie ab41ienne ~, on con sid~re la cat4$orie LXTPAN(E,F) des 

extensions panach~es de E pa__[r F. On a alors ce qui suit : 

a) EXTPAN(E,F) est un groupoYde. Pour tout objet de celui-ci, 

..... le ~rou~e des automorphis~es . . . . . . .  est canoniquement isomorphe 

Ext°(Q,P) = Hom(Q,P). 

b) L'ensemble E~tpan(E,F) des classes ~ isomorphisme pros 

d'objets de EXTPAN(E,F) est vide, ou est de fa~on naturelle un torseur 

sous le groupe ExtI(Q,P). 

c) On peut de fa~on canonique d4finir u ne elasse 

(9.3.9) c(E,F) E Ext2(Q,P) , 

dont l'annulation est n4cessaire et suffisante pour que l'on ait 

Extpan(E,F) # ~ , ~'!" ~our qu'il existe une extension panach4e de E P@r F. 
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II reste ~ prouver d). Pour ceci on note qu'une extension 

panach4e de E par F peut aussi ~tre d~crit comma une extension X de E 

par P, munie d'un isomorphisme d~extensions de R psr P 

X I ---~ F 

o~ X 1 d~signe l~image de l'extension X par le morphisme R---~ E donn4 

dans (9.3,2). II existe done une telle extension panach~e si et seulement 

siil existe un ~l~ment de Extl(E,P) donc Itimage dans ExtI(R,P) est 

la elasse ~ de l'extension F. Consid~rant alors la suite exacte des 

Extl( - ,P) associ~e & la deuxi&me suite exacte (9.3.2) : 

.... ----> ExtI(E,P) ---> Extl(R,p)~ > Ext2(R,Q) .... 

il suffit de d4finir c(E,F) par la formule 

(9.3.10) c(E,F) = ~ , o5 ~ = c6(F) £ ExtI(R,P) 

Supposons maintenant que nous ayons un foncteur exact 

(9.3.11) r : C => C' 

o~ C ~ est une deuxi~me cat4gorie ab~lienne. D4si~nons par P' Qt,RI,Et,Ft 

les objets de ~' d4duits de P,Q,R,E,F en eppliquant le foncteur r, de 

sorte qua E' est une extension de Q' par R t, et F ~ une extension de R t 

par P'. II est alors clair qu'on a eommutativit4 A isomorphisme canonique 

pros dans le diagramme de foncteurs 

(9.3.12) 

EXT(Q,P) X EXTPAN(E,F) il) 

t 
EXT(~.~P:) × F.XTPAN(E' ,F '  ) ~ 

; EXTPAN(E, F) 

~- EXTPAI, I(EI F v) 
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o~ lea fl~¢hes verticalea d~signent les foncteurs ~vidents induits par 

le foncteur exact r, et o~ w' est la fl~ehe analogue ~ w (9.3.5), avec 

C rempl~c~ par C'. On en d~duit des compatibilit~s analogues des struc- 

tures envis~g~es dana 9.3.8 avec le foncteur r, que nous laissons au 

soin du lecteur ~ expliciter. 

Nous utiliserons la cons4guenee sulvante de eette ¢ormuutstivit@. 

Supposona que EXTPAN(E,F) ne soit pas vide, et choisissons alors un 

objet X darts EXTPAN(E,F). Alors grace A G' : > G'AX' (o~ X'=r(X)), la 

cat4gorie EXTPAN(E',F') est ~quivalente ~ Is cat4gorie EXT(Q',P'), donc 

un 414ment Y' de EXTPAN(E',F') est connu ~ isomorphisme pros quand on 

connalt is classe d'isomorphie de l'~14ment correspondant de EXT(Q',P'), 

i.e. quand on connalt l'~14ment correspondant de ExtI(Q',P'), solt 

Cx(Y') E ExtI(Q',P ') 

Lorsqu'on remplace X par un autre objet X I = HAX, oQ Hest une extension 

de Q par P, on volt aussitSt que l'on obtient 

CxI(Y') = Cx(Y) - cI(H') , 

O grace ~ la formule d'associativit~ (~.3.7~. Par suite) pour Y' fix~, 

et X variable, les Cx(Y') parcourent exactement une classe 

(9.3.13) c(Y') 6 ExtI(Q',P')/ Im ExtI(Q,P) ) 

qui est done canoniquement associ4e h l'extension panach4e Y' de E' 

par F'. Par construction, sa nullit~ est n~cessaire et suffisante pour 

que l'extenaion panach4e Y' soit isomorphe ~ la transform~e par r d'une 

extension panach4e X de E par F. 
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9.4. Soient Sun trait hens~lien, de point g4n~rique ~, nun entier 

> O, A = ~ /n~, ~ la eat4gorie des A-Modules sur S (pour le site 

fppf sur S, ef. VIII 0.2), ~' la cat4gorie des A-Modules sur ~ . 

Soient P,RpQ des obJets de ~, et E,F des extensions de Q par R et 

de R par P respectivement (9.3.2). On suppose que Q est un Module 

localement libre de type fini sur AS, et que P solt repr4sentable 

par un groupe de type multiplicatlf fini sur S (SGA 3 IX)j done 

qu'il suit de la forme 

p = D ( Q ~ )  

o~ D ~ l~om( -, GmS) d4signe la duallt4 de Cartier. On consid~re les res- 

trictions de P,R,Q,E~F ~ ~, soient P , R .... , et on suppose donn4e 

une extension panaeh~e (9.3) X de E par F , Sous ces conditions~ nous 

allons d~finir canoniquement un accouplement 

(9.4.1) c(X ) : Q e A Q~ ~ A S (A = ~ /n~ ) 

Pour ceci, s upposons d'abord S s trictement local, de sorte que Q et Q~ 

soQt eunsta~ft~, soient Q = Qos ' Q~ = Q~OS' et la donn4e de (9.4.1) 

revient ~ ¢elle d'un ~14ment 

w v 
(9.4.2) c(X ) 6 Qo ® Q~ ' 

o~ le signe v d4signe le dual ordinaire Hum( - , A). Pour ceci, nous 

appliquons les considerations de9.3, en prenant pour r: ~ >~' le 

foncteur restriction. Notons d'abord qu'il existe une extension psnach4e 

de E par F : en effet, l'obstruction h l'existence d'une telle extension 

9 
se trouve dans Ext~(Q,P) (9.3.8 c)), et il suffit de prouver qu'on s 

Ext2(Q,P) = O 
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Ceci est un cas particulier du 

Lemme 9.4.3. Sous les conditions pr~e~de~tes , avec S strictement local, 

on a des isomor~hismes 

a) EXtAi(Q,p) ~ Hi ~ Ai p ) i v (S,Q~P) , Ext (Q~, "~ H (~,q @ P) , 

d'autre part on a un isomorphisme canonique 

./ 

b) Q~P ~ D(Q.~Q~) 

enfin, Pour tout groupe constant fini H = HoS sur S, on a 

c) Hi(s,D(H) " HI(N,D(H)) = 0 pour i ~ 2 , 

et des ispmorphismes canoniques 

, HI(~,D(H ~ ~ , = d) HI(s,D(H)) ~ G(S)®~o o ~ o o = v~ ) )  -=~ ~m(~) ~ K~ 

9~ le signe V d~signe ici Hom( - , Q/~ ). 

Les formules a) et b) r6sultent trivialement du fai~ que Q 

est un As-MOdule localement libre de type fini. Pour prouver c), on 

est ~vide~m~lent ramen~ a u  cas o'~ H = ZZ /m~ i.e. D(H) =~m ' et alors 
0 

la suite exacte de cohomo!ogie associ4e ~ is suite exacte de Kurmner 

m.id 

nous ram~ne ~ prouver les formules 

Hi(S,~m ) = Hi(r~ra) = 0 pour i ~ i . 

Les H i sont ~gaux aux H~ti calcul~s pour le site ~tale [ 6 , th. 11.7], 

ils sont donc nuls pour S puisque S est strictement local. Le fait 

qu'ils sont nuls aussi pour ~ est un fair bien connu [ 6 , th. i.I]. 
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Reste ~ d4crire des isomorphismes d). En fait, sur une base 

quelconque U, on a un homomorphisme canonique 

v HI(u,D(Hou)) (9.4.3.1) ~ (U) ® H ---> 
m o 

qu'on d~crit, lorsque H est annul4 par l'entier m z 0, ~ l~aide de 
O 

l'homomorphisme cobord %(U) - ~ > }l~(U,i~m ) associ~ ~ la suite exacte 

de Kummer, en prenant le composd 

w v ,~ 
(U) ® H ' '> HI(u ,~m ) ® H ° > HI(u,~/m~H o ) ~III(u, D(Hos)) 

ra O 

off l a  deuxi~me fl~che se d~duit de l'homomorphisme 4vident 

H ° > HOm~m, ~m~H o), et la troisi~me est un cas particulier de b) 

(o5 on remplace n par m). Nous laissons au lecteur le soin de v4rifier 

que (9.4.3.1) ne d~pend pas du choix de l'entier m tel que m}l = 0 . 
O 

D'autre part je dis que l'homomorphisme (9.4.3.1) est toujours injectif, 

et que son conoyau est nul si Pic(U) = O. (En falt, !e conoyau est 

toujours isomorphe ~ Hom(H ,Pic(U)), mais peu importe ici.) Pour voir 
o 

ceci, on est ramen~ en effet au cas o~ H est de la forme ~ /n~, et 
o 

~lors l'assertion r~sulte aussit~t de la suite exacte de cohomologie 

associ~e ~ la suite exacte de Kummer (~) ci-dessus. Ceci prouve la 

formule ~ ~, On en conclut aussit~t : 

Corollaire 9.4.4. Avec les notations de 9.4.3 o D ~ un is°m°rphlsm~ 

canonique 

v 
• / ~, \ e7 HI~,D(h, , // Im HI(s,D(H) ~ H , 

~ o 

d,'pfi ( e n  c o m b i n e n t  a v e c  a )  e t  b ) )  un  i s o m o r p h i s m e  c , , a p o n i q u e  

~ v 
(9.4.5) ExtI(Q~,P )/Im ExtI(Q,P) -~ Qo~Q~ 
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Revenant ~ la ddfinition de (9.4.2) lorsque Sest strictement 

local, on note qua la relation Ext2(Q,P) = O implique la possibilit$ de 

dSfinir un ~l~ment canonique (9.3.13), o~ on prend pour Y' l'extension 

panach~e X donn~e de E psr F . La formula (9.4.5) permet d'identifier 

cat ~l~ment c(X ) gun ~l~ment de Qo~Q~, ce qui precise la d@finition 

de (9.4.2). On trouve de plus, en vertu des considerations ggn~rales 

de 9.3, que l~gl~ment en question s'interpr~te comme l'obstruction au 

Drolongement de X en une extension panach~e X de E par F. 

9.4.6. La d~finition de (9.4.1) dans le cas S hens~lien se ramona main- 

tenant irmngdiatement au cas strictement local, par descente galoisienne 

partir du hens~lis4 strict ~e S. 

Proposition 9.4.7. Les donn~es P,Q,R,E,F sont comma ci-dessu$, s auf 

qu!il est inutile de supposer le trait S hens~lien. On consid~re le 

foncteur 

(9.4.7.1) X~ > X 

de. la cat~gorie des extensions pan ech0es de E par F dana I a categoric 

des extensions panach~es de E ~ E F . Pour tout.@ extensi0n p anach~e X 

d..~ E p a r  F , on c o n s i d ~ r e  l ' a c c o u p l e m e n t  

(9.4.7.2) eo(X~) : Qo ® Q~ ~ As 

i__nd~&t par l'accouplement du type (9.4.1) d~fini sur le hens~lis~ S h d_~e S. 

Ceci pos~, le foncteur (9.4.7.1) est pleinement fiddle, et pour une 

e x.t.ension panach~e X de Z par F , X appartient ~ l'~nage essentielie 

de ee foncteur si et seulement si l'accouplement (9.4.7.2) eat nul. 
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9.4.7.3. Cat ~nonc~ garde un sans et reste valable lorsqu'on suppose 

seulement qua S est un schema noeth~rien r4gulier connexe de dimension i : 

au lieu d'un saul accouplement (9.4.7.2), il faut alors ¢onsid4rer un 

aceouplement Qs @ ~s : > As pour chaque point ferm~ s de S. C'est sous 

cette forme plus g~n~rale qu'il nous sera le plus commode de prouver 9.4.7. 

a) Pour toute extension panach4e X, l'application 

End(X) ~ End(X ) 

est biJective. Con1~e les deux membres sont respectivement les sections 

de Hom(P,Q) = D(Q~Q ~) sur set sur ~ , l'assertion provient du fair 

Rue S est normal et que D(Q~Q*) est fini sur S. De ceci r~sulte aussit0t 

qua si X et Y sont deux extensions panach4es, et si on salt d~j~ qu'elles 

sont isomorphes, alors 

Hom(X,Y) > Hom(X , Y ) 

est bijectif. 

b) Si X et Y sont deux extensions panach~es, tout isomorphisme 

X N, y provient d'un isomorphisme X ----> Y. Grace ~ a) la question 

est locale pour la topologie ~tale, ce qui nous permet de nous ramener 

au eas oh 8 est strictement local. ~is dans ce cas 9.4.3 nous montre 

que l'application 

Ext~(P,Q) > EXtA~ ~ , Q~) 

s'identifie ~ l'spplication 

v 

V*®H ~K*®H 
O O 
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qui est injective (puisque la suite exacte O---> V~ > K ~ ~ ~ ~ O 

est sclnd~e), done el!e est injective, ee qui implique (grace au set!re 

9.3) que si X et Y~ sont isomorphes, il enest de m~me de X et de Y. 

On gagne done par a). 

Evidemment a) et b) impliquent que le foneteur X~--mX est 
n 

pleinement fiddle. 

c) Soit X une extension panach~e sur ~, prouvons qu'elle 

se prolonge ~ S si et seulement si les aecouplements (9.4.6.2) sont 

nuls. Ici encore, l'unicit4 d4J~ prouv4e montre que la question est 

locale pour is topologie 4tale, ee qui nous ram~ne encore au cas S 

strietement local. Alors la conclusion est vraie par construction, 

¢ormne on avait signal4 juste avant 9.4.6. 

Ainsi la d~monstration de 9.4.7 est aehev~e. 

9.5. Supposons maintenant fix~ un nombre premier 6, des pro-~-groupes 

de Bar6otti-Tate sur S, 

(9.5.1) P = (P(n))n~ 0 , R = (R(n))n~ O , Q = (~(n))n~ 0 , 

et des extensions de pro-6-groupes de Barsotti-Tate 

(9.5.2) O ' > P ----> F ~ R > 0 , 0 ~ R .... > E .... > Q > O , 

d~finissant done pour tout entier n ~ O des extensions de A -Modules 
n 

o~ A = ~ /~n+l~ : 
n 

(9.5.3) O >P(n) ' > F(n) ~ R(n) ....... > O, O > R(n) ----> E(n)---> Q(n)---> O . 

Nous supposeroms Q de type ~tale et P de type multiplie~tif. Supposons 
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enfin donn4e sur ~ un ~:o-6-groupe de Bareotti-Tate X qui solt extension 

pansch~e de E par F , par quoi nous entendons qu'il est munl d'une 

filtration en trois crans (en rant que pro-5-groupe de Barsotti-Tate), 

dormant lieu ~ des extensions partlelles munies dtisomorphlsmes evec 

E et F respectivement. II slensult que pour tout n, X (n) est muni 

d'une structure d'extenslon panach4e de E(n) par F(n)D. Nous pOuvo~o 

lui faire correspondre slots un accouplement du type (9.4.1) : 

(9.5.4) c(X(n) ) : Q(n) ® Q*(n) > A = ~/Ln+l~ 
n * 

o~ les Q@(n) sont les groupes finis ~tsles sur S d~flnls par 

P(n) ~ D(Q@(n)) , i.e. Q*(n) = D(P(n)) , 

D d~signant encore la dualit4 de Cartier. Les Q~(n) forment un pro-6-groupe 

de fs~on ~vidente, soit Q*. Nous laissons au lecteur le soin de vdrifier 

que pour n variable, les homomorphlsmes (9.5.4) ddfinissent un homo- 

morphisme de syst~mes projectifs, i.e. un homomorphlsme de faisceaux 

6-adiques constants tordus aur S : 

( 9 ° 5 . 5 )  c(X ) : Q~Q~ .......... 

Signalons en passant le r~sultat suivant (qui ne sera pas utilis~ 

dans la suite) : 

Propositio n 9.5.6. Les donn~es P,Q,R,E,F sont les m~mes qu9 ci-dessus, 

sauf quill eSt inutile de supposer 19 trait S hens41ien. On consid~re 

le foncteur 

(9.5.6.1) X l > X 

de la cat4~orie des extensions panachdes de Barsotti-Tate de E par F 
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dans la eat4gorie des extensions pansch~es de E par F . Pour tout 

groupe de ~rootti-~ate extension panaqh4¢ X d__ee E ~0a~ F , on consi- 

d~!e l'accouplement correspondent 

( 9 . 5 . 6 . 2 ;  % ® ~ ~ =is ' 

induit par l'accouplement du type (9.5.5) d4flnl sur le hens41is4 __de S. 

Ce¢i pos4, le foneteur (9.5.6.1) est pleilement fiddle, et son imase 

@s@gntielle est fo[m~e de 9 groupes de ~rs6tt~-Tofe X extensions 

panach~es de E par F tel les que l'ac¢ouplement (9.5.6.2) correspondant 

soit nul. De plus, lorsque car.K = O (de sorte qu'on peut appliquer 

le th~or~me de TATE [33 th. 4]), 81or$ X appartient ~ l'image essen- 

tielle si et seulement si X se prolonge en un groupe de ~c~sotti-T~£~ 

sgr S. 

9.5.6.3. Nous laissons au lecteur le soin d'4tendre cet 4nonc~ au cas 

oR on suppose seulement que S est un schema noeth~rien r4gulier eonnexe 

de dimension I. 

La premiere assertion de 9.5.6 est une cons4quence imm4diate 

de 9.4.6, appliqu~ aux eomposants des groupes de ~a~S@tt~-Tate envisages. 

II reste g prouver que si un groupe de ~Z~-Tate X , extension 

panach~e de E par F , se prolonge en un groupe de /~x, sotti-~st~ X 

sur S, il se prolonge aussi con~ne extension panach4e. Or en vertu du 

th4orAme de TATE [33], l'homomorphisme X ~ Q~ se prolonge de fagon 

unique en un homomorphlsme 

x ~,Q 
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Pour tout entier n, l'homomorphisme correspondant X(n) • > Q(n), ~tant 

surjeetif sur lea fibres g~n4riques, est surjeetlf ; comme Q(n) est 

4tale sur n, done X(n) ~ Q(n) est plat, il s'ensuit qua c'est un 

~pimorphisme. Done X > Q est ............ un 4pimorphisme ¢omposant par composant. 

Si done ~ d4signe le noyau de X ..... > Q, il s'ensuit que ~ est un groupe 

de Barsotti-Tate et X est une extension de Q par ~ . D'ailleurs 

llisomorphisme F ~>~ se prolonge, par le th~or~me de TATE, en 

un isomorphisme F N ~ . Par suite, X apparaSt cormne une extension 

de Q par F. Consid4rons alors le quotient E = X/P, on voit encore, 

par application du thdor~me de TATE, qu'on a un isomorphisme E -~ ~ . 

II stensuit que X est une extension panach~e de E par F prolongeant 

l'extension panach~e X , cqfd. 

Remarques 9.5.6.4. a) Bien entendu, la derni~re assertion de 9.5.6 

devrait ~tre valable sans restriction sur K, puisqulil devrait en ~tre 

ainsi du thdor~me de Tate invoqu~. 

b) On peut donner une autre d~monstration du crit~re 

de bonne r4duction 5.10, en se ramcnant comme dans 5.10 au cas o~ #~ 

est ~ r~duction semi-stable, et en appliquant alors 9.5.6 ~ Ti(A K) 

consid4r~ecomme extension panach4e (cf. 9.6), qui implique u£ = G, 

et utiliaant 11.6.2 a) plus bas qui implique que l'on a Tg(~.)t~ = O. 

9.5.8. Lorsque 6 # p, les groupes de Barsotti-T~te envisages sur S 

resp. sur K s~interpr~tent simplement en termes de faiseeeux ~-adiques 

constants tordus sur S, ou de fagon ~quiva!ente, en termes de represen- 

tations d~ ~o = Gal(~/k) rest.• de ~ = GaI(K/K) sur des ~-modules libres 
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de type fini. On constate alors qua IIhomomorphisme (9.5.6) est l'homo- 

morphisme canonique qui exprime l'action du sous-groupe d'inertie 

I C ~ sur X (K), d4flni par la m4thode de 9.2. Pour le v~rifier, on 

se famine imm~dlatement ~ la situation de 9.4, eny supposant qua n 

est 4gal ~ une puissance de ~, et que Rest un A-Module localement 

constant (tout comma Q et P), de sorte qu'il enest 4galement de m~me 

de E, Fet de X . La v4rification de l'identitd des deux d~finitions 

est alors laiss~e au lecteur. 

9.6. Nous sommes maintenant en mesure de d4finir l~accouplement 

canonique annonc~ (9.1.2), sans restriction sur t, d@ telle faGon que 

pour ~ # p cette d~finition coTncide avec ae!le donn~e dans 9.2. Pour 

ceci, on applique les consid@rstions de 9.5 ~ la situation suivante : 

I " 
P = T z ( a ° ) t  = g ~ ( 1 )  , Q = M~ , R = r z ( A ° ) f / T ~ ( A ° ) t  , 

( 9 . 6 . 1 )  

F = Y~(A°) f E = D ( F ' )  = D ( T ~ ( A ' ° )  f )  

o~ darts la derni~re formule D d~signe le dual de Cartier au sans des 

pro-6-groupes de Barsotti-Tate, i.e D(Y) est le syst~me projectif 

des D(Y(n)), pour les morphismes de transition habituels. La structure 

O = 
de F comae extension de R par Pest claire. On a de m~me sur F' = TL(A' )~ 

V 

structure d'extension de k' par P' = Ti(A'°) t une Appliquant 

la dualit~ de Cartier, on en conclut qua E = D(F') est muni d'une 

structure d'extension de D(P') = M, par O(R'). Or D(R') est canoniquement 

isomorphe ~ Ren vertu de 5.5 (prouv4 dans 7.4.6), ee qui pr4cise la 

structure de E comma extension de Q par R. 
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Conzme extension panach~e X de E par F , on prendra 

(9.6.2) X TI(A K) = X ° ~ X I = T6(~)f D X 2 = T~(~) t = 0 

Ltisomorphisme dlextensions de R par P 

X I ---~ F 

est clair. LIisomorphisme dtextensions de Q par R : 

X /X~ ---~ F = D(F~) 

est clair grace au th~or~me d'orthogonalit~ 5.2. 

!~ous disposons done des donn4es requlses pour d~finir un 

accouplement (9.5.6), qui !ci (comme Qw = M~) prend la forme (9.1.2). 

Le fair que ce£te d~finition soit compatible avec eelle de 9.2 r4su!te 

de q ~' ..5.~,. Les considerations de 5.8 montrent dlautre part, sous r4serve 

de la validi=~ du th4or~me de TATE [33] (done en tous cas dans le cas 

oh car K = O) que l'accouplement en question peut se d~crlre en termes 

du seul 6-pro-groupe de Barsetti-Tate X = T6(~) sur S (puisque sa 

filtration en trois crans, et les extensions F et E qui prolongent 

X I X /X2 ~ , peuvent se d~finlr eanoniquement en termes et du seul 

pro-L-groupe X = T2(AK). 

RemaK~ue 9.7. Ne supposons plus n~cessairement que &X air r~duction 

semi-stable sur le trait hens41ien S, et soit K I une extension galoisienne 

finie de E tel!e que AK, ait r4duction semi-stable sur le normalis4 S' 

de S dens K' (3.6). Avee les notations de ~.~.,J., on d4finit alors, 

par descente galoisienne ~ partir de l'accouplement de monodromic pour ~<, , 
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un accouplement 

K' 
(~) v£ : ~K ® M' ----> --K ~K 

Ce dernier ~ priori d~pend du choix de 

ci-dessous que l'accouplement 

( 9 . 7 . 1 )  u~ : M K ® M~ > 

donn4 p a r  

K' , mais il r6sulte de (10.4.3) 

K ! 
u£ = (I/e(S'/S)) v £ 

n'en d6pend pas, oh e(S'/S) = long(V'/mV') . On pourra appeler encore 

(9.7.1) l'accouplement de monodromie pour le sch6ma ab61ien A K sur K 

et le nombre premier 6 envisag6, puisque dans le cas oh ~ lui-m~me 

a r~duction semi-stable, il coincide ~videmment avec la restriction 

de l'accouplement de monodromie (9.1.2). II r6sulte de 10.4 plus bas 

que cet accouplement est en fait toujours ~ valeurs dans ~K' et est 

ind~pendant de 6 . 

On peut se demander s'il est ~ valeurs dans ~K ' ce qui revient 

dire que (9.7.1) est ~ valeurs dans ~gK pour tout nombre premier g . C'est 

le cas du moins si A K est une courbe elliptique, le seul cas qui demande 

une v6rification 6tant alors celui o~ ~K ~--~ est de rang I, de sorte que 

_MK®_~ est canoniquement isomorphe ~ ~K , et que l'accouplement de mono- 

dromie (9.7.1) peut s'interpr~ter simplement comme un nombre rationnel ordinaire. 

On trouve grace aux r~sultats de NERON [19] que celui-ci est ~gal ~ v(j) , 

j 6tant l'invariant absolu de A K et v la valuation normalis6e de K 
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10. Propr!~t~S de !..,acc£uplement de monodromie. ~ o l ~ m e  d ' i n t ~ $ r i t ~  e t  

~C ,positivit~ 

Dans le present paragraphe, nous allons donner tout d'abord 

certalnes propri~t~s formelles essentiellement triviales des accouplements 

de monodromie, !e d~tail (un peu fastldieux) des v4riflcotions ~tant 

laiss~ au lecteur. D'autre part, nous indiquons un th~or~me plus profond 

(10.4) concernant ces accouplements, et indiquons cormuent on peut se 

r~duire pour sa d~monstration & un cas special de jacobiennes, qui 

sera trait~ (par vole transcendante) all par. 12 (qui est d'ailleurs 

logiquement ind~pendant du par. II). 

I0.I. Transport de structure. Ii est clair, sur la d~finition donn~e 

de l'accouplement de monodromie (9.1.2), que cet accouplement est compa- 

tible avec le transport de structure en la situation (S,AK,A~). 

10.2. S y1n~trle. Si nous partons du schema dual ~ de A K et lui appliquons 

la construction du par. 9, nous devons introduire le schema dual (A~)' 

de A K , qui est canoniquement isomorphe & A K par le th~or~me de bidualit~ 

ou %'111 3.2). D~algnons par uIK l'acc¢~plement de (Is] monodromie (9.1.2) 

relativement & A K , de serte qu'on trouve de m~me un accouplement 

! 

A K Ceel pos4, je dis que ee dernier se d4duit de u~ par la sSnm4trie 

! ,~_ s : 

i.e. on a la formule 
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Compte tenu de la propri~t~ connue d'anticorm~utativit~ des 

accouplements ~ ([5] ou VIII 2.2.11), la formule de sym~trie (10.2.2) 

peut se reformuler de la fa~on suivante, en termes d'une polarisation 

fix~e ~ de ~( , qui d4finit un homomorphisme ~ : ;~K > A~ , d'o6 

un homomorphisme correspondant (t 4rant l'initiale de "torique") 

( l O . 2 . 3 )  ~ t  : ~ > ~ '  ' 

permettant de former l'ae¢ouplement 

(10.2.4) ~ : M~ ®Mg---~t ' ~g,t (x'y) = u (x, gt(y)) : 

t la forme pr~c4dente ~,L eat sym4trique : 

t ~ ( y , x )  ( 1 0 . 2 . 5 )  ~ 6 ( x , y )  = . 

En f a i t ,  e e t  6nonc~ e a t  v a l a b l e  pour  t o u t  ~ l~ment  ~ du groupe  de 

N4ron-S~veri de A K (pas n~cessairement une polarlsatlon) ; mais ce 

n'est que lorsque ~ eat non ddg~n~r~ i.e. d4finit une ~ AK--> A ~ 

done aussi une isog~nie (10.2.3), que la relation de sym~trie (10.2.5) 

eat 6quivalente ~ la relation de sym~trie (10.2.2). D'ailleurs dana 

le cas o~ { eat une polarisation, on va pr~ciser consid6rablement 

(10.2.5) dana 10.4 b) plus bas. 

Sign~lons enfin une troisi&me fa~on d'interpr~ter la relation 

de sym~trle. Pour ceci, consid6rons une biextension (= correspondance 

dlvlsorielle) { sur un couple (AK,~<) de sch6mas ab41iens g r4duction 

semi-stable sur K, qui d~finit un homomorphisme 
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et par passage aux modules de N4ron d~finit done un homomorphisme sur 

lea fores maximaux des fibres ep~ciales, done en sens inverse un homomor- 

phisme sur lea Groupes de carsct~res, d'o~ un homomorphisme 

(10.2.6) ~t : ~ > ~' ' 

o~ M eat d~flni en termes de ~ eormne Men termes de ~ . On peut donc 

former ltaeeouplement 

(10.2.7) ~ : ~ ®~L " = 6  ' ~t(x'Y) = ~t(x'gt(Y)) ' 

Notons en passant que pour un schema ab~lien A K s r~duction semi-stable 

variable, le Groupe constant tordu Mest un foncteur covariant en A K , 

et qu'alors la formation des aecouplements (10.2.7) associ4s aux biex- 

tensions de schemas sb~liens ~ r4duction semi-stable sur (K,S) est 

compatible, en un sans ~vident, avec Is formation des images inverses 

de biextenslons. Bien entendu, lorsque ~ est la biextension canonique 

( "de Well" ) de (~ , ~), l'accouplement (10.2.7) n'est autre qua 

leaceouplement de monodromie (9.2.1). - Ceci pos4, la relation de sym~trie 

peut s'exprimer de Is faqon suivante : consid~rons la sym~trique s~ de ~ , 

qul eat une biextension de (~,~), d'o~ un accou[lement 

t ~ ®~ __~=~ ; ~sg 
on a alors la relation de sym6trie 

est encore l'isomorphisme de sym4trie. On eomparera eette relation 

la relation d'antisym4trle de VIII 2.2.11. 
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1 0 . 3 .  C h a n g e m e n t d e  t r a i t .  S o i t  m a i n t e n a n t  

( 1 0 . 3 . 1 )  g: S ! ---> S 

un morphisme dominant de traits hens41iens, assocl4 ~ un homomorphisme 

local inJectlf d'anneaux de valuation discrete 

posons comme d'habltude 

(1o.3.2) 

V ~ V' ; 

e(S'/S) = longvV'/m._V' , 

m ~tant l'id4al maximal de V. On sait alors que l'homomorphisme induit 

- t! par (10.3.1) sur les parties "moder4es des groupes d'inertle 

' ---~ ~--~ 2Zg(1)(k') > I = ~-T 296(1)(k) (10.3.3) g~ : It t 
~#p 6#p 

est donn~ par 

(10.3.4) g~(x) = e(S'/S) x 

en identifiant les deux membres de (10.3.3) ~ l'aide des isomorphismes 

~vidents~g(1)(k) N ~L(1)(k, ) (I ). 

Notons d'autre part que, pour un schema ab~lien ~ sur K 

r~duction semi-stable sur S, la formation des r~seaux tordus M , }~' 

commute ~ tout changement de base S ~ ~ • S comme dessus, comme il 

r4sulte ausslt0t des d4finitions (notamment 3.4). On peut done consi- 

d~rer llaccouplement u~ < d~fini par ~, (K' = corps des fractions de V') 

corm~e un accouplement 

"i ~' : ~s' ® ~s'---~m~s' ' 
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A K A 
at le comparer ~ l'accouplement U~st d~duit de u~ K par chsngement de 

base. Lorsque % # p, la construction des accouplements u6 donn~e darts 

9.2, jointe ~ la fermule (10.2.3), montre in~n~diatement quton a alors 

(10.3.5) u~' = e(S '/S) u6 AK 

Cette formule reste en fair valable ~galement pour ~ = p, comme on 

volt en revenant ~ la construction g4n4rale donn4e dans 9.3 A 9.6, en 

se ramenant ~ un 4none~ de compatibilit~ analogue ~ (10.3.5) pour 

l'isomorphisme 9.4.4 e), pour un changement de traits strictement loc~ux 

S' ---> S. (On notera que l'isomorphisme en question est d~duit de 

l'isomor~hisme K~/V~ d~duit de !a norme, donnant donc lieu au 

diagrmmne commutatif 

K~/V ~ ~ 

e(S'/S) 

K,~/V,~ ~ > ~ .) 

Voici un r6sultat plus profond concernant lea accouplements 

de monodromie, dent on donners une d~monstration par vole transcendante 

au par. 12, en nous sppuyant sur des r~sultats qui seront d~montr~s 

ult6rieurement dans le S6min~ire. (Nous n'utiliserons dlailleurs pas 

10.4 dans la suite du S6nf~naire, pas plus que les autres r6sultats 

du pr6sent expos6.) 
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Th~or~me 10.4. Soient Sun trait hens~lien, A K un sch4ma ab~lien sur K 

r~duction semi-stable sur S. Consid4rons les r4sesux Met M ~ assoei~s 

comme dans 9.1 (cf. 5.5.2). Alors on ace qui suit : 

a) .I.I existe un unique sccoup!ement 

(10.4.1) u: ~ ® M' > 
S 

tel que pour tou.t nombre ~remi.e.r ~, u~g soit.....lJ.....accouplement de mono.- 

,9.1.2,. Cet accou~lement est s4parant. dromie u 6 de t 

b) $oit ~ une polarisation de A K , d4finissant donc un homomor- 

phlsm e (10.2,3) 

" It : M ............... > M' 

et consid4rons Is forme 

t 
(10.4.2) ~ : M ® M ...... > ~S " ~t(x'Y) = u(x'~t(Y)) 

Cette forme est sym~t r ique ,  p o s i t i v e  e._.~t non d~g~n~r~e, 

Bien entendu, en termes de la fibre g~om~trique M de Men 
O 

un point g~omdtrique donn~ sur S,l'assertion pr4c~dente signifie que 

la forme correspondante 

M ®M >2Z 
O O 

est sym~trique, positive et non d4g4n4r~e. Qusnd ~ l'accouplement (I0.4.1), 

on l'appelera encore l'accouplement de monodromie. 
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10.5. R~duetion de 10.4 ~__U n cas particulier 

10.5.1. L'unicit~ d'un u satisfaisant la condition ~nonc~e (m~me pour 

un seul ~) eat claire. D'autre part, l'existence signlfie slmplement 

que chaque u L applique en fait ~i' dane ~ ~" et q~ iThomomo-p, hisme ainsl o5- 

temu_Mg~' --> ~ est ind4pendant de 6 . En fair, il suffit m~me de prouver 

l'assertion analogue pour les u6 ®~£Q6 et un u~ ~ ~ @ M'~ ~ ~S " 

Supposons alors qu'on ait ~tabli l'existence apr~s ¢hangement 

de base S t ~ S comme dans 9.3. Alors il rdsulte imm~dlatement de 

(10.3.5) qu'il existe un homomorphisme 

I 
u : M® M' > __.____ ~ C Q S 

e(S'/S) 

compatible avec les u~ ®~ ~6 , d'o~ a). Quant ~ b), il eat trivial 

alors que s'il est vrai pour AK, , il l'est aussi pour A K . 

Par suite, nous pouvons, pour prouver 10.4, nous permettre 

ntlmporte quel changement de traits S ~ ~ S dominant. Ceci nous permet 

en particulier de supposer S complet ~ corps r~siduel algdbtlquement 

clos. Dans ce cas, Met M' sont des sch4mss en groupes constants, de 

valeur M,M' des modules libres de type fini sur ~, et a) et b) se 

reformulent avantageusement en termes de ces derniers. 

10.5.2. Supposons maintenant que ~( soit isomorphe ~ un facteur direct 

d'un schdma abdlien ~ sur k ~ rdduction semi-stable, et que 10.4 soit 

prouv~ pour ce dernier. Alors il en rdsulte aussit0t que 10.4 est valable 

dgalement pour A K , compte tenu du comportement fonctoriel ~vident des 

rdseaux M,M', et des accouplements de monodromie, vis-a-vis des sommes 
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dlrectes de schemas ab~liens & r~duction semi-stable. 

Ii est ~galement imm~diat, grace ~ 10.5.1, que la validit~ de 

10.4 ne d~pend que de la classe & isog~nie pr&s de A K . Joint & la remerque 

pr~c~dente, et du "th~or&me de r~ductibillt~ de Poincar~" [15 ], 

ceci nous montre que si A K est quotient d'un. sch~ma ab~lien ~ K pour 

lequel 10.4 est valable, il en est de m~me pour A K . 

10.5.3. Utilisons maintenant le fait bien connu [31, th. Ii (p.20)] 

que, quitte & faire une extension finie sur K (ce qui est loisible, grace 

10.5.1), tout schema ab~lien A K est quotient de la Jacobienne 

( = Pi~K/K ) d'une courbe propre, lisse et g~om~trique connexe X K sur X. 

Compte tenu de 10.5.2, on est donc ramen~ & prouver 10.4 dans le ¢as 

d'une telle jaeobienne. 

10.5.4. D'apr~s un th~or&me de ARTIN-i~MFORD[2~ (d~j& cit~ et utilis~ 

dans V ), quitte ~ faire encore une extension finie K' de K, on 

peut supposer que X K se prolonge en un schema projectif et plat sur S, 

r~gulier, et tel que la fibre sp~ciale g~om~trique X- n'ait eomme 
s 

seuls points singuliers que des points singuliers quadratiques ordinaires 

(i.e. iei, des crolsements norm~ux de deux branches). Dans ee cas, nous 

prouverona 10.4 a) dans 12~5 plus has, en explicltant enti&rement 

l'aceouplement de monodromie (10.4.1) en termes des donn~es g~om~triques 

de la situation, et nous v~rifierons en m~me temps 10.4 b) dans le cas 

de la polarisation canonique de la jaeobienne. 
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10.5.5. II reste ~ voir que si pour un A K donn~ ~ r~duction semi-stable, 

10.4 a) est ~"cal, et 10.4 b) est vral pour une polarisation donn4e ~o 

de A K , alors eerie conclusion reste vraie pour toute polarisation ~ de 

A K . En effet, sl ~o ' ~ d~signent les homomorphismes 

d~finls par ~o ' ~ ~ qui sont done des isog~nies, on aura 

= ~o & = t ~ $o ' avec & 6 End(A K) ®=~ , 

o~ &k---~ &~ d~signe l'involution canonique de l'alg~bre End(A K) ®~ 

d~flnle par la polarlsation ~ , et o~ l'exposant t dans t(&~) d~signe 
O 

le transpos4 (associant ~ un endomorphisme de A K un endomorphisme de 

A~). D'autre part, il est connu [15, Chap V th.3] que l'on a 

& = ~ ~ 8i ' ave¢ 81E End(A K) ®~ , 
i 

d'oh 

= E t~i~o8 i 
i 

ou encore, en termes des biextensions (= correspondances dlvisorielles) 

associ4es aux polarisations envisag~es (VIII 4.14) : 

( lO.5.5.1) 6(~) = E ~(~o)O(~i,~i) 
1 

D'apr~s ce qul a ~t~ dit apr~s (10.2.7), cette formule £mplique (~vec 

les notations de (10.4.2)) 

(i0.5.5.2) ~ = ~i ~got (~i,~i) ~ Rom(M.%M.,~)~ 
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t 
Elle implique bien que si __ ~o est sym~trique et positive, il enest de 

t 
m~me de ~ . 

t 
Enfin, le fait que ~o soit non d~g~n~r~e ~quivaut ~videmment 

IIassertion que l'accouplement (10.4.1) est s~parant (compte tenu 

que ~ot : M ®~ ~ M' ®~ ~ est un isomorphisme, ~o ~tant une isog~nie), 

et est donc ~galement independent de la pol~risation ehoisie. On peut 

dtailleurs noter que pour v~rifier que (10.4.1) est s~parsnt, il suffit 

de v~rifier la m~me assertion pour l'accouplement de monodromie u~ (9.1.2) 

pour u nn nombre premier £ . Prenant 6 # p, on peut utiliser la description 

9.2 de u£ ; le fait que u£ soit s~parant ~ gsuche (donc des deux cOt~s, 

pour une raison de rangs) est ~lors trivial. 

Ii. Composantes connexe§~ du module de N~ron : rel~tion de dualitY, 

eomportementassymptotique 

ii.0. Le but du present paragraphe est l'~tude du k-groupe fini ~tale 

(ii.0.i) ~ = A /A o 
O O O 

d~j~ consid~r~ dans i. Pour tout nombre premier $, nous d~signons par 

(~) 
0 

la composante 6-primaire de ce dernier, de sorte q u e  la connaissance de 

~qulvaut ~ celle des ~ (!), grace g la formule 
0 0 

( l l . o . 2 "  ~, --I. I~ (~) 
o .¢, o 
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Notons que les groupes ~ , ~ (g) sont d~termin4s respectivement 
o o 

par la connalssance des groupes finis ordinaires ~o(~), ~o(6)(~) et 

de IIop~ration naturelle de ~ = Gal(~/k) sur ces derniers. D'autre 
O 

part, il est clair que ~o(~) est aussi le groupe des composantes connexes 

du module de N4ron de ~ , o~ ~ est le corps des fractions de l'hens~lis~ 

strict de S relativement a la cloture s~parable choisie k de k. Ceci 

nous permet done, pour l'~tude de ~o ' de nous r amener au cas o~ $ est 

strlctement local, - les operations de ~ ~ GaI(~/K) sur ~ ([) se 
o o 

r~cup4rant automatiquement par transport de structure. On pourrait 

de mSme se rmmener au cas o~ S est de plus complet, grace au changement 

de base S ~ S, grace au fair que la formation du mod~le de N4ron y 

cormaute [21, th. 3.4 b)]. 

Ii.I. Supposons done S strictement local, de sorte que ~o peut stiden - 

t i l l e r  ~ un  g r o u p e  f i r~.  o r d i n a i r e  ~ ( k ) ,  e t  on t r o u v e  
O 

(11 . t .1)  (k) ---~ A (k)/A °(k) "~ A(S)/A°(S) --~- A(K)/A(K) ° , 
O O O 

oO la premiere ~galit4 provient du fait que A est liss~ sur k, la 
o 

deuxi~me du "lemme de Hensel" compte tenu du fait que A est lisse sur 

Set S hens41~en, enfin la troisi~me provient de la relation A(S)~> A(K) 

et du falt que nous posons 

dfn 
(11.1.2) A(K) ° = A°(S) 

de sorte que A(K) ° apparaSt cormme un sous-group~ d'indice flnl naturel 

dans A(K) (~ ne pas confondre avec A°(K) = A(K) |). Les isomorphismes 
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(ii.i.I) sont ~videmment fonctoriels en A, et compatibles avec le 

transport de structure en (S,~(), et en particuller avec ITaction d'4vsn- 

tuels groupes de Galois. 

Supposons maintenant que t soit un nombre premier # p, de sorte 

gue A ° est t-divisible, et plus pr4eis4ment g idAo est un morphisme 

~tale et surJectif, de sorte qua ce morphisme induft un endomorphisme 

surjectif de A°(S)=A(K) °, qui est done un groupe t-divisible. Ii en 

r~sulte aussitDt que pour tout entier n ~ 0 premier ~ p = car(k), on 

a la relation 

(II.I.3) n~o (k) ~ nA(K)/nA(K)° ' pour (n,p) = i 

Or par d~ffnition (2.2.3) de la partie fixe de n~( ' on a 

(11.1.4) nA(K) ° ~ (nA~L)f(~) "~ Tn(P~)f(~) ®~ = /n= 
n 

Prenant pour n une puissance de t, et posant comme dans (2.5.3) 

( 1 1 . 1 . 5 )  U = T~(~(K))  , d ' o ~  w~(n(~) )  f = U I 

o~ U I d~signe le sous-module de U form~ des invariants oous le groupe 

d'inertie i, on pent 4crire (11.1.3) sous la forme 

(11.1.6) n~o(k) ~ (Un)I/(UI) n n = t r+l t 

o~ l'indice n d~signe la r4duction mod. n i.e. le produit tensoriel 

sur ~t avec ~t/n~ 6 " Les morphismes de transition entre les groupes 

intervenant dans les deux membres de (11.1.6) ~tant 4vidents, on cl§duit 

de (Ii.i°6), par passage ~ la limite inductive sur les puissances de i, la 
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Proposition 11.2. Supposons s strictementlocal, et soit L un hombre 

prgmlgr # p. Alors on aun isomornhisme canonlque 

(11.2.1) ~o(~) ---~ (U~Dg)I/uI®D6 , 

o~. U est d~flnl dans (11.1.5) et o~ on pose Dg = ~g/~i " 

Ainsi, le groupe ~o(~) peut s'expllclter en termes de I~ aeule 

connalssance du module de Tare U = Ti(A(K)) cormne module galoisien sous 

l~actlon du groupe d'inertie I. 

11.3. On va utiliser l'expression explicite (11.2.1) pour esqulsser 

la d~flnitiou d'un aeeouplement canonique 

(11.3.1) ~ (~) ® ~'(L) > @/= , 
o o 

qul eat une dualit~ parfaite, - ~i d~signant cormme su par. 1 le groupe 
o 

de composantes connexes associ~ au module de N~ron du dual ~ de ~ . 

II n'y a gu~re de doute (mais le r~dacteur s'est dlspena4 de faire 

la v~rification) que cet accouplement n'est autre, 4ventuellement au 

signe pros, que celui d~fini dans (1.2.1), et le lecteur eat invit4 

titre dtexercice d'~tsbllr la compatibillt4 voulue (avec le signe correct I). 

Posons 

U' = T~(A'(~)) , r = T~(1)(~) = T~(~ ~) 

On aun accouplement parfait de ~-modules llbres de type fini, 

compatible aux actions de I : 

(11.3.2) ~ : U ® U' > T, (T-~-~ ~6 non canoniquement) , 
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et, en vertu de la structure connue de I (I ), une suite exacte 

(11.3.3) I --3- R ~ I .... > T • > I , 

avec Run groupe pro-fini premier ~i 6 . Si maintenant nous part0ns de 

donn~es (11.3.2) et (11.3.3), et introduisons les groupes 

(11,3.4) ~ = (U®DH)I/uI®D 6 , ~' = (U'@Dg)I/u'I®Dg~ , (D£ = Qg/~) 

nous allons d4finir une dualit6 parfaite 

(11.3.5) ~ ® ~' ----> @/2Z , 

ce qui nous donners en psrticulier l'accouplement annonc4 (11.3.1). 

Consid6rons la suite exacte de 1-modules 

(Ii.3.6) O-----> U i > U@~gQH J > U~D£ ~ 0 , 

et la suite exacte de cohomo!ogie associ6e, en prenant is cohomologie 

de I d6finie par les cochalnes continues ~ coefficients dans les groupes 

topologiques envisag@s : 

. o  .o  1 
(11.3.7) O > il°(l,U) l~u> H°(I,L~£) j ~ H°(I,U~D£) ~ HI(I,U)i~HI(I,U~(~£) 

U I (i~$) i _~_ U I~2Z ~ (U~D~) I H I ( I, U)®2Z ~ . 

Ii est ilranddiat que ~ d~fini par (ii.3.4) n'est autre que coker jo , doric 

est canoniquement isomcrphe h Ker i I, i.e. on trouve une suite exscte 

c anoni qu e 

(11.3 o~ HI(I HI (I,U)®Tz . o ,  0 --~ ~ --~-- ,U) ----> Q , 
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qui  montre  que ~ e s t  canoniquement  i somorphe au sous -~ roupe  de t o r s i o n  de 

H I ( I , U ) .  

D'autre part, de la suite exacte (ii.3.3) on d~duit un isomor- 

phisme, pour tout n = 6r : 

(11.3.9) HI(I,Tn ) ~ Hom(l,T n) ~ Hom(T,T n) ~ ~/n~ 

(NB on felt op~rer I trivialement sur T, donc sur T = T/nT ) ; d'o~, 

pour tout I-~ ~-Module fini M, si 

(11.3.10) M' = Hom(M,T~D 6) 

d~signe son "dual de Cartier"~ un accouplement canonique 

(11.3.11) Hi(I,M) ® HI-i(I,M') ~ HI(I,~D~) ~ D6 , 

oR le dernier Isomorphisme est d~duit des isomorphismes (11.3.9) par 

passage ~ la llmite inductive sur les puissances n de 6. II est bien 

connu que ces ~ccouplements sont des duallt~s parfaites (of. par exemple 

$GA 5 1 5). Prenant dens ces accouplements M de la forme U ,donc 
n 

M I = U' n ' on trouve par passage ~ la limite un accouplement parfait 

(11.3.12) He(l, L~D 6) × HI(I,U ') ~ D 6 , 

o~ le deuxi~me facteur du premier membre est un ~ 6-module de type fini. 

Un nouveau passage ~ la limlte dens lea accouplements (ii.3.12) (pour 

des morphismes de transition de la forme 6r.id) nous donne un deuxi~me 

acoouplement parfait 

(11.3.13) HO(l,llg~ 6) x HI(I,U'~ 6) "---> D 6 

de vectoriels de dimension finie sur ~6 " D~signant par . , ~' J' les 
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morphismes d4finis cormne dans (11.3.6), avec U remplac~ par U', on 

trouve alors ais4ment que les homomorphlsmes sulvants 

.o 
H°(I, U~6) J ~ H° (I, U~D6) 

.,1 Hl(i,u,~¢) ~ HI(I,u ,) 

sont transpos4s l'un de l'autre, via les accouplements (11.3.12) et 

(11.3.13). I! en r4sulte aussitSt que coker jo et Ker i tl sont duals 

l'un de l'autre via un aceouplement canonique ~ valeurs dans D 6 , qui 

est l'accouplement annonc~ (11.3.5). 

11.4. La description pr4c4dente d'un aceouplement (11.3.1), via 

l'expression (11.2.1) pour la composante 6-primsire du groupe des 

composantes connexes, n'est vslable que pour L # p. Supposant maintenant 

que ~ a r~duction semi-stable sur S, nous allons encore d4finir des 

accouplements qui sont des dualit4s parfaites 

(11.4.15 ~o(¢) ® ~ ( ¢ )  ~ ~/= 

sans restriction sur ¢. Comme dans ii.4, il y aurait lieu d'~tablir 

qu'on retrouve (~ un signe pros peut-~tre qu'il conviendrait de pr4eiser) 

l'accouplement d~fini dans (1.2.1), ce qui 4tablirait done la conjec- 

ture 1.3 dans le cas de la r4duction semi-stable~ cor~me dans le cas 

o~ l~on se restreint aux composantes 6-primaires pour 6 # p. 

Pour d~flnir (ii.4.1), nous allons donner, essentiellement, 

une expression de ~o(~) en termes du groupe de Barsotti-Tate T6(~) 
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sur K, qui jouera dana le cas present le mame rDle que 11.2 dans le 

cas trait~ pr~c~demment : 

Th~or~me 11.5. Supposons S hens~l!en , et que A K air r4duction semi-stable 

sur S. Soit 6 un nombre premi@r, e tconsid~rons l'accouplement de mono- 

dromie (9.1.2), d'o~ un homomorphisme ' canoni~ue 

-2 

Soit ~(2~) = eoker ~2~ ; alors on aun isomorEhisme ' c anonique 

(11.5.1) ~o(1) ~ ~(L)XsS 

De cet ~nonc4 r~sulte imm4diatement la d~finition d'un accouple- 

ment parfait (11.4.1), puisque on trouve, en sppliquant 11.5 ~ ~ au 

lieu de ~ et utilisant (10.2.2) I qu'on a aussi un isomorphisme canonique 

v 

~'(6) ~ ~'(6)XsS 0¢~ ~'(6) = coker( u 6 : M~ '~' 

Remarques 11.5.2. a) Le th~or~me 11.5 implique notarmnent que ~ est une 

isog~nie i.e. que u 6 est s~parant, y compris dans le cas 6 = p, o0 

eette assertion nle6t pas trivlale sur la d6finitlon de 9.6. On notera 

que nous n'utilisons pas ici le th~or~me (nettement plus profond) iO.4, 

qui sera prouv~ au par. suivant. 

b) Utilisant 10.4, qul nous fournit un accouplement de mono- 

dromie u: M ® M' ---> ~ S ' et d~signant par ~ le conoyau de llhomomorphisme 

correspondent 

u:M~M' 
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on trouve une formulation ~qulvalente de 11.5 ind~pendante du choix 

d'un ~, par i°isomorphisme canonique 

(11.5.3) ~o -=-~ ~ XsS 

11.6. Pour d~finlr l'isomorphlsme (II.5.1), nous pouvons nous borner 

au cas o~ S est strictement local (ii.O), de sorte que Met M' sont 

constants, de vsleurs 

(11.6.1) M = D(T') , M' = D(T ) , 
O O 

o~ T et T t sont les tores maxlmaux de A et de A t respectivement. 
0 0 0 0 

Identifiant de m~me ~ ~ un groupe fini ordinaire, il faut d~finir un 
o 

isomorphisme canonlque entre sa composante ~o(6) et 

En fair, nous allons d6finir direetement un isomorphisme canonique 

v 

(11.6.2) ~O(6) ~ ker(~i®DL : M6®D6--'~ Mi®D 6) ; 

v 

comme ~o(6), eat fini, et M6 et M~ ont m~me rang, il en r~sultera 
v 

d'abord que ~ : Mi---~ M~ eat une Isog4nie, d'o~ il r4sulte ensuite 

que le deuxi~me membre de (11.6.2) est canonlquement iaomorphe ~ ~(6) : 

(11.6.3) ~(6) = coker ~6 ~ ker ~D L , 

puisqu'on peut ~crire, identiflant ML par ~6 ~ un sous-module d'indice 

v 
fini dans M~ : 

~(6) = V/M 6 , ~'(~) = VlM~ , 

v 
! o~ V = Mg~Q6 ~ M~Q 6 . De (11.6.2) et (11.6.3) l'isomorphisme ~ d6flnlr 

(11.5.1) r6sulte aussitSt par composition, de sorte que tout revient 
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d~flnir IIisomorphisme canonique (II.6.2). 

Eerivant M6@D 6 (resp. bi6~,D t) comme limite inductive des M 

(resp. des M~), o2 n parcourt lea pulssances de ~, ii revient au m~me 

de d~flnir (11.6.2), o~ des isomorphismes canonlques 

Y 
, Cr+l 

(Ii.6.4) n~o ---~ Ker (~n : Mn ) M~) n = , 

comptstlbles avec lea morphismes de transition ~vidents, pour n variable 

(o~ ~ d4slgne maintenant, par abus de notations, l'homomorphlsme d4duit 
n 

v 
de u"~ : M 6 ~> M~ par rdduction rood. n). 

Pour cec i ,  consid~rons l e  schema en groupes A Bur S~ qui est 
n 

plat et qussi-fini sur $ (2.2.1), grace A l'hypoth~se de rdduction 

semi-stable. On a une filtration canonique 

) (hA°) f ~ (nA°) t ' )0 (ll.6.S) A 

o~ l'exposant f (resp. l'exposant t) d4signe la "pattie flxe" (2.2.3) 

(resp. la "partle torique" (5.1)) du schema en groupe qu'il affecte ; 

pour la d~finltion de la pattie torique dans 5.1, on notera qulon avait 

suppos~ S complet, ce qui est loislble ici (ii.0). (On a d'ailleurs 

vu dans 6.1 que la construction se g~n~rslise au cas S hens~lien, si 

on y tient ...) Soit 

(11.6.6) n T = nA/(nA°) f , 

c'est un schema en groupes plat, s~par~ et quaai-finl sur S (SGA 3 VI A 3.2 

et VI B 9.2) de fibre g~n~rique 

n~K " (nAK)I(nAK)f , 
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o~ par d~flnitlon (nAK) f = (nA°)~ d~slgne le r.~me composant (n=6 r+l) 

du pro-groupe de Baraotti-Tate T6(~)f . La premiere des relations 

(5.5.g) nous fourn~t alors un Isomorphisme canonique 

dfn 

En fair, on a : 

Lemme 11.6.8. Le sch4ma en Kroupes j (11.6.6) ~ur S est 4tale sur S, 

et iIisgmorphlsme (11.6.7) se prolon~e de fa~on Unlqueen un morphisme 

(11.6.8.1) j c 

qui est une immersion ouverte. 

M 
--n 

Pour voir que ~ est ~tale, il reste ~ v4rifler en vertu de 
n 

(11.6.7) qufil l'est en lea points de ss fibre sp4ciale, ou encore que 

cette derni~re est ~tale, ce qui eat trivial, la fibre en question 4rant 

A / A o C A /A o = ~ . II s'ensuit que ~ est un sch4ma normal, et 
n o n o o 0 O n 

comme M est fini sur S, l'exlstence d'un prolongement (11.6.8.1) en 
--n 

r~sulte aussitSt. C'est un morphisme de sch4mas en groupes 4tales sur S, 

done son noyau est un groupe ~tale sur S, et eonTne ~ done ce noyau 
n 

eat s~par~, et sa fibre g~n~rlque est le groupe unlt~ p a r  (11.6.7), 

c'est le groupe unit4 (3.1.3). Done (11.6.8.1) est un monomorphisme 

~tale, done une immersion ouverte (EGA IV 17.9.1), ee qui prouve le lemme. 

Posons maintenant 

(11.6.9) 

de sorte que 

-- ( A)f/(A°) f C T , 
n n n n 

iest un sous-sch4ma fini ouvert de ~ , pulsque (A) f 
n n n 
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est un sous-sch4ma en groupes fini ouvert de 

volt Irmm~diatement quton a 

A ; plus pr4eis4ment, on 
n 

(11.6.10) ~ ---~ ( Y)f 
n n 

Composant (11.6.9) et (Ii.6.8.1), on trouve une irmmersion ouverte 

(11.6.11) 4 ( > M 
n '-'11 

Dtautre part, on a 

O 
XsS = n ~ xss = A / A Q n o n o 

o e t comme A 
O 

est n-divisible (2.2.1), on voit i~m~diatement que le 

dernier membre s'identifie ~ ~ ; donc on trouve un isomorphisme 
n o 

(11.6.12) n ~ XsS ~" 
no 

qui montre que ~ est d~fini (h isomorphisme unique pros) comme le schema 
n 

fini 4tale sur S dont la fibre sp4clale est ~ . Ceci dit, pour d~finir 
n o 

l'isomorphlsme ¢herch~ (11.6.4) via l'immersion ouverte (11.6.11), il 

suffit de prouver le 

Lemme 11.6.13. L'image de l'homomorphisme canonlque (11.6.11) est 4gale 

eu noyau de ~_ : M > M' . 
n --n --n 

La compatibilit~ voulue des homomorphismes (ii.6.11) avec lea 

homomorphismes de transition pour n variable est dtailleurs trlviale 

sur les d4finitions, de sorte qu'avec 11.6.13, la d4monstratlon de 11.5 

sera achev4e. 
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P o u r  prouver le lemme, notons que 

K = k e r  
n n 

est aussi l'annulateur ~ gauche de l'accouplement canonique 

u : M X M' > (7/,/nZ~)s ' n --n --n 

dont is d4finition explicite est donn~e dans 9.4 et 9.6, en termes 

des extensions 

(11.6.14) 0 --> '(I) --> F --~R --~ 0 , O--> M (I) --> F' --> R' --> 0 
--n n n --n n n 

II II 
(A°) f (A'°) f 
n n 

(oh R et R' sont duals de Cartier l'un de l'autre), et de l'extension 
n n 

panach~e Xn~ de En~ par Fn~ , fibre g4n~rlque de (11.7.5), o3 on pose 

(11.6.15) E = D(F ) , O ) R > E > M • C 
n n n n --n 

~J 

D(R') 
n 

II r4sulte alors imm4diatement de 9.4.6 que K est le plus grand des 
n 

sous-groupes finis ~tsles K' de M tels que l'image inverse ~ de K' 
n --n n~ n 

dans l'extension p a n a e h ~ e  Xn~ , r e g a r d ~ e  comme e x t e n s i o n  p s n a c h ~ e  

(de ~n~ par Fn~ , oh En est le sous-groupe extension de K n par R n qu'on 

d e v i n e ) ,  s e  p r o l o n g e  en une  e x t e n s i o n  p a n a c h ~ e  de E p a r  F . Or c e t t e  
n n 

condition est ~videmment remplie pour le soue-groupe ~ (11.6.11) de M 
n --n 

p u i s q u ' o n  d i s p o s e  de 1 ) e x t e n s i o n  p a n a c h ~ e  ( A )  f c o r r e s p o n d a n t e  s u r  S. 
n 

On a donc ~ c K . Pour prouver l)inclusion oppos4e, consid~rons l'ex- 
n n 
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tension panach~e ~. de ~ par F n prolongeant l'extenslon panach4e ~n~ 
n n 

d4flnie corm~e cl-dessus en y prenant K' = K . CIest done une extension 
n n 

0 )F ---~ "~K ~O , 
n n n 

et on a un homomorphisme canonique 

(*) F = (A°) f • ~ A , 
n n 

qui sur la fibre g~n~rique est indult par l'homomorphisme canonique 

(~) ~n~ n~ nAK ~'-~ AK " 

II est alors irmm~diat (5.9.2) que l'bomomorphisme (~) se prolonge 

en un homomorphisme (unique) 

(~-~) : ~- A 
n 

induisant (~). Cormne ce dernier applique la fibre g~n6rlque dana A , 
n 

q u i  e s t  un s o u s - s c h ~ m a  f e r m g  de A, on c o n c l u t  q u a i l  s e  f a c t o r i s e  en  

Xn ~ n A, et cormne ~ est fini, il se faetorise par (A) f. Regardant 
n n 

l'homomorphisme induit sur les fibres g~n~rlques, on en conclut que 

L~ c (nA)~ i.e. Kn Cn~ ~ i.e. KnC n~ , cqfd. 

~Remarques 11.7, La construction faite dans 11.7 nous montre qu'on peut 

reconstruire h isomorphisme unique pros l'extenslon panach~e (11.6.5), 

A) f ~ (A°) f de n A, par la connais- et par suite aussi le sous-groupe (n n 

sance des extensions (11.6.14) sur Set de itextension panach~e 

= Xn~ (nAK) de E n par F n . En effet, en vertu de 9.4 on en conclut 

: M X M' ---~ (~ /n~)s, et la construction qui l'accouplement u n --n --n 
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p r 4 c ~ d e  nous  donne ( A )  f coa~ne l ' e x t e n s l o n  panach~e  ~ de ~ (= image 
n n n 

inverse de Ker ~n par E ~ M ) par F n qui prolonge l'extension panach~e 
n --n 

~n~ indu!te par Xn~ ; on notera (9.4.8) que =ette extension panach~e ~n 

se trouve d~termin4e ainal ~ isomorphisme unique pr~s. On en d~duit 

slots A en reeollant ~ et X suivant l'ouvert cormnun n n n~ n~ 

Si  on e o n n a ~ t  donc l e s  ~ l ~ m e n t s  de s t r u c t u r e  ( 9 . 6 . 1 )  e t  l ' e x -  

t e n s i o n  panach~e  X = T t (A K) de E p a r  F (ce  qu i  r e v i e n t  ~ l a  c o n n a i s -  

s a n c e  des  e x t e n s i o n s  (11 6 .14 )  e t  de X oour  t o u t  n de l a  forme I r + l  n~  

r z O),  a l o r s  on g a i t  r e c o n s t r u i r e  l e  sys t~me i n d u c t i f  (ou B ~ o j e c t i f ,  

au c h o i x )  des  e x t e n s i o n s  p a n a c h 4 e s  ( 1 1 . 6 . 5 ) .  

1 1 . 8 .  C o n s i d 4 r o n s ,  cormne dans  8 . 3 ,  l a  c l o t u r e  s ~ p a r a b l e  ~ de K corane 

limite inductive de ses sous-extensions finles K'. Pour tout tel K', 

nous eonsid~rons le module de N~ron 

A[K'] 

de AK, = AK®KK' , d'o~ un gro~pe fini ~tale 

(11.8.1) ~o[K'] = A[K']o , AlE']o° 

de composantes eonnexes, d~fini sur le corps r~siduel du normalis~ S[K'] 

de S dans K'. Supposons pour simplifier que le corps r4siduel de S solt 

s~parablement clos, de sorte qu'il enest de m~me de eeux des S[K']. 

Les groupes (11.8.1) s'identlfient alors ~ des groupes finis ordinaires 

~[K'], et il est inm~diat que pour K' variable, ceux-ci forment un 

syst~me induetif, que nous nous proposons d'~tudier. Nous nous int4res- 

serons notamment au groupe 
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(11.8.2) Y = lim ~[K'] 

Nous savons (3.6) q,e pour K' assez grand, disons KVz~K ' , A[K'] est 
O 

r~duction semi-stable ; done pour les K' D K' , les morphlsmes de 
o 

transition sont injectlfs (3.3). D'ailleurs, avec les notations de 5.5 

reprises dans le present num4ro, on aura pour K' D K' un iaomorphisme o 

canonique 

(11.8.3) ~[KV](6) "~ ker(u~Kt]~®D6 : M6®D 6 > M~D~) , 

provenant de (11.6.2) appliqu~ A A[K']. On v~rifie de plus imm4diatement 

que les immersions correspondantes 

~[K'](~) c > M~®D 6 

sont compatibles avec les morphismes de transition pour K' variable, 

d'o~ par passage A la limite un monomorphisme canonique 

(ll.g.4) ~(6) d~n lim ~[K'](6) ~ ~M6~D 6 

de la eomposante 6-primaire de ~ ; d'oh, en falsant la sormne sur tousles 6 : 

(11.8.5) ~ d~n llm ~[n'] > M ~ ~/~ 
f~ 

Th~or~me 11.9. L'homomorphlsme canonlque (11.8.5) est un isomorphisme. 

On salt d4j~ que c'est un monomorphisme, il reste ~ prouver 

que clest un isomorphisme, at pour ceei il nous faudra utiliser la 

earaet~rlsation (11.8.3) de l'image de ~[K'](t), et le comportement 

de ~(K') pour K' variable. Ce comportement est donn~ par (10.3.4). 
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Se ramenant au cas o3 Sest strictement local, ce qui est loisible9 

on est donc ramen4, pour prouver 11.9, ~ l'4nonc4 bien connu suivant 

(qu'on appliquera ~ S(K')) : si Sest un trait strictement local de 
O 

corps des fractions K, alors pour tout entier n a i, il existe une 

extension s4parable K' de K de degr4 multiple de n (cf. I ). 

Corollalre ii.i0. Sous les conditions (S complet) et avec les notations 

b bo d._~e g.3, le sch4ma___e_n groupes A~/A~ ind-fini sur K des composantes 

eonnexes du schema en groupes ~ est canoniquementisomorphe ~ _~K~/~ , 

oh M K est le_~r_oupe constant tordu sur K d4fini dans (g.l.8). 

C'est une cons4quence imm4diate de (8.2.4) et de 11.9, compte 

tenu de la d4finition de ~ . 

Remarques Ii.ii. a) Lorsqu'on se borne aux composantes 6-primaires 

pour 6 # p, le th4or~me 11.9 est irmn4diat en termes de 11.2, et ne 

demande pas le recours aux consld4rations plus d~licates de 11.6 (via 9.4). 

De m~me, lorsqu'on suppose K de caract6ristique null e, 11.9 se d~montre 

sans utiliser (11.8.3), car il est imm6diat que l'image de ~(K')(i) 
n 

dans M n = n(M6®D6) contient l'image du groupe nA(K ') des points de nA 

valeurs dans K', qui e~t ~gal ~ nA(~) donc se surjecte sur Mn pour K' 

assez grand. Lorsque car.K = p, il semble par contre q~lil n'y ait pas 

de d~monstration "triviale" (i.e. n'utilisant pas 9.4)de II.i0 pour 

la composante p-primaire. 

b) Le fair qu'on =it un isomorphisme ~ ---~ (@/~)r, et la valeur 

correcte de r, avaient 6t~ conjectures e~ 196~ par J.P. SERRE. 
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12. ModUle de N4ron d'une ]acobienne et formule de picardLefsehetz 

Rappelons d'abord lea r4sultsts g4n~raux suivants de M. RAYNAUD 

[22, th.5 et th.7 , 22 bis] : 

Th6or~me 12.1 (M.RAYNAUD). Soient Sun trait strictement !oeal , f:X -->S 

un schema propre et plat sur S, ~ fibres de dimension I, tel que l'on ai_!t 

(12.1.I) f*(°-x) ---~Rs 

et que les anneaux locaux de X soient factoriels. Pour tou t point maximal 

x i de Xo, soient 

t 
(12.1.2) d.l = long OXo, x , d i = ~i di ' 

oh ~i est la multiplicit6 radicielle de k(x.) sur k (EGA IV 4.7.4) 

(~ui eat une Euissance de l'exp0sant caract~ristique d e k). Soitd 

(resp. d t) le p~cd des entiers d i (reap. d~) ; done on a d = d t s_ii k 

est parfait. Posons 

O 
(12.1.3) P -- Picx/S : (Sch)/s ) (Ab) 

a) Consid~rons les conditions suivantes : 

I) dt=l. 

2) X poss~de un O-C¥~le de de~r~ i. 

3) II existe un Module inversible L su___Er X × pO tel que 

l'homomo;phisme correspondant pO ~ Pic X /~ = P solt l~inclusion , , , ~ ~ ~ . . . . . . .  

eanonique. (NB on sait (J.P. MURRE) gue P est repr4sgptable par un 

sch6ma en. ~roupes localement de type fini sur ~ , cf. p.ex. SGA 6 XII 1.5). 
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4) X @st cohomolo~iquement plat sur S (EGA III 7.8.1) (o__u 

encore : cohomolo~iquement plat en dimension O, ou encore : on a 

O 

k ~ H (Xo,~x)), e t d=l. 
O 

5) Pest representable (ou encore : representable par un schema 

en groupes liase sur S). 

6) pO est representable (ou encore : representable par un 

schema en groupes llsse sur S). (NB Pour la d~finition de pO, cf. 

SGA 3 VI B 3.1,) 

7) pO eat s~par~ sur S, ~.~. satisfait au crit~re valustif 

de s~paration EGA II 7.2.3 (ou encore : toute section s de P ° sur S 

telle ~ue s(~) = O est nulle). 

8) d-i . 

On a alors les implications 

(12.1.4) I)~ ~2) ---~3) .~,4) ~(~'-)5)~( )6)~- ~7) ~.8) 

En particulier, s_~i d=d t, par exemple si k est parfait, les conditions 

i) ~ 8) sont ~quivalentes. 

b) Supposons dt=l, de sorte' que Pest representable par un 

schema en ~roupes lisse sur S. Alors l'adh~rence sch~matique de is 

section unit~ de Pest un sous-sch~ma en ~roupes E ~tale sur S, et si 

Iest l'ensemble des composantes irr~ductibles r~duites X i de Xo, on 
' O -- -- 

obtient un isomorphisme 

(12.1.5) ~I ~ ~(S,E) 
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en asaociant ~ tout i E I is section S i de P sur S (nulle en ~) ddfinie 

par le faisceau inversible ~x(X~) sur S. (NB Cormme les anneaux locaux de 

i 
sont blen des divlseurs, X sont factorlels en hypoth~ae, lea cycles X ° 

donne un sena ~x(X~) conTne le faisceau inveraible aasocld au ce qul 

diviseur en question (EGA IV 21.2.8.1).) O n a 

(12.1.6) pO n E = section nulle de P 

c) Sous les conditions de b), le quotient 

(12.1.7) Q = P/E 

est repr~septable par un schema en ~rpupes liase et a~par~ sur S, et ce 

dernier est n~ronien, !.~. s atisfait la prop ri~t~ univ@rselle (1.1.2) 

en termes de sa fibre sp~ciale. 

d) Sous les conditions de c), supposons de plus que Is fibre 

~dom~trique ~n~rique de X soit Int~gre. Alors on a une suite exacte 

eanonique 

deg 
(12.l.g) 0 ~ ~ A---~ Q > ~$--~ 0 , 

o~ deg est induit par l'hom0morphisme "de~r~" P ~ ~ s' et oO A eat 

un schema en ~roupes lisse s~pard ' et de type fini sur S, qui est d~alement 

n~ronien ~.~. qui eat u n mod~!e de N~ro n de 

pO o 
= = Pic X • (12.1.9) A ~ ....... ~I~ 

D'autre part, ithomomorphis~cQmpos~ eO > p_.>Q induit un isomorphisme 

(12.1.IO) po ~ ~ A o 
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12.1.11. Le cas qul nous int~ressera est celui o~ X est llsse sur ~ , 

de sorte que (compte tenu de 12.1.1) la fibre g~om~trique g~n4rique de 

X est lisse et connexe (donc int~gre), et o~ X poss~de un O-cycle 

de degr~ 1. Alors toutes les conditions envisag~es dans 12.1 (et notam- 

merit les conditions i) ~ 8) de a)) sont v~rifides, d'autre part A = pO 

est alors un schema sb~lien, et d) nous donne une construction tr~s 

explicite de son module de N4ron A. En particuller (12.1.10) nous 

fournlt un isomorphisme 

(12.1.12) Ao° "~ Pie~ /k ' 
O 

qui montre en particuller que A a r~duction semi-stable sur S el e t 

seulement si Pie~ /k sun rang unlpotent nul. Lorsque X est r4gulier 
O 

et que X est s~parable sur k, on sait qu'il en est ainsi si et seu- 
O 

lement si la fibre g~om~trique sp~eiale X n'a corr~e seuls points 
o 

singuliers que des points quadratlques ordinalres (i.e, ayant m~me 

anneau local compl~t4 que la r4union des deux axes de coordonn~es de 

l'eapace affine E 2 en l'origine). La v~rification de ce felt, allant 

avec la description "bien connue" du schema de Picsrd dfune courbe propre 

s4perable sur un corps k, en utilisant EGA IV 21.8.5, est laiss~e au 

lecteur ~ tltre dlexercice. On notera d'ailleurs que le felt que "X 
O 

singularit~s quadratiques ordinaires" implique "r~duction semi-stable 

O de A = Pic X_ ~/~ " est aussi une consequence i~m~diate du "th4or~me de 

monodromie g~om~trique" Ill , compte tenu du crit~re galoisien 

de r4duction semi-stable 3.5 ; mais cet argument ne donne pas llimportant 

isomorphisme (12.1.10) et sa consequence (12.1.12). 
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12.2. Pour la g~mon~tration de 12.1, n o u ~  renvoyons h [22 bis] ; 

nous n'~,r~ns bes0in d'a:!!eur~ ~::~ Ju ~:s X l!~se sur ~. Notons d'ailleurs 
n 

que dens [22b~s] sont d4montr4es des relatlon8 entre scbdmas 4e Picard et mod~- 

le~ de Ndron oous leo conditions netten~nt pl~s g~ndrale~ que celles de 12.1 

c) et d) ; comme leur ~nonc~ est plus technique, nous avons renonc~ 

A lea Imzlu~e dana notre rappel. Signalons seulement que b), c), d) 

sont des consequences £aciles de a), et que dana a) lea seuls points 

d41ieats sont lea implications 3):~ ~4) ----~. 5) et 7) ,. ->4), le 

plus difficile ~tent le premier. Ce point est trivial par contre si on 

suppose que X ° eat s~parsble sur k (qui implique que X admet une section 

8ur S puisque Sest strlctement local, done que ls condition i), dt=l, 

eat v~rifi~e). Nous conseillons au leeteur de falre la d~monstration 

dana ee eas perticuli~rement simple, en suppossnt de plus, su besoin, 

que X eat llsse done pO un sch4ma ab~llen, ce qui permet slots de 

disposer du modfile de N~ron A de ce dernier, et de A ° pour repr4senter 

o PICX/S . Nous n'utiliserons d'ailleurs 12.1 que dens ce cas partlculler, 

et Iorsque I°on suppose de plus que X n'a d'autres points slnguliers 
o 

que des points quadratlques ordinaires, i.e. (12.1.11) que A est 

r~ductlon seml-stable : c'est le ¢ss envlsag~ dens 12.5.4, auquel nous 

nous bornons ~ partlr de maintenant. 

12.3. Soit Cune courbe s~parable et propre sur un corps k, que nous 

supposons pour simplifier s~parablement clos (ou m~me alg~briquement 

clos, sl le lecteur pr~f~re). Si ~ estle normalis~e de C, on sait que 
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• 0 
Pi~/k est de "rang r~ductif" nul (i.e. son tore maximal est nul), de 

o 
sorte que le tore maximal de PiCC/k est contenu dens 

N = Ker(Picc/k > Pic~/k ) , 

donc est Isomorphe canoniquement su tore maximal de ce dernier groupe. 

Or le structure de N stexplicite als~ment A iIaide de EGA IV 21.8.5 : 

on trouve que Nest canoniquement une extension dtun tore T dent on va 

expliclter la description, par un groupe unipotent connexe U (qui se 

d~visse de m~me, sur k, svec une suite de composition A quotients 

isomorphes au groupe addltlf G ). Dfailleurs, si T Iest le tore maximal 

de N, slots T'n U est Ale lois unlpotent et de type multiplicatif, dent 

nul ($GA 3 XVII 2.4), et Itimage de T' dens Test identique A T (SGA 3 

XII 7.1 e)), de sorte que T' ~ Test un isomorphisme. Donc Test 

O 
¢anoniquement isomorphe au tore maximal de N, donc de Picx/k~ . 

Crest pour expliciter la structure de N qutil sere commode 

de supposer k s~parsblement clos, de sorte que les composantes irrdduc- 

tibles C i de C sent g~om~triquement Irrdductlbles, et que les points 

non normsux de C sent radiciels sur k. Ceci dit, soit J itensemble 

des compossntes irr~ductibles de C, et pour tout x E C, soit J(x) 

Itensemble des "branches" de C pessant par x (i.e. des points de 

a u - d e e e u s  de  x )  ; s o i e n t  e n f i n  

(12.3.1) R(x) = ~ J(x)/Im ~ , 

o~ ~ > ~ J(x) est l'application diagonsle, et 

(12.3.2) R ffi ( • R )/Ira ~ J J 
X 

X 
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o~ il sufflt ~vldemment d'~tendre is somme ~ l'ensembie flni des points 

de C qul appartlennent ~ au molns deux branches de C. Done R eat un 

~-module de type flnl. On a alors un isomorphisme canonlque 

o 
(12.2.3) T ( ~ tore maximal de Picc/k) -- ~Smk 

En d'autres termes, le groupe des caract~res M de Test donn~ par 

dfn v 
(12.2.4) M = D(T) = R ~ Ker (e R(x) ---> ~J) , 

x 

o~ R(x) peut s'Interpr4ter aussi co~e l'ensemble des fonctions ~ valeurs 

enti~res sur J(x) dont la sormme des valeurs est nulle. 

12.3.5. Nous aurons ~ utiliser seulement le cas o~ par un point x de C 

passent an plus deux branches (ce qul estle cas en partlculier pour lea 

points qusdratiques ordinaires I). Pour un point tel que card J(x) = 2, 

R(x) est done Isomorphe ~ ~, mais l'isomorphisme d~pendant du ehoix 

d~un ordre sur llensemble des deux branches (C',C") passant par x, ou 

ce qui revient au m~me, le cholx de Itune de ses branches C' (en associant 

cell~-ci it~l~ment de R(x) image canonique de OC, + IC, , ). On trouve 

done alors un Isomorphisme 

(12.3.6) R = ~I/Im ~ J, donc T---~ • I/Im • J , M = Ker (~I ~ ~J) , 
m m 

~,~ I d~signe l'ensemble des x E C appartenant ~ deux branches de C, et 

moyennant un cholx de signes comme on vient de l'expliclter. 

Remarques 12.3.7. Une fa~on patrols commode d'expliclter le groupe des 

o caract~res M du tore maximal T de Piec/k eat la suivante : on consld~re 

le "graphe (non orient~) de dimension I " (N. ~CURB#~KI, Groupe$ et Alg~bres 
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de Lie, Chap IV, Annexe) r(C) dont les sormnets sont !es eomposantes 

irr~ductlbles de ~, deux somets ~i et ~j ~tant reli~s par un ensemble 

d'srrStes en correspondence bljective avec l'ensemble ~iXC~i des ensem- 

bles de deux branches distinctes de C contenues dans ~ires p. Cj passant 

par le mSme point de C, ensemble ~gal ~ ~iXC~j si i#J) ~ C~iXcC ~ - ~(~i ) 

modulo sym~trle (A:~ ~ ~×C ~ ~tant la dlagonale) si i=j (done vide sl 

C i eat g~o~trlquement unibranche). Ceci pos~, on a des isomorphismes 

eanoniques 

v HI(F(C), = (12.3.7) M = D(T) ( ~ HI(F(C),~) , done M = R -~-~ ) 

Nous nlanrons pes besoin de cette interpr4tation combinatoire de M, et 

allons nous homer ~ d~finir l'homomorphisme canonique 

HI(F(C),~ ) > M , 

laissant au lecteur le soin de prouver que crest un isomorphisme. Soit 

done I IIensemble des points de C appsrtenant a au molns deux branches 

de C, J(comme cl-dessus) l'ensemble des composantes irr~ductibles de 

(ou de C, cela revient au m~me), K l'ensemble des "branches" de C en lea 

points de I, i.e. !'image inverse de I dens ~ . On a done une application 

canonique 

(12.3.9) h: K---> IXJ , h = (f)g) , 

et la description (12,3.4) de M s'exprime en termes de h comme 

(12.3.10) M~ Ke r (~(h): ~(K) > ~(IXJ)) , 

ear l'expression (12.3.3) de R = M peut s'interpr~ter m~w~festement 
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IXJ K 
corinne le conoyau de l'homomorphisme Z~ ~ ~ induit par h~ lequel 

est transpos~ de 2Z (h). Notons d'ailleurs que le graphe F(C) s'explicfte 

aussi de faqon ~vidente en termes de h, par F ° = J, Fl=(KXIK-A(K))/sym4trie. 

D~autre part, chofsissant une orientation sur chaeune des arr~tes de 

F(C) jet d~slgnant par F I l'ensemble de ees arr~tes (xi,C',C") , on a 

HI(F(C),2Z ) ~ Ker (d: ~ (I'I) > ~ (J)) (12.3.11) 

o~ IIop~rateur diff4rentiel est donn4 par 

(12.3.12) d(x,C'#C") = g(C") - g(C') 

Ceei pos~, l'homomorphisme (12.3.8) est induit par l'homomorphisme v 

de complexes de chaSnes : 

(12.3.13) v = (Vo,V I) : C.(r(C)) = [~ (r) _> = 

donne par 

(12.3.14) 

(J)~ .->[2Z (K) .-> m (IXJ)] 

Vl(X,c',c")=(x,C")-(x,C'), Vo(~ j) -- (0, ~j) 

12.4. 

En vertu de (12.1.12) et de (12.3.6) appliqu4 ~ C = Xo, 

caract~res M du tore maximal T o de is fibre sp4eiale A ° 

N~ron A de A = Pi~ /D est donn~ par 

(12.4.1) M = Ker (~I ~ ~J) , 

o~ Iest l'ensemble des points singuliers de Xo, et J llensemble de 

ses composantes irr~ductibles, lWhomomorphisme ~I . > ~J 4tant 

Nous nous plaqons mafntenant dans le cas envisag4 ~ Is fin de 12.2. 

le groupe des 

du module de 

donn~ p a r  
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(12.4.2) d(x i) = C! - C" 
1 i ' 

C!I et C i'' ~tant les deux composantes irr~ductlbles de ~ qui correspondent 

aux branches passant par le point double x.. L~op~rateur d d~pend du 
1 

ehoix de l'ordre (Ci'C'])I qu'on se donne entre ees deux branches~ et 

iIisomorphisme (12,4.1) d~pend ~videmment de ce syst~me de choix. 

Cependant, si pour i 6 I on ddsigne par 

(12.4.3> ~xl 

I le compos~ M .... > 2Z 

: M ~2Z 

Pr i 
> ~ , o0 le premier homomorphisme provient de 

(12.4.1), on constate aussitSt (en revenant h l'expression (12.3.4)) 

que ~x. est bien ddtermin4 au signe pros ; de fa§on plus prdcise, il 
l 

d~pend seulement de l'ordre pris entre les deux branches Ci,C i' " passant 

par i, et change de signe quand on change cet ordre. Ii stensuit notamment 

que la forme billindaire 

(12.4.4) ~°x. ® ~x. E M ® ~M~ Hom(M~M,~) 
1 1 

est d ~ t e r m i n ~ e  c a n o n i q u e m e n t  en t e r m e s  du p o i n t  s i n g u l i e r  x .  , s a n s  
1 

~ b i g u i t ~  de s i g n e .  On p e u t  donc p o s e r  

(12o4.5) u = Z~x ®~x : M~2zM---> ~ , 
i l l 

et on trouve ainsi un accouplement bien ddtermln4 i.e. inddpendant de 

tout choix de signes. II est clair qu'il est d~flni positif, car c'est 

2 2Zl la restriction ~ M r > 7zl de la forme quadratique standart ~ X i sur 
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La notation M pour le groupe des caract~res de T n~est pas en 
o 

accord a priori avec celle des paragraphes precedents, o~ on ~crivait 

M'~ M ~tant le groupe analogue relatif au schema ab~lien ~ dual de A K . 

Mais ¢orm~e A K est une jaeobienne, il est muni d'une polarisation 

canonique [5 ], induisant un isomorphisme canonique 

(12,4.6) ~ : ~ ..... ~ ~ , 

moyennant lequel nous identifierons ~ et ~, de sorte qu'il n'y a plus 

lieu de distinguer Met M I. En partlculier, pour tout nombre premier 6 

lWaccouplement de monodromie (9.1.2) peut ~tre consid@r~ comme un 

accouplement 

(12.4.7) u6 : M6 ®~ M£ "' > ~ 

Ceci pos~, nous pouvons ~noncer le r~sultat principal du present paragraphe: 

Th~or~me 12.5 ~'Formule de PICARD-LEFSCHETZ"). Soient S un trait stric- 

tement local, X un schema r~$ulier, projectif et plat sur S, ~ fibres 

de dimension i, dont .... la fibre g~om~trique $~n~riqu =~ est lisse et connexe, 

et la fibre g~om~trique sp~ciale n'admet comme seuls points singuliers 

clue des points quadratiques ordinaires. Avec les notations introduites 

dan s 12.4, pour tout nombre premier 6, l'accouplement de monodromie 

(12.4.7) est ~gal ~ l'accouplement d~duit de (12.4.5) par extension 

des scalaires de ~ 

475 



- 158 - IX 

12.6. On notera que cet ~nonc~ prouve 10.4 dans le cas particulier 

envisage, lorsque dans 10.4 b) on prend pour ~ la polarisation canonique 

envisag~e dans 10.4. Comme nous l'avons montr~ dans iO.5) ceei suffit 

entralner 10.4 dans le cas g~n~ral. 

12.7. D~monstration de 12.5. Cas 6 # p. Elle s'appuie de fa~on essentielle 

sur la formule de Picsrd-Lefschetz cohomologique dans la situation envi- 

sag~e dans 12.5) formule donnant l'action du groupe de monodromie I sur 

(12.7.1) HI(x - 2Z6) ~ HI(A - ZZ£) ~ Hom(T,(A~),~g) 

dans le cas g # p. Cette formule, qui sera d~montr~e (dans un cas 

d)ailleurs nettement plus g~nSral) darts un e×pos~ ult~rieur (Exp XV), 

est en effet essentiellement identique ~ l)assertion 12.5 pour leg 

envisage) compte tenu de la d~finition 9.2 de u 6 pour L # p,. Ii reste 

alors ~ traiter le cas *~ = p. Nous le ferons par une m~thode de r~duction 

au cas de la caract~ristique nulle (et oh de plus X n'a qu)un seul 
o 

point singulier), que nous allons msintenant exposer. 

Remarques 12.7.2. On notera d'ailleurs que, une fois la r~duction annonc~e 

faite) les arguments habituels nous permettraient de nous ramener au 

cas o~ on a eomme corps de base le corps ¢ des complexes, et ~ invoquer 

alors la formule de Pieard-Lefschetz sour la forme elassique) - ~ cela 

pros qu'il ne semble pas y avoir de r~f~rence satisfaisante de cette 

formule. La d~monstration de la formule de Picard-Lefschetz donnde 

dans notre S~minaire proc~dera de fagon analogue, par r~duction au cas 

transcendant) justiciable de m@thodes proprement transcendantes. On 
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peut done dire queen tout ~tat de cause, la d~monstration de 12.5 (donc 

de (10.4) que nous proposons iciest de nature transcendante. Signalons 

dtailleurs que la seule autre d~monstration connue de 10.4 provient 

de la th~orie rigide-analytique [24~, et ~ ce titre dolt ~tre regard~e 

~galement comme ~tant essentiellement "transcendante". II serait 

int~ressant de trouver des d@monstrations purement alg~briques de 

ces r~sultats (mais il n'est nullement ~vident que cela soit possible I). 

12.8. D~monstration de 12.5 : r~ductilon au cas q~ S est de caraet~ris- 

tique nulle. Nous allons utiliser un raisonnement s~appuyant sur le 

m~me principe que la d~monstration du "th~or~me dlaction essentiellement 

mod~r~e de la monodromie sur le ~I "dans V . Notons qu'on peut 

supposer S complet grace ~ 10.3. Soit W un p-anneau de Cohen de corps 

r~siduel k, et choisissons un homomorphisme W ~ V induisant itidentit6 

sur les corps r~siduels (EGA OIV 19.8.6). Soit L = (xk)X 6 L l'ensemble 

des points singuliers de Xo, et consid~rons le schema formel des modules 

S de X ° sur W~ et le "courbe universelle" f:X > S de fibre sp~ciale X 

(VI ). On a vu dans loc. cit. que S est isomor~he au spectre 

dlun anneau de s~ries formelTes W[[TI,...~TN]], et qu'on peut trouver 

darts Sun diviseur ~ croisements normaux 

(12.8.1) D = ~ DX , 
~EL 

dont les composantes irr~ductibles D~ sont index~es par IIensemble L 

= prdc~dent, ehsque DX ~tant d~crit par une ~quation de la forme Tik G 

(o~ on peut supposer, si on veut, ik = X, si on indexe L par un ensemble 
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d'entiers [l,r]), D k ~tant l'image parf:X > S de la composante Di 

passant par le point singulier x k de Xo du lieu de non lissit~ 

D f = ~D~ du morphisme f. Par construction m~me, f: X ~ S est iso- 
kEL '" 

morphe ~ l'image inverse de f: X --~ S par un W-morphisme convenable 

g: S >S: 

(12.8.2) 

Posons 

(12.8.3) 

X < X 

S < g S 

O 
P =' Pic_/~A_~ ; 

comme la fibre sp4ciale de ! est g4om~triquement r~duite de dimension I, 

il st~nsuit que ~ est cohomologiquement plat en dimension 0 (EGA Ill 7.8.1) 

et que Pest formellement lisse sur S (ce dernier fait r~sultant de ce 

que H2(Xo,Ox ) = O, X ~tant de dimension I). Pour simplifier, nous 
-- O 

O 

allons admettre que Pest representable par un schema en groupes sur S 

(qui sera n~cessairement un schema en groupes lisse ~ fibres connexes) ; 

crest I~ un cas particulier d'un r4sultat in~dit de MUMFORD cit~ dans 

[22](eonsid4rablement g~n4ralis~ par RAYNAUD dans la note cit~e, dans 

le cas o~ la base est un trait). Cormne aucune d4monstration des r~sultats 

de MUMFORD ni de RAYNAUD n~a ~t~ publi~e, le lecteur pr4f~rera peut-~tre 

utiliser les r~sultats g~n~raux de M. ARTIN [I], qui donnent la repr~- 

sentabilit~ de P (sous la seule hypoth~se de partir d'un ~ propre, plat 

et cohomologiquement plat en dimension O) par un "espace alg~brique" 
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au sens de ARTIN, ce qui suffirait pour notre propos. Posant 

(12.8.4) U = _S - supp D , 

de sorte que U estle plus grand ouvert de ~ au-dessus duquel X soit 

lisse, on volt done que 

O 

est un schema ab41ien sur U, dont l'image inverse sur ~ par g : ~ ~ U 

est le schema ab¢lien A sur ~ qu'on se propose dt4tudiero Plus pr4cis~- 

ment, on a un isomorphlsme canonique sur S (12.1.10) : 

(12.8.5) P×8S -~-~A ° 

Cormne la fibre sp~ciale P = A o est L-divisible pour tout ~, 
O O 

il enest de m~me de P lui-m~me, dont toutes les fibres sont donc des 

extensions d'une vari~t~ ab41ienne par un tore. Consid~rons le pro-~-groupe 

sur ~, dont l'image inverse par g n'est autre que T6(A°). Appliquant T~(P) 

les cons£ructio~ 7.3~on d~finit une filtration de ce pro-groupe par 

une"partie fixe" etune "partie torique" 

T~(P) f T~(P) r~(P) t T~(T) (12.8.6) T~(P) ~ = ~ = ~ 0 

dont l'image inverse par g est la filtration analogue de T~(A°), ~tudi~e 

dans les par. 2. et 5. 

Consid~rons la restriction de cette filtration au-dessus de 

itouvert U de ~, sur lequel on dispose de l'autodualit4 canonique de 

PU ¢orme jacobienne d~un sch4ma en courbes lisse sur U, d'o~ un accou- 

plement ¢orrespondant 
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(12.8.7) ~ : T6(P U) ® T£(P U) > T6(@mU) , 

qui est une autodualit~ (au sens des groupes de Barsotti-Tate) de T~(Bu). On a 

vu darts 7.4.B que pour cet accouplement, T6(Pu)f e t T6(Pu )t sont 

les prtho~onaux llun de l'autre. D~ec/_r~ulte~ 

E U = T6(Pu)/Tg(Pu )t 

est canoniquement isomorphe au pro-groupe de Barsotti-Tate dual de 

T6(Pu )f = FU, donc se prolonge canoniquement en un groupe de Barsotti-Tate 

E sur S, savoir 

(12.8.8) E = D(F) , off F = Tg(P) f 

Nous somm~alors dens une situation typique d'extensions panach~es (9.3), 

et nous pouvon~ reprendre les constructions de 9.4 ~ 9.6 (que nous nous 

excusons d'avoir r6dig~ dens le contexte ~cul~ et pisseux dtun schema 

de base r~duit ~ un trait !) : T£(P U) est une extension panach~e de 

E U per FU, off E et F sont des groupes de Barsotti-Tate sur S qui sont 

des extensions, duales llune de l'autre : 

0 ~' ) P  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  > F  ..... ~ R  )0 

Tz(P) ~ Hgm(M,T£(Gm S) T6(P) f 

(12.8.9) 

O - - - - - - - - ~ R  . . . . . . . . . .  > E > Q 

D(R) M~Z~2~ S 

• 0 / 
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(NB Rest canoniquement autodual, cor~ne il r~sulte de l'autodualit~ 

(12.8.7) et de l'~nonc~ d'orthogonalit~ signal~ plus haut.) La seule 

difference avee loc. cit. est que itaccouplement quWon trouve de 

M£× M~ est ~ valeurs dans un groupe 

qui nWest plus canoniquement isomorphe ~ ~, mais ~ ~ L grace 

Ifisomorphisme 

(12.8.10) ~L ~ ~ (U)I@ (S) 
m -- 

L qui applique l'~l~ment d'indice )~ de la base canonique de ZK en la classe 

de Tik dans le deuxi~me membre~ o~ Tik est une ~quation du divlseur D k . 

On trouve ainsi un sncoup2~ canonique 

L 

On v~rifie de faGon essentiellement triviale que l'accouplement de mono- 

dromie us (12.4.7) sur S que nous proposons d'~tudier est le compos~ de 

u£ avec l'homomorphisme ~ L _..> ~ £ provenant, par tensorisation avec 

Z£ sur ~ , de l'homomorphisme 

~m (U)l~m (s)_ ....... ~ Cm(~)t%(s) 

2Z L 2Z 

induit par g : S • > S (envoyant ~3 dans U). Cet homomorphisme est donn~ 

par u n  ~l~ment 
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(12.8.12) (dk)k6 L E ~Z L , (d k ~ I pour tout k E L) 

o~ pour tout k E L, d k est la multiplicit~ de l'image inverse dans S 

du diviseur DN sur ~, qui ne depend d ' a i l l e u r s  que du corrrplEtE ~X,xk 

en rant que V-alg~bre (VI ). On sait de plus (VI ) que pour 

un k donn4, on a dk=l si et seulement six est r~gulier au point xk . 

Con~ne dans 12.5 on a suppose X r4gulier, i.e. les d i ~gaux ~ I, on 

voit donc que 12.5 sera une consequence du lemme suivant, o~ X,S,g 

ne figurent plus : 

Lemm e 12.8.13. S i k 6 L, le compos~ de (12.8.11) avec pr k est ~$al 

la forme ~xk~ ~xk (12.4.4). 

Pour prouver ce dernier 4none4, consid4rons le localis4 strict 

complEtE ~k de ~ en le point maximal de D, et ~ = XX~ k. Alors la fibre 

sp4ciale Xko n'a qu'un seul point singulier Yk' lequel est encore 

quadratique ordinaire. Dans l'accouplement de monodromie eorrespondant 

(12.8.14) u~ : M~ ® M~ , ~ , 

M k est donc de rang 1 ou zero. Nous laissons au lecteur le soin de verifier 

les faits faciles suivants, qui explicitent, darts le cas particulier 

o~ nous en avons besoin, le comportement des constructions pr~cEdentes 

par localisation : 

a) II existe un unique sous-tore T k de Px~D k , dont la 

restriction au point maximal s k de D k est le tore maximal de P 
s k 

(lequel est de dimension G ou I). 
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b) Consid@rons l'homomorphisme transpos@ M----> M X, sur les 

> = tore maximal de Po' groupes des caract~res, de l'inclusion T k £ T O 
o 

et la forme ~yk : M X ) ~ , d~finie au signe pros, d~finie con~ne dans 

12.4.3 (avec X remplac~ par ~k). On a alors commutativit~, au signe pros, 

d ans 

(12.~.15) 

M > M k 

(En fait, on constate que le choix d'un ordre sur l'ensemble des deux 

branches de X ° passant par x k permet de faire un choix analogue en le 

point Yk de --o' Xk et pour de1~x ehoix qui se correspondent• ainsi, le 

diagramme pr4c4dent est cormnutatif. ) 

c) On a commutativit4 dens le diagrar~ne suivant 

pr /u 
2Z 

o5 les notations sont celles de 12.8.13 et (12.8.14). 

De ces relations r4sulte aussitOt gue pour pro%rver 12.8.13, il 

suffit de prouver la relation analogue pour X k : 

k 
u~ = (~yk~ ~0y k) ®zgZ~ , 
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qui n'est autre que 12.5 dans le cas de ~ sur ~X. Or ~ est un trait 

de caract~ristique nulle. Cela ach~ve donc la r~duction annonc~e. 

RemarRues 12.9. On notera que cette r~duction nous r~duit en m~me temps 

au cas o2 X ° n'a qu'un seul point singulier, qui est celui qui ~tait 

consid~r~ classiquement dans la formule de Picard-Lefschetz. Notons 

d'ailleurs que dans ce css, X a une ou deux composantes irr~ductibles, 
o 

ces cas correspondants respectivement ~ rang M = i et rang M = 0 

(ee dernier cas ~tant celui o~ la jacobienne de la fibre g~n~rique 

a bonne r~duetion). 

12.10. La d~monstration donn~e dans 12.8 nous fournit un r~sultat 

plus g~n~ral que 12.5, valable sans supposer que X soit r~gulier, 

en introduisant les entiers dx ~ i de (12.8.12) : on trouve alors 

que les accouplements de monodormie se d~duisent tous de l'accouplement 

(12,10.1) u = ~ELE d x ~x~ ~x x : M~M > 

13. Liens avec la th~orie transcendante : cas analyti~ue compl@xe. 

Pour les notions g~n~rales relatives aux espaces analytiques, 

nous renvoyons ~ [2]. 

13.1. Rappels sur les groupes analytiques sur S. Soit Sun espace 

analytique, A un espace analytique au-dessus de S, muni dlune structure 

de groupe commutstif au-dessus de S (i.e. A est un groupe commutatif 

de la cat~gorie des espaces analytiques au-dessus de S). On suppose 
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A l!sse sur S, et on d~signe par 

(13.1.1) E = Lie(A/S) 

le module localement libre sur S, image inverse par la section nulle 

du faisceau tangent relatif de A sur S. Nous admettrons ici la d~finition 

de l'homomorphisme exponentiel 

(13.1.2) exp: E .... > A , 

o~ E est le fibr~ vectoriel analytique sur S dont le Module des sections 

holomorphes est E . Cet homomorphisme se d4finit, au voisinage d~un 

point s 6 S, d'abord au voisinage de la section nulle de E par les 

m~thodes bien connues en th4orie des groupes formels en car. nulle, 

puis se prolonge de fagon 4vidente par multiplicativit~ ~ E tout entier. 

Crest un homomorphisme de groupes snalytiques relatifs sur S~ qui 

est ~tale eta cosine image le sous-e~paze ouvert A ° de A r4union des 

composantes neutres des fibres de A sur S. Si Rest le sous-espace 

analytique noyau de exp, on a donc une suite exacte de groupes analy- 

tiques relatifs : 

(13.1.3) O > R---> E----> A ° > 0 , 

o~ le morphisme E ----> A ° est surjectif et 4tale, donc Rest un groupe 

analytique relatif ~tale sur S. C'est un sous-espace analytique de E, 

qui est ferm4 darts E si et seulement si A ° est s4par4 sur S, i.e. la 

section nulle de A ° est ferm4e dans A °. 
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13.1.4. Bien entendu, la suite exacte (13.1.3) est fonctorielle en A, 

et cormnute ~ tout ehangement de base S' ~ S. De cette fa~on on trouve 

une ~quivalence de catggories, compatible aux changements de base, 

entre la cat~gorie des groupes analytiques relatifs sur S lisses et 

fibres connexes, et la cat~gorie des couples (E~R) d'un fibr~ vec- 

toriel loealement libre E sur Set d'un sous-groupe analytique R de 

E ~tale sur S. 

13.1.5. Lorsque A est un groupe "ab41oide" sur S, par quoi nous entendons 

qu'il est lisse, propre et s4par4 sur Set ~ fibres eonnexes, de sorte 

quron a en particulier A=A °, alors Rest un groupe localement constant 

sur S, dont le rang en chaque point s (en tant que ~-module) est 4gal 

2 rangs(E) , et r4ciproquement. De eette faqon on trouve l'interpr4tation 

bien connue d'un espace ab~loide sur Sen termes d'un "s_~yst~me local" R 

sur Set d'une structure de fibr4 vectoriel analytique complexe sur 

le fibr~ analytique r4el P ~  d~fini par R. 

13.2. Compl~tion formelle le lqn$ d'une fibre. Nous supposons donn~ 

d~sormais un point s 6 S, et allon~ travailler localement su voisinage 

de s. Pour tout entier n m O, d4signons par S nle n.i~me voisinage 

infinit4simal de s dans S, et pour tout espace analytique X sur S, 

soit de m~me Xn=XXsS n ; pour n variable, le systgme des X n forme alors 

un syst~me inductif d'espaces analytiques sur S, quton d4notera par 

et appelera le cpmpl~t~ formel de X le lon~ de X s . Ii d4pend ~videmment 

fonctoriellement de X, et sa formation commute aux limites projectives 
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finies ; done x l > X transforme groupes en groupes. Notons que X ne 

d~pend en fait que de la restriction de X ~ un voisinage ouv~rt arbi- 

traire U de S. 

Lemme 13.2.1. Les donn4es sont eelles de 13.1, et on suppose que les 

conditions suivantes sont v4rifi4es : a) A = A °, b) Rest constant 

au v0isina~e de s, e~t c) R s engendre l'espace vec£oriel complexe E s 

Solt A' un d euxi~me groupe a nalytique l isse sur s, et consid4rons 

l'appllcation 

u} > U : HOms_gr(A,A') ----> Hom E_gr(A,A ') 

oh les notations sont celles de 13.2, et l'application analogue obtcnue 

e nse restreignant au-dessus dlun voisina~e ouvert u variable de s, 

et passant ~ i~ limite inductive : 

(13.2.1.1) u l > u : }i°m(s,s)-gr(A'A') > Hom~_gr(A,A') , 

(o.~ (S,s) d4signe le germe d'espace analytique de S ann s). Alors l'appli- 

cation pr4c4dente est bijective. 

Consid~rons en effet la suite exacte 

0 > R t > E' > A I° > C 

analogue ~ (13.1.3) d4finie par A'. Compte tenu du fait que les homomor- 

phismes A > A' se factorisent n4cessairement par A v°, et de m~me apr~s 

les changements de base U ...... > Set S > S, on peut supposer A' = A '°. 
n 

Compte tenu du dictionnaire 13.1.4, il faut prouver que la donn4e d'un 
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germe dlhomomorph£sme de fibres vectoriels E --->EI~ appliquant R dans 

E ~ R', revient ~ la donn@e d'un syst~me coherent d~homomorphismes E n n 

dans R' Or si 0 d~signe l'anneau local de Sen s, la appliquant R n n " -s 

donn~e dlun syst~me coherent dlhomomorphismes E > E t revient ~ la 
n n 

donn~e dlun homomorphisme de 0 -modules 
--S 

- - S  ~ S  

(~E et E' sont les O -modules libres fibres en s des O -Modules E, E' 
--S S --S --S -- 

correspondant ~ E,E~), tandis qu'un germe d'homomorphisme de fibres 

vectoriels E ---> E w revient g la donn~e dHm homomorphisme de O -modules 
--S 

F : E >E' 
--S --8 

Cela montre d~j~ que l'application (13.2.1.1) est injective, et pour la 

surjectivit~, il suffit de prouver que si on aun homomorphlsme F comme 

dessus, tel que pour tout n l'homomorphisme induit F : E ~ E' 
n n n 

applique R n dans R~, alors F provient d'un F i.e. applique ~s dans E' 

et le germe correspondant d'homomorphismes E > E t applique R dans R'. 

Or, comme par hypoth~se c), R s = R ° engendre Es, il sVensuit par Nakayama 

que le groupe R ° (identifi~ ~u groupe des sections de R sur S, ou,au 

ehoix,au groupe des germes de sections de R sur S) engendre Es ; donc, 

F(E s) c E',il suffit de prouver que F(R o) c E' Or pour prouver que 
-- --S --S " 

on a F(R o) C R~, oR R' est lui-m~me interpr~t~ comme le groupe des 
O 

germes de sections de R a c E l au voisinage de s, dto~ lWinclusion 

annonc~e~ et par suite llexistence de F . De plus on voit que 

F(R o) c R~ , o~ R ° et R'o sont considdr~s eomme des groupes de germes 

de sections de E resp. E ~ . En vertu de b), R 
o 
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engendre R au voisinage de s, dto5 il r~sulte que F(R) c R' au volsinage 

de s, ce qui ach~ve la dgmonstration. 

Corollaire 13.2.2. S~i A satisfait les conditions a), b), c) d_ee 13.2.2, 

il est d~termin~ ~ isomorphisme unique ~r~s au volslna~e de s par is 

eonnaissance du S-groupe A. 

13.3. Ltextension de ~$~n~ud analyti~ue. Nous sommes maintenant en 

mesure de paraphraser, en G4om4trie Analytique~ la construction de 

l~extension de Raynaud donn~e dans 7 . Supposons donn~ A cor~ne dans 13.1~ 

svec A = Ao, et consid~rons R ° = Rs, qui est un ~ -module llbre de type 

fini. Quitte ~ restreindre S gun voisinage ouvert assez petit de s, 

interpr~tant R ° con~ne le groupe des germes de sections de R au volsinage 

de s~ on trouve un homomorphisme 

(13.3.1) RoS > R c E 

o~ RoS d~signe le groupe analytique constant sur S de valeur R . Choisis- 
o 

sant le voisinage de s assez petit pour que toute section de ~ dont 

le germe en s est nul soit nul, on volt que l~homomorphisme precedent 

est injectif. Son image est done un sous-groupe analytique constant de R, 

qui est ~videnunent le plus grand sous-groupe constant de R, et qui 

s~appelle la partie fixe de R, et est notre R f : 

(13.3.2) Ro S ._~_~ R f c R , induit un isomorphisme R fs "~ Rs 

On pourra alors considfirer le groupe quotient 

(13.3.3) A~= E/R f 
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et on trouve une~suite exacte canonique, eompte tenu de (13.1.3) : 

(13.3.4) O > R/R f i > A~ > A > O 

On notera que R f est toujours ferm4 dans E, ~ condition de restreindre 

S ~ un voisinage de s, et que par suite A ~ est s~par4 sur S. On notera 

aussi que Ithomomorphisme A~ > A est ~tale, done induit un isomorphisme 

(13.3.5) Lie(A ~) ~ > Lie(A) = E 

D'autre part, pour tout n ~ O, l'homomorphisme canonique A ~ > A induit 

un isomorphisme A~ "~ A (puisque R f N > R ), done il induit un isomorphisme 
n n n n 

( 1 3 . 3 . 6 )  A ~ N , ~ • 

Ce dernier fait montre que A~ joue bien le r~le du groupe, encore not~ 

A ~ , que nous avions envisag~ dans le par. 7 . II a ~t4 construit ici 

sans faire d'hypoth~se sur la fibre A s = Ao~ du type "extension dlun 

groupe ab41oide par un tore", ce qui sera n~eessaire cependant si nous 

voulons r~cup4rer l'importante structure d'extension (7.2.3) snr A ~. 

En revanche, l'homomorphisme A ~ > A de (13.3.4) est de nature essen- 

tiellement transcendante et n'a pas de contre-partie dans la th~orie 

purement alg4brique des § 7. Nous reviendrons dlautre part au § 14 

sur la question d'une interpretation purement alg~brique de l'homomorphisme 

i : R/R f > A ~de (13.3.4). 

Supposons d'abord qu'on se donne un sous-tore complexe 

(13.3,7) T c A , 
O O 

o~ par "tore complexe" on entend un groupe analytique isomorphe ~ une 
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puissance cart6sienne de ~ . Soit 

(13.3.8) T = T XS 
O 

le tore constant sur S de valeur T ° Proe6dant cormne dans 5.1, on 
o 

trouve un unique homomorphisme (et m~me une in~nersion) de syst~mes 

inductifs de groupes analytiques 

~, ~ , 

qui au-dessus de S se r~duise ~ (13.3.7). En vertu de 13.2.2, Let 
O 

homomorphlsme provient d'un unique germe dlhomomorphismes 

(13.3.9) r > A ~ 

et prenant S assez petit autour de s, on peut supposer cet homomorphisme 

d6fini au-dessus de S tout entier. Lthomomorphisme correspondant 

Lie(T) > Lie(A ~) --~ E 

est injectif sur les S donc sur S, donc sur 0 par descente plate, 
n --S 

done il existe un voisinage de S, qu'on peut supposer ~gal ~ S, en 

lequel Lie(T) s'identifie ~un sous-Module localement facteur direct 

de E, que nous noterons Et ; le sous-fibr4 correspondant de E est not4 Et: 

(13.3.10) Lie(T) ~-~-~ Et c E ~ Li_ee(A ~) ~ Lie(A) , E t ~ E 

De m@me~ d~signons par 

(13.3.11) R t c R et R t = R t c ---~ R f 
o o oS RoS 

de A , et le groupe le sous-r4seau de R ° d4fini par le sous-tore T o o 

analytique constant correspondant sur S, de sorte que l'homomorphisme 
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(13.3.9) correspond simplement ~ l'homomorphisme 

Et/R~s = Et/Rt--~ E/Ros = E/R f 

induit par les inclusions 

E to' > E, R tC > R f . 

Utilisant le fait que (13.3.9) induit une immersion sur les fibres en s, 

on en conclut que llhomomorphisme 

Ro/R ~ > Eo/E ~ = (m/Et)o 

est injectif, d'o~ il r4sulte aussitDt que 

Ro/R ~ ~ (g/Et)s , 

est encore injectif pour s' voisin de s, ce qui implique que, quitte 

rapetisser S autour de s, on peut supposer que (13.3.9) est une immersion 

ferm~e. 

II s'impose alors d'introduire 

(13.3.12) B = A~/T N (E/Et)/(Rf/R t) , 

de sorte qu'on obtient sur A~ une structure dlextension 

(13.3.13) O ~ T----~ A~ ~ B > O , 

B ~tant un groupe analytique relatif sur S, lisse et s~par4 sur Set 

fibres connexes. Par contruction m~mej on a donc 

(13.3.14) Li._~e(B) ~/~t , 

et la suite exacte exponen£ielle pour B 

492 



- 175 - IX 

(13.3.15) 

On notera que 

(13.3.16) 

O---~ Rf/R t > E/E t ~ B > O 

Rf/R t = (Ro/R~) S 

est un groupe analytique constant sur S. Ii r~sulte donc de 13.1.5 que 

Best un groupe ab~loide sur S au voisinage de s si et seulement si 

sa fibre en s 

B =A/T 
O O O 

est un groupe analytique ab~loide, de ~orte que A apparalt alors com~ne 
O 

Toute fa~on d'~crire une extension dVun tel groupe B ° par un tore T o . 

A sous forme dVune extension d'un groupe ab~loide par un tore complexe 
O 

(~) donne done naissance sur A , au voisSnage de s, ~ une unique 

structure d'extension (13.3.13) d'un sroupe ab~loide B par un tore T, 

induisant la structure dVextension donn~e en s. 

13.4. Interpretation en termes de "structures de Hod$e mixtes" de DELIGNE. 

Reprenons dVabord le dictionnaire 13.1.4, que nous allons reformuler 

dlune fa~on l~g~rement diff~rente~mieux adapt~e ~ l'introduction des 

"structures de Hodge" pertinentes ~ Is situation. Pour ceci, soit 

le faiseeau des sections de R sur S, et introduisons le ~s-MOdule 

(13.4.1) g(A) = g =~®~S ' 

qui est localement libre de type fini lorsque Rest localement constant. 

(NB Le faisceau g n'est pas n4cessairement coh4rent si R n'est pas 

localement constant.) L'homomorphisme (13.1.3) R ~> E d4finit alors 
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un homomorphisme canonique 

(13.4.2) g = I ~  S > E , 

dont le noyau sera not~ ~(A) ou simplement ~, de sorte qu'on a une 

suite exacte 

(13.4.3) 0---~ F -~ > g > E . 

Le cas le plus int6ressant est celui o~ llhomomorphisme (13.4.2) est 

un ~pimorphlsme~ i.e. o~ pour tout s E S, R engendre le vectoriel 
S 

complexe E . Dans ce cas on trouve donc une suite exacte 
S 

(13.4.4) 0 ---~ ~ > g > E > 0 , 

et si Rest localement constant, crest IA une suite exacte courte de 

Modules localement libres sur S. La eonnaissance du couple (E,R) est 

alors 4quivslente ~ celle du couple (R,[), o~ Rest un groupe analytique 

localement constant sur g g fibres des ~-l~dules libres de type fini, 

et ~ est un sous-Module loealement facteur direct de g =R®~, , tel 

que l~on sit de plus la relation 

(13.4.5) ZO~ = O 

Du point de vue des structures de Hodge, il y a lieu de regarder g 

comme filtr4 par la "filtration de Hodge" 

(13.4.6) Fill(G) = g , Fil°(g) = f , Fil-l(g) = O 

Notons que la suite exacte (13.4.3) d~pend encore fonctoriellement 

du groupe analytique A sur S, et qu'elle com~nute aux changements de 

base quelconques. 
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Revenant alors aux conditions de 13.3, nous posons 

(13.4.7) gf _- R__f®2zOs , gt = p~_t®2gO S , 

ces Modules 4tant d~finis dans un voisinage convenable de s (qu'on peut 

supposer 4gal ~ S), et d~finissent donc une filtration de g (appel4e 

la filtration par le poids) 

(13.4.8) g D gf D gt D 0 , 

o~ il y a lieu de regarder gt gf et g respeetivement eomme de poids 

-2,-1 et 0 (il s~agit donc d'une filtration croissante). On notera que 

comme Rt~ gt d4pend du choix dlun sous-tore T de A = A . On notera 
O O S 

que eomme R f et R t sont localement constants~ gf et gt sont localement 

libres, et que iron peut aussi les interpreter comme 

(13.4.9) gf = g(A @) , gt = g(T) 

La fonctorialit~ de la suite exacte (13.4.3) en A variable, appliqu4e 

aux homomorphi sme s 

T >A ~ ~A , 

nous montre alors aussitSt que F(A ~) et F(T) s'identifient respectivement 

(13.4.10) F(A@ ) .~ F f dfn F Ngf F(T) = F t = F~ t = 0 

le = O provenant du fait imm~diat que pour un tore T, on a F(T) = O, 

la suite exacte du type (13.4.3) devenant ici 0-->O--> ~(T) --> Lie(T) --> O. 

On voit donc en m~me temps que i thomomorphisme compos4 

gt >g >E 

induit un isomorphisme 
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(13.4.11)  g t  ~ > ~ t  ( _~ LIe(T) ) 

Supposons maintenant que R s 9pgendre llespace vectoriel complexe E s , 

ce qui est le cas en par~iculier dans le cas favorable 13.3.16 o~ A 
S 

est une extension dlun groupe ab~loide par un tore complexe T . Alors, 
o 

quitte g restreindre S gun voisinage convenable de s, on trouve que 

l'homomorphisme canonique du type (13.4.2) (avec A remplac~ par A @) 

gf = g(A ~) > Lie(A~) N E 

est un ~pimorphisme, eta fortiori (13.4.2) est un 4pimorphisme. On a 

done des suites exactes (13.4.4) et 

(13.4.12) O .:~> F f > gf > E > 0 , 

ce qui montre en particulier que Iron a 

(13.4.13) ~ + gf = g , 

puisque g/[ N E . De plus, eomme B = A~/T est un quotient de A, il 

satisfait ~ la condition de surjectivit6 analogue, i.e. donne naissanee 

une suite exacte du type (13.4.4) : 

(13.4.14) 0 ..... > ~(B) > (B) > Lie(B) ' > 0 

dont l'interpr4tation est immediate en termes des Modules d~j~ intro- 

duits. On a en effet par (13.3.12) 

(13.4.15)  I 
e(B) ---" ( F / Z  t) ®=% --~ e f / e  t , 

L, ie(B) ~ E]E t 
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d'o~ on conelut, grace ~ (13.4.11) et ~ la relation ~t = 0 (13.4.10), 

que ~(B) = Ker (gf/gt __~E/~t) est isomorphe ~ ~f par l'homomorphisme 

(13.4.16) ~f'~-~ ~(A ~) ~ ~ ~(B) 

R~capitulons alors les propri~t~s obtenues de la filtration 

"par le poids" (13.4.8), et ses relations avec la "filtration de Hodge" 

(13.4.6) de g d~fini par le sous-Module F de g, dans le cas favorable 

13.3.16 o~ A est une extension d'un groupe analytique ab~loide B par 
S O 

un tore T (qu'on utilisera pour d~finir R t, de sorte que Best un groupe 
O 

analytique ab~loide sur S) : 

Proposition 13.4.17. Sous les conditions pr~c~dentes, les filtrations 

sur g = 7!~O S "de Hodge" e t "par le poids" • 

(13.4.17.1) g ~ F , g ~ gf ~ gt ~ 0 

satisfont aux conditions suivantes : 

a) La filtration par le poids provient, par tensorisation 

® ~ S  ' d ' u n e  f i l t r a t i o n  analo~U e sur  ~ 

f t R ~ R  ~ R  D O  , 

oh R f et R t sont des sroupes analytiques loealement constants sur S, 

de valeur des ~-modules libres de type f i n i  ( s a v o i r  R fo = Rs = g l  (As) 

et X t = ~l(To)). 
-- O 

b) On ales relations 

(~) Ff~g t = 0 , F + gf = g 
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En d'autres termes, la filtration de gt induite R@r la filtration de 

Hodge (avec les conventions de de~r~s (13.4.6)) est concentr~e en 

degr~ -i~ celle de g/gf induite par la filtration de Hodge est concentric 

en degr~ O. 

c) Consid~rons la filtration de 

gab dfn = 
gf/et _~ (m_ab)®zgOs , o~ _R ab Rf/R t (cf. a)) 

induite par la filtration de Hodge de g, donc d~finie par le sous-Module 

F ab de gab image de 

Ff dfn gab 
= FAg f > 

(la fl~che 4rant un monomorphisme grace ~ la premiere relation (~)). 

ab Fab ~ab = gab) Alors le couple ~ , c ®2~Os est isomorphe au couple 

(R(B), F(B)) associ4 A un groupe ab~loide sur S, cqn~ne expliqu4 apr~s 

(13.4.4) (o~ donc B ~ gab/(Fab+ Rab), les symboles non soulign4s 

d~signant les Eroupes analytiques sur S correspondants). 

Remarque 13.4.18. Dans la terminologie de DELIGNE [4], la conclusion 

de la proposition pr4c~dente, lorsqufon se restreint au-dessus d'un 

ouvert U de S snr lequel Rest localement constant, exprime que R, 

muni des deux filtrations (13.4.17.1) de g = ~O_S , est une "famille 

analytique de structures de Hodge mixtes sur U ". La situation quTon 

vient dtexpliciter a servie de module aux conjectures de DELIGT~E sur 

la th4orie de N~ron en dimensions sup4rieures, ~nonc~es dans [9, 9.8 

9.13]. Ii y a cependant un trait important de la th~orie alg4brique 
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~tudi~e au par. 7 qui manque dans la description 13.4.17, Iorsqu'on 

suppose que A est un groupe ab~loide au-dessus dVun ouvert U compl~men- 

taire d~une partie analytique Z rare de S (mettons Z = Is], lorsque 

dim S = I), de sorte que (13.1.5) RIU est un syst~me local sur U : 

~'est que le syst~me local R/R t sur U devrait 8tre constant, et plus 

pr~cis~ment, qu'il devrait ~tre dual au systAme local R 'f, o~ R' est 

le groupe analytique ~tale sur S qui correspondrait (comme R ~ A) 

un groupe analytique convenable A T sur S, tel que AvlU soit le groupe 

ab41oide "dual" de AIU. (L'analogue alg~brique de cet ~nonc~, avec 

les notations du par. 5, est la dualit~ de T~(~)/T~(AK)t avec T~(~) f (5.S.9~ 

r4sultant du th~or~me de dualit~ 5.2.) J~ignore si un tel 4nonc~ est 

valable, sous les seules hypotheses de 13.4.17, ni m~me si l~aetion 

de ~l(U,t) sur R test unipotente (t E U) ; et il ne semble pas que 

les m4thodes na~ves utilis~es dans le present paragraphe permettent 

de d~montrer un tel r~sultat, m~me sous l'hypoth~se suppl~mentaire 

o~ on suppose que AIU soit munie d'une "polarisation" i.e. dtun faisceau 

inversible ample sur chaque fibre. C'est ce que savent d4montrer 

cependant les "semi-simple group people", semble-t-il, du moins pour 

S non singulier de dimension i, cf. le rapport [9]. Dans le num4ro 

qui suit, nous allons montrer que tout marche bien en faisant des 

hypotheses dtalg4bricit~ relative sur A, et faire en m~me temps le 

lien avee la construction du par. 7 . 
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13.5. Cas d'une situation relativement alg4brique. Nous supposons main- 

tenant que A provient d'un schema en groupes relatif sur S, lisse, 

s4par~ et ~ fibres des extensions de schemas ab41iens par des tores. 

Nous d~signerons ce schema relatif par la m~me lettre A. (Nous nous 

autorisons cet abus de notation grNce au fair que le foncteur G F-~ G an, 

qui va de la cat~gorie des sch4mas en groupes relatifs du type envisag~ 

vers la cat~gorie des groupes analytiques sur S, est pleinement fiddle, 

cormme il serait facile ~ ~tablir grace aux. r~sultats du type GAGA 

relatifs [I0].) Pour tout ee qui conoerne la notion de sch4ma relatif, 

et les relations entre schemas relstifs sur Set espaces analytiques 

sur S, nous renvoyons ~ [i0] (of. aussi [2, Exp. 15]). Si ~ d4signe 

l'anneau local de Sen s, le sch4ma relatif A est connu au voisinage 

de s par la connaissance du sch4ma ordinaire A 0 sur Spec(O), d4duit 

de A par localisation en s. II est clair alors que le compl4t4 formel 

de A 0 le long de sa fibre spdcisle (isomorphe ~ A = A ) est isomorphe 
__ S O 

au eompl~t~ formel du groupe analytique Ale long de A (13.2), en 
s 

identifiant les An = AXsSn ~ des sch4mas alg4briques sur S, par l'ebus 

de notations introduit ci-dessus. Dana le cas favorable o~ A, regard~ 

^ 

conzne sch4ma formel en groupes sur ~, est alg4brisable (7.2.1) 9 ce 

qui est le cas en partieulier si S est normal en set A quasi-projectif 

on obtient done un sch4ma en groupes A~ sur sur S (LI.5) Spec(0) 

extension dmun schema ab41ien B~ par un tore. Pour simplifier, nous 

supposons que B~ est projeetif sur ~ (ce qui est bien le eas, on le 

sait, si ~ done _0 est normal). On va alors prouver : 
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Proposition 13.5.1, Sous les conditi0ns pr~c~dentes , le groupe analytique 

A~ __de (13.3.3) provient, au voisina~e de s, d'un schema en ~roupes 

relatif d~termin4 ~ isomorphisme unique pros , extension d'un sch4ma 

re latif projectif sur S par un tore,e_~iAo ~ est le schema ab41ien 

en groupes qu'il d~finit sur O = ~S,s alors le schema en roupes 

A~®~est canoniquement isomorphe avec sa structure d'extension A 

de Raynaud A~ introdu!t ~ pr4c4delmment. 1 ' extension 

Ce dernier fair r~sultera imm4diatement de la premiere assertion, 

oompte tenu de 7.2 1 , puisque AI~ • a comme compl~t~ formel le long 

de la fibre sp4ciale Ao,en vertu de (13.3.6). Pour prouver l'alg~bricit4 

de A~ au voisinage de s~ proc4dant cormme dans 7.2.1, on est ramen~ 

aussitSt ~ prouver celle du quotient ab41ien B de A ~, ee qui va r4sulter du 

Lemme 13.5.2. Soient Bun groupe a nalytique ab41oide sur Ifespace 

analytique S, sun point de S Gel que le compl4td B le lon$ d e la 

fibre B s soit alg~brisable, i.e. tel que les B = B×sS n soient alg4- 
-- ~ ~ n 

brisables, et que B, regard~ maintenant comme sch4ma formel sur ~S,s ' 

soit al$~brisable , ~.!. provienne d'un schema ab41ien B$ sur C. Suppo- 

sons de plus ~ue B~ soit pro.iectif sur O . Alors Best projectif sur 

S au voisinase de s. 

L'hypoth~se signifie qulil existe une polarisation de l'espace 

analytique formel B, i.e. une suite de polarisations Pn des B n qui se 

"recollent". La conclusion signifie qu'il existe une polarisstion p de 

B au-dessus d'un voisinage de s. Or soit P l'espace analytique sur S 
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des polarisations relatives de B sur S, qui repr~sente le foncteur 

S' t > ensemble des polarisations de BS, sur S' 

sur la cat4gorie des espaces analytiques S' sur S, lequel est un sous- 

foncteur ouvert du foncteur NSB/S de N4ron-S4v~ri de S. Des arguments 

standarts des plus simples, que nous nous dispensons d'expliciter ici, 

montrent que NSB/s, et par suite aussi P, est representable par un 

espaee analytique net (i.e. non ramifi4) sur S. L'hypoth~se s'exprime 

alors en disant qu'il existe une section formelle p de P sur Sen s. 

Comme Pest net donc localement quasi-fini sur S, il slensuit 

[2, Exp. 18, n°l] que toute section formelle de P sur Sen s provient 

d~une section analytique au voisinage de s, i.e. d'une polarisation 

de B au-dessus d'un voisinage de s, d~o~ la conclusion annonc4e. 

Remarques 13.5.3. a) Si on omet dans 13.5.2 l'hypoth~se que B6 est 

projectif sur S, on peut encore conclure que Best alg4brisable au 

voisinage de s. Pour ceci on utilise un r4sultat in4dit (dO ind4pen- 

damment ~ M. ARTIN et P. DELIGNE, en utilisant Is th4orie des faisceaux 

~i de VI 2), affirmant que s4 X propre sur S est tel que Xr@ d est alg~- 

brlsabl~ s il en est de mSme de X. Ceci nous ram~ne au cas o~ S est 

r4duit. D1autre part, lorsque S est normal, donc O est normal, on 

salt que tout sch4ma ab@lien sur O est projectif sur O (cf. par exemple 

[23]), et 13.5.2 s'applique. Pour obtenir le cas S r4duit quelconque, 

on proc~de par descente non plate A part-Jr du normalis~ S' de S, grace 

au r~sultat (d@licat) suivant, que nous ne prouverons pas ici : un mor- 

phisme propre de sch@mas noeth4riens f : S' ---> S qui est un 4pimor- 
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phisme (i.e. tel que ~S ----> f~(~S,) soit injeetif) est un morphisme 

de descente effective pour la cat4gorie fibr~e des sch4mas ab~liens 

relatifs. 

b) Ii semble que la m~thode de d4monstration de 13.5.2 doive 

permettre aussi de prouver le r~sultat analogue pour tout espace ana- 

lytique B propre sur ~.e Plus d4licate sans doute est la question de 

savoir si, pour un espace analytique X propre sur S, tel que le compl~t~ 

formel X le long de X soit alg4brisable, X est alg4brisable sur S au 
s 

voisinage de s. Signalons seulement qulil y a lieu iei de prendre la 

notion d'alg4brisabilit4 relative de X sur S dans un sens plus large 

que dans [IO], en entendant par i~ qu'au voisinage de s, X provient 

d~un espace alg~brique sur ~S,s au sens de M. ARTIN [I]. 

13.5.4. Pla§ons-nous dens les conditions de 13.5.1. Choisissons par 

ailleurs, pour tout entiers n > C, l'isomor~hisme standart de groupes 

sur 

~nC ~ (~ /n~ )C ' m } > exp(2ir~n/n) , 

ce qui nous donne, par passage ~ la limite sur les puissances d'un 

nombre fix~ ~, un isomorphisme canonique de faiseeaux i-adiques sur ~ : 

que nous utiliserons pour identifier les deux membres. 

De le suite exacte (13.1.3), on d~duit, en appliquant la suite 

exacte des Ext~(~ /n~ , -), un isomorphisme canonique 

503 



- 186 - IX 

A 0 ~ P~ Z~/nm (13.5.5) n -- ' 

qui donne, pour n parcourant les puissances dlun nombre premier 6 donn~, 

un ieomorphisme de syst~mes projectifs de groupes sur S 

(13.5.6) T6(A°) ~ ~ 6  ' 

o~ ~ 6 est eonsid4r4 comme le syst~me projectif des ~ /6n+l~ .Dans le 

cas envisag4 ici o5 A provient dlun schema en groupes s~par4 sur S, 

on volt alors imm~diatement q'~e les[~ /n~ peuvent ~tre consid4r~s 

comme des sch4mas relatifs, ce qui donne un sens au symbole (~:®~ ~ 6)0 

(alors que R 0 n'en aurait pas en g4n4ral I), et on obtient un isomor- 

phisme canonique 

(13.5.7) T6(A~) N (R~)~ 

II r~sulte alors imm4diatement des constructions du par. 2 et de 13.3 

que llisomorphisme pr4c~dent transforme partie fixe en partie fixe, 

pattie torique en partie torique : 

(13.5.8) T~(Ao)f ~ (~f@~)O ' r~(Ao)t ~ (~t®~6)O 

Si A' est un groupe analytique relatif sur S satisfaisant aux m~mes 

hypotheses que A, et si W 0 eat une biextension de (Ao,A ~) par ~mO ' 

d~finissant donc au-dessus dtun voisinage de s une biextension de 

(A,A') par Grn S (en travaillant maintenant avecla notion au sens sna- 

lytique complete, obtenue en travaillant dans le site des espaces 

an~lytiques au-dessus de S, pour une topologie convenable ...), alors 

dlapr~s VIII 2.2 W d~finit des aecouplements 
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(13.5.9) (R~6) X (~'®~6) ~ T6(A) ×T6(A') --> ~L(1)S ~ ~S ' 

et il est encore clair que iIaccouplement correspondant 

(13.5.10) T~(A~) X T~(A~) ~ ~(i) S 

nlest autre que eelui associ4, par loc. cit., ~ la biextension W 0 de 

(Ao,A~). II n'est d'ailleurs pas difficile de voir que, ~ condition de 

se restreindre ~ un voisinage de s, les accouplements (13.5.9) pro- 

viennent d'un accouplement unique (ne d4pendant plus de ~) 

(13.5.11) R ® R' ----> ~ 

Tout ceci pos~, les r4sultats alg4briques coneernant les 

T~(A O) peuvent alors ~tre utilis4s pour obtenir des conclusions sur 

le faisceau R . On trouve ainsi que l'accouplement (13.5.11) est nul 

surRt XR tf et sur Rf xR't (7.4.8)j et que dans le cas oN S est 

non singulier de dimension I, et que, dans U = S-{s}, A et A' sont 

,f deux schemas ab41iens relatifs duals l'un de l'autre par W, Pc2 et 
U 

ainsi que~ et R It U sont exactement itannulateur llun de l~autre sur 

un volsinage assez petit de s (7.4.8). IIen r4sulte a!ors, compte 

tenu que (13.5.11) est une dualit~ parfaite sur U, que l'on a une 

dualit4 sur U entre R/Rt et R'f, ce qui implique en particulier que 

R/ test constant, eta fortiori que l'action de ~l(U,t) sur ~t est 

unipotente d'4chelon 2. On volt de m~me qu'on a sur U une dualit~ 

parfaite entre R/Rf et R It ; con~ne ce dernier est ~galement isomorphe 

au tore dual du r4seau M S sur S, o~ M est le groupe d~fini dans (5.5.4), 

on trouve un isomorphisme canonique 

505 



- 188 - IX 

et l)homomorphisme i de (13.3.4) peut s)~crire comme un homomorphisme 

(13.5.13) i : ~j .... > A ~ , 

qufon retrouvers dans un contexte un peu different au par. suivant. 

14. Liens avec la th~orie transcendante : cas rigide-analytique. L'homo- 

morphisme canoni~ue _~ ~ d O. 

14.1. Nous supposons connu iciles fondements de la th~orie des espaces 

rigide analytiques, pour lesquels on pourra consulter [12] [13] [34]. 

Soit Sun trait complet, A K un schema ab~lien sur son corps 

des fractions. On a construit alors dans 8.1, par descente ~ partir 

de l)extension de Raynaud dans lecas semi-stable, une extension 

GK = ~ o (8.1.1) 

(14.1.1) 0 > T K ~> G K .~ B E > O 

d'un schema ab~lien B K par un tore T K . Consid~rant le schema ab~lien 

dual A~ ) on a de m~me une extension G~ = A~ ~o 

s >G~ > ) >O , (14.1.2) O > T K B K 

' slidentifie d'ailleurs au sch~.ma ab~lien dual de B K (8.2). On o~ B K 

d~signe, comme dans (8.1.8), par M K et ~ les r~seaux sur K duals de 

T~ et de T K respectivement : 

(14.1.3) M K = D(T~) , f~ = D(T K) 
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Donc les structures d'extension (14.1.2) et (14.1.1) peuvent 

sWinterpr~ter respectivement (VIII 3.7) comme ~quivalant ~ la donn4e 

d i homomorphi sme 

PK PK 
(14.1.4) ~ > B E , ~ > B~ 

Soient WK~Ia biextension de (BK,B ~) par @mK qui d~finit la 

dualit~ canonique entre ces schemas ab~liens (8.2), et E K la biextension 

de (_MK, ~) par ~mK image inverse de WK~par les homomorphismes (14.1.4). 

Notons qulon v~rifie imm~diatement que les trivialisations de E K corres- 

pondent biunivoquement, de fagon canonique, aux homomorphismes 

(14.1.5) i : i~ > G K 

qui rel~vent PK : ~ > BK, ou, sym~triquement, aux homomorphismes 

(14,1.6) i' : ~ .............. > Oll 

v : BK . qui rel~vent PK --~" > ' 

Ceci pos4, d4signant par un exposant an les groupes rigide- 

analytiques sur K associ~s aux groupes alg4briques envisag4s [13], 

on d4finit dans [24] une suite exacte canonique 

. an 
(14.1.7) 0 . . . .  > i ~ n  GKn e> ~an.. ----> 0 , 

dans laquelle Ithomomorphisme i an, qui peut aussi stinterpr~ter comme 

un homomorphisme i: _M K ) G K pour des schemas en groupes ordinaires, 

r el~ve l'homomorphisme p (14.1.4), i.e. est de la forme envisag~e dans 

(14.1.5). Cette suite exacte est l~analogue rigide-analytique de la 

suite exacte (13.3.4). El!e d~pend de fa§on fonctorielle de A K , et 
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sa formation est compatible avec tout changement de traits S' ) S. 

Ce dernier fair montre dlailleurs que, pour d~finir et 4tudier (14.1.7), 

on est ramen4 par descente finie au cas o~ ~ a une r4duction semi-stable. 

Dans ce cas, les sch4mas en groupes TK, GK, BK,~, . .. sont les fibres 

g4n~riques de schemas en groupes T,G,B,M ... sur S, G 4tant une extension 

du schema ab41ien B par le tore T (par. 7). On peut alors consid~rer 

le compl~t~ formel G de G le long de sa fibre sp~_ciale, et par cons- 

truction on a un isomorphlsme canonique (7.2.6) 

(14.1.8  > , 

dlo~ par passage aux "fibres g4n~riques" (qui sont des groupes ridige- 

analytiquessur K) un isomorphisme canonique 

(14.1.9) ~an ~ N> A o an 

On a d~autre part des homomorphismes canoniques (qui sont des irmmersions 

ouvertes rigide-analytiques, mais pas en g4n4ral des isomorphismes) 

/h 
(14.1.10) ~an( > GKan , A o an C ~" AKan 

Ceei dit, l'homemorphisme e de (14.1.7) est caract4ris4 d~ faqon unique 

par la col~-~nutativit4 du diagranune 

(14.1 .11)  

~an > A o an 

GK n ~ A an 
K 

o~ les fl~ches non nor~n4es sont celles de (14.1.9) et (14.1.10). 
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Remar~ues 14.1.12. a) On notera que l'unicit~ de e rendant commutatif 

le diagrarmne precedent e~t in~diate, Itespace rigide-analytique Gi n 

~tant connexe. LVexistence de e, par contre, n'est nullement triviale~ 

et nous nous contentons ~ ce sujet de renvoyer ~ la note cit~e de 

M. RAYNAUD. Dtautre part, la definition donn~e dans loc. cir. de 

l~homomorphisme i an est ~galement de nature transcendante, bien quail 

puisse ~tre interpr~t~ comme ~tant un objet de nature essentiellement 

alg~brique (14.1.5) (une fois la construction de G lui-m~me, done de 

~K' acquise (ce qui se fait par les constructions de g~om~trie formelle 

du par. 7)). Je n'en connais aucune description purement alg~brico- 

g~om~trique, mais proposerai plus bas (14.4) une caract~risation 

~'aritl-m1~tique", qu~on obtiendra en se ramenant ~ une situation de type 

fini sur l'anneau ~ . II semble donc que l'homomorphisme (14.1.5) soit, 

du point de vue de la gdom~trie alg~brique, un ~l~ment de structure 

plus caeh~ que ceux rencontres au cours des paragraphes precedents. 

b) Cormme expliqu~ plus haut~ iThomomorphisme iest canoniquement 

associ~ ~ une trivialisation bien d~termin~e de !a biextension E K de 

I. (MK,~) , ~  • ou encore ~ un homomorphisme bien d~termin~ (14.1.6) relevant PK 

On montre alors que ce dernier n'est autre que IIhomomorphisme qui 

intervient dans la suite exacte 

,am 
(14.1.13) 0 > ~an _,an __ > an ___> 0 

analogue h (14.1.7), aasoci~e au schema ab~lien dual ~. de A K (~ moins 

que ce ne soit l'oppos~ ???). 
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14.2. Relations de l'homomorphisme i:MK > ~K avec la monodromie. Soit 

nun entier > O. On d~duit alors He la suite exacte (14.1.7)~ via la 

suite exacte des ExtZ(~ /n~ , -) sur le site des espaces rlgide-analytiques 

au-dessus de K, une suite exacte canonique (compte tenu du fair que 

~an M~ nest sans torsion et est n-divisible) 
o K 

0 .__> nG~n > A~n .... > ~ an n ~,n ---> 0 , 

dfn 
o~ !~,n = ~K/n~ " Comae tousles termes qui interviennent Hans cette 

suite exaete proviennent de schemas en groupes finis sur K, eette suite 

exacte peut se r~crire comme provenant d'une suite exacte 

(14.2.1) o >G K > nAK --+ ~,~ --~ O 

Pour n variable, ces suites exactes ae comportent cormne il convient, 

et on trouve~ par passage 5 la limite sur les puissances dVun nombre 

premier ~, une suite exacte analogue 

(14.2.2) 0 > T6(G K) ---~ T~(A K) > _~=6 > O 

Or on a d~j~ une telle suite exacte par vole purement alg~brique, grace 

la premiere formule (8.1.2) et ~ (8.1.7), qui donnent 

(14.2.3) T£(G K) ~ T£(AK)ef~ T£(AK) , T6(AK)/T6(AK) ef ~ MK®~=6 . 

Ceci pos~, ]e dis que les homomorphismes (14.2.3) provenant de la thdorie 

alg~brique ne sont autres que eeux d#duits de la suite exacte (14.2.2) 

provenant de , la th~orie transcendante. Pour le premier homomorphisme, 

correspondant au premier homomorphisme de (14.2.2), notre assertion 

r~sulte aussitOt, par r~duction ~ la situation semi-stable, de la 
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cormnutativit~ de (14.1.11), compte tenu que les fl~ches verticales y 

d~finissent des isomorphismes sur les Tg, et que T6 appliqu~ aux fl~ches 

horizontales donne respectivement la fl~che envisag~e dans (14.2.3) 

et dans (14.2.2). Nous admettrons la compstibilit~ annonc~e, concernant 

les deux isomorphismes obtenus entre T~(AK)/T¢(~)ef avec MK®~£ ; 

notons d'ailleurs que cette compatibilit~ (pour un ~ donn~) suffit d~j~ 

caract~riser de faqon unique, par voie transcendante, l'homomorphisme 

(14.1.5) intervenant dans (14.1.7), interpr~t~ comme un isomorphisme 

de ~n svec Ker e. On peut dire aussi que l'homomorphisme e de (14.1.7) 

permet d'identifier les T6(~)/T£(~) ef aux £-adifi~sRK ®m£ d'un 

m~me r~seauRK = Ker e sur K, et que cette "stucture enti~re" sur le 

syst~me des pro-6-groupes precedents est compatible~ dsns un sets 

~vident, avec la structure enti~re provenant des formules (8.1.7) 

(th~or~me d'orthogonalit~ 5.2), ce qui d~finit alors de faGon canonique 

un isomorphisme 

i : ~ ~ Ker e 

Cormne l'homomorphisme i (14.1.~) permet de r~constituer is 

str~eture d'extension habituelle de T6(AK) , qui est (14.2.2), done aussi 

sa structure d'extension panach~e d~crite dans 9.6, grace g la suite 

exacte 

0 ~ > T6(T K) > Ti(G K) ----> TI(B K) > 0 
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d~duite de (14.1.1), il permet ~galement dsns le eas semi-stable de 

r~constituer lea accouplements de monodromie (9.1.2) 

(14.2.4) u 6 : M® M' ~ ~6 ' 

ceux-ci ayant ~t~ d~finis pr~cis~ment en termes d'extensions panach~es 

dans 9.6. Contentons-nous dVindiquer le r~sultst de la traduction de 

la construction de 9.6. Pour ceci, notons que darts le cas semi-stable, 

t proviennent d'homomorphismes PK et PK 

p : M >B , M' >B t , 

oG B,B I sont deux schemas ab~liens sur S duals Ifun de Itautre, dWo~ 

par image inverse par (p,p') une biextension E de (M,M') par ~mS ' dont 

is fibre g~n~rique est la biextension E K d~j~ envisag~e dans 4.1. Ceci 

dit, supposant pour simplifier M,M' constants de valeurs M,M I . Pour 

tout couple (m,m ~) E M×M', Em,m, est un torseur sous ~mS ' done corres- 

pond ~ un Module inversible Lm,mt sur l'anneau V de S, qui admet done 

une base u d~finie modulo multiplication par une unit~ de V. Par 
o 

suite on trouve une application canonique de "valuation" 

X : Em,m,(K) > ~ 

en associant ~ route base u de Lm,m,®V K , donn~ par u = ku o (k E K ~) 

l~l~ment 

X(u) = X(1) E m , 

o0 X dans le deuxi~me membre d~signe la valuation associ~e ~ V (normalis~e 

de la faQon habituelle, de sorte que son groupe de v~leurs soit ~ ) ; 
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Ifentier obtenu ne d~pend ~viden~nent pas du choix de u . $I alors 
o 

est une trivialisation de E, on peut consid~rer lWapplieation corres- 

pondante 

(14.2.5) (m,m') I > X(~(m,m')) : MxM' ~ 

Ceci pos~, on trouve que l'homomorphlsme de monodromie (14.2.4) es___~t 

valeurs dans ~ , et n'est autre que l'homomorphisme (14.2.5) o__~ $ 

est le splittase de E K associd A l'homomorphisme i (14.1.5). 

Remarques 14.2.6. On retrouve en particulier (via la th4orie transcen- 

dante rigide-analytique), le fait que l'accouplement de monodromie 

est antler et ind4pendant de 6 (10.4 a)), prouv~ par une autre m4thode 

(~galement transcendante) dans 12.5. D'apr~s M. RAYNAUD, la th~orie 

rigide-analytique permet ~galement de retrouver l'assertion de positivit~ 

10.4 b) (qui est 4galement contenue dans 12.5). 

Remarques 14.2.7. Consid4rons MK®~ comme une extension de ~ @ / ~  

par k , et utilisons l'homomorphisme (14.1.5) i : ~----> G K , on en 

une extension d4duit 

O > G K > ~----> ~®~/= > 0 (14.2.8) 

Notons dtailleurs que la donn4e d'une telle extenslon, grace au fait 

que G K est un groupe divisible, ~quivaut ~ la donn4e d'une famille 

d'extensions de la forme (14.2.2) (savoir callas d4duites de (14.2.$) 

par application des T6) , et i 4tant un monomorphisme, les extensions 

en question d4finissant (14.2.8) ne sont autres que les extensions 
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(14.2.2) provenant de la suite exacte (14.2.1). Corm~e ces derni~res 

extensions sont d~finies par voie purement alg~brique~ il en est de 

m~me de IIextension (14.2.8) ; en fair, la caraet~risation qu'on vient 

dten donner montre aussitSt que cette extension est canoniquement 

isomorphe au groupe, not~ ~galement ~ , introduit dans (8.2.3), compte 

tenu de llisomorphlsme ii.II du Groupe des composantes connexes de 

ee dernier avec MK®~/~ . 

14.3. Application ~ une caract4risation arithm~tique de i: ~ ---> G K . 

La caract~risation que nous avons en rue repose sur Itobservation que 

pour tout nombre premier ~, l'extension (14.2.2) de ~ par Tg(G K) 

d~duite de iest connue par voie purement alg4brique, en particulier 

on conna~t l'image de i par l'homomorphisme canonique 

(14.3.1) Hom(~,~K) ---> Extl(~®TZ6 , Tz(GK) ) . 

Dans le eas (auquel on peut toujours se ramener par descente) o~ 

est constant, de valeur M, iIhomomorphisme pr~c4dent peut s'interpr~ter 

cormne I 'homomorphisme 

i 
(14.3.2) H°m(M, GK(K)) ---> I I Hom(M,H (K,T6(GK)) 

6 

d~duit de l'homomorphisme canonique 

(14.3.3) GK(K) ...... > V  HI (K' TL(GK)) ' 

provenant des homomorphlsmes cobords dans les suites exactes de Kummer 

n 
0 ~ nGK ....... > G K ~ GK' > 0 
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(L'homomorphisme (14.3.1) pourrait d'ailleurs slinterprEter en tous 

cas con~ne ithomomorphisme eobord analogue ~ (14.3.3), relatif au groupe 

tordu ~ %  = Hom(MK, GK).) Le noyau de (14.3.3) est manifestement form~ 

des El~ments de GK(K) qui sont divisibles par n pour tout entier n el, 

ou~ eomme nous dirons, qui sont infiniment divlsibles. Ceci determine 

done d~j~ i modulo un ElEment Hom(M,g), o~ g est le sous-groupe de 

GK(K) formE des ~iEments infiniment divisibles de GK(K) : 

g = n ~i n GK(K) . 

Or on ale r~sultat suivant : 

Lerm~e 14.3.4. Soient V un anneau de valuation discrete dont le corps 

r~siduel k est de ear. p > 0 et de type fini sur le corps premier, 

G K un schema en 8roupes de type fini sur K, de ran~ unipotent nul si 

car K = O. Alors le groupe g des ~l~ments infiniment divisibles de 

GK(K) est r~duit ~ z~ro, i.e. (si G K est divisible) l'homomorphisme 

(14.3.3) est injectif. 

Quitte ~ faire une extension finie K' sur K et de remplaeer V 

par son normalisE dans K*~ on peut supposer que G K admet une suite de 

composition dans les quotients successifs sont de llun des types 

suivants : groupe fini constant, vari~t~ abElienne, ~mK ~ @aK " On 

est donc rEduit aussit0t au cas o0 ~K lui-m~me est de iIun des types 

precedents. Le cas d'un groupe constant fini, ou du groupe ~aK ' est 

trivial. Dans le cas d'un schema ab~lien, il peut ~tre consid~rE comme 

la fibre gEn~rique de son mod&le de NEron G, de sorte que dans ee cas, 
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on est ramen~ ~ montrer que si G est un schema de type fini sur S, 

alors le sous-groupe de G(S) form~ des points infiniments divisible~ 

est r~duit ~ zero. Or il enest ainsi pour le groupe G(k), come il 

r~sulte aussit0t du d~vissage habituel de G et du th~or~me de 
o 

MORDELL-WEIL [16] (disant que le groupe G (k) est un ~-module de 
o 

type fini si G est un schema abElien sur le corps de type fini k). 
o 

Done g est contenu dans le noyau G(S) (I) de G(S) > G(k). Cormne le 

noyau de G(S)(1)----> G(V/~ n+l) se dEvisse en groupes isomorphes ~ des 

vectoriels sur k, (en supposant S complet, ce qui est loisible) qui 

sent done annul~s par p~ on voit que g est contenu dans le noyau 

de ithomomorphisrae precedent quel que soit ~, donc qu'il est nul. Le 

cas o~ G K = ~mK se ram~ne au cas precedent, en observant que dens 

ce cas GK(K) > K ~ est une extension de ~ (qui n'a pas d'El~ments 

infiniment divisibles sauf zero) par V ~ = Gm(S) , qui satisfait la 

mSme condition d;apr~s ce quton vient de voir. 

Remar~ues 14.3.4.1. On notera qu'il est essentiel dans 14.3.4 de faire 

intervenir la divisibilitE par tousles entiers ~ i, et non seulement 

les puissances d;un nombre premier fixE 6 ; ou encore qulil faut regarder 

le noyau de l'homomorphisme (14.3.3), sans se borner au second membre 

un seul facteur HI(K,T~(GK)). En effet, si ~ provient du schema en 

groupes lisse G sur Set si S est hens~lien~ tout EIEment du noyau 

de G(S) ---~ G(k) est infiniment 6-divisible pour tout 6 # p I l'ar- 

gument Etablissant 14.3.4 montre que le sous-groupe de GK(K) form~ 
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des ~l~ments infiniment p-divisibles (i.e. le noyau de ~(K) --~ HI(K,Tp(GK)) 

si ~ eat p-divisible) eat un groupe fini. 

14.3.5. Les r~flexions qui pr4c~dent nous montrent done que lorsque 

le corps r4siduel k est un corps de ear. p > O, de type fini au sens 

absolu, alors l'homomorphisme i (14.1.5) eat connu enti~rement par 

la connaissance de son image par (14.3.1), i.e. par la eonnaissance 

des extensions (14.2.2). Pour en d4duire un principe de ¢aract~risation 

de i dans le cas g~n4ra! o~ on ne fait pas de restriction sur k~ notons 

qu'au par. 7 nous avons pu construire le seh4ma G sur S sous des con- 

ditions nettement plus g4n~rales que celles o~ Sest un trait complet 

et qulon dispose d'une vari4t~ ab41ienne ~ r@duction semi-stable sur 

sen corps des fractions. Not~rmnent, d~signons plus g4n4ralement par S 

le spectre d*un anneau noeth4rien normal V, s4par4 et complet pour une 

topologie m_-adique, et consid4rons un schdma en groupes !isse et quasi- 

projectif A sur S, ~ fibres eonnexes. Nous supposons que 

A = AXsS ° (S = Spec(V/m)) est une extension d'un schema ab~lien B oparun 
o o -- 

tore isotrivialTo,et que AIU eat un schema ab~lien, o~ U c S - S o est 

un ouvert non vide. On a alors dans 7.22 construit un schema G sur S~ 

extension dlun schema ab~lien B par un tore T, G ~tant caract~ris~ 

isomorphisme unique pr&s par l'isomorphisme (14.1.8) 

(14.3.5.1) ~ ~ > 

sur les compl~t~s formels le long de G et de A . On en d~duit, pour 
o o 

tout nombre premier 6, un isomorphisme (7.3.5) 
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(14.3.5.2) T6(G) ~ > T£(A) f , 

d~o~ par restriction h U une structure dlextensions de pro-~-g~oupes 

de Barsot ti-Tate 

(14.3.5.3) O > Tg(G U) ~ T~(~) Y- T~(Au)/T~(AU )f > 0 

IL 

f 

Supposons donn~ un deuxi~me groupe G' sur S, satisfaisant aux m~mes 

hypotheses que A, et une biextension W de (A,A') par ~m qui, sur U, 

induise une dualit~ entre les schemas ab~liens ~ et A~ . (En fair, 

en vertu de VIII 7.1, la donn6e de W ~quivaut g celle d~une telle 

dualit~ entre ~ et A~). Aiors W d~finit des accouplements 

(14.3.5.4) T~(~) × r~(~) > =~(I) , 

au th~or~me d'orthogonalit~ (7.4.8) : T6(Au)f est dormant lieu i 'ortho- 

gonal de T~(~) t = T6(T~), o~ Test la pattie torique de l'extension 

de Raynaud G' = A '~ associ~ ~ A', - de sorte quton trouve encore 

un isomorphisme 

(14.3.5.5) 

o~ M = D(T I) est le r4seau sur S dual du tore T I .Donc (14.3.8) et 

(14.3.10) nous donnent une structure d'extension 

(14.3.5.6) 0 ---> T6(C U) > Tt(A U) ~ ~ ~ O 

Ceci pos~, nous pouvons ~noncer la 
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Conjecture 14.4. Les conditions ~tant cel!es ~ulon vient d'expliciter 

dans 14.3.5, il existe un homomorphisme 

(14.4.1) i : ~u > GU 

tel que, pour tout nombre premier g, l'extension (14.3.5.6) soit isomorphe 

IVextension d~duite de i comme expliqu~ pour (14.2.2). De fa~on plus 

precise, II existe une et une seu! fa~on d'associeT, ~ route situation 

du type envisa~ dans 14.3.5, un homomorphisme (14.4.1) satisfaisant 

la condition pr~c~dente, et de telle fa~on ~ue la formation de i 

soit compatible avec tout changement de base S' ~ S, associ~ ~ un 

homomornhisme continu V---~ V ~ d!anneaux noeth~riens adiques. 

14.4.2. Ii semble que llexistence de i, compatible avec les changements 

de base, r~sulte de la th~orie rigide-analytique de M. RAyNAUD, compte 

tenu du fait qu'il est en train de d~velopper celle-ci dans un cadre 

plus g~n~ral que celui ~nonc~ dans 14.1, en se pla~ant comme ici sur 

des anneaux noeth~riens adiques g~n~raux. D~ailleurs, pour prouver 

l'existence et Itunicit~ ~nonc~e dans 14.4, on est ramen~ aussitSt 

au cas o~ on se borne ~ des S tels que S soit un schema de type fini 
o 

sur ~ : en effet, Vest limite inductive filtrante sous-anneaux V. 
z 

de type fini sur ~ ; qulon peut supposer normaux grace ~ NAGATA 

(EGA IV 7.8), et pour i grand la situation (A,A',W) provient dlune 

situation analogue sur un Vi, ou encore sur le s~par~ compl~t~ de V i 

pour la topologie d~finie par m i = ~ V i , ce qui fo~rnit la r~duetion 

annonc~e. 
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14.4.3. Notons maintenant que S-S est un schema de Jacobson 
o 

(EGA IV 10.5.8), donc pour voir qua deux solutions i, i' du probl~me 

pos4~ pour une situation (A~A'jW) donn~e~ sont 4gales, il suffit de 

prouver que ces homomorphismes sont 4gaux en tout point ferm~ ~ de U. 

Or introduisant le normalis4 S' de l'adh4rence de ~ dans S, S' est 

un trait complet~ et on peut appliquer, ~ iVimage inverse sur S' de la 

situation envisag~e sur S, le r~sultat dlunicit~ de 4.3, compte tenu que 

le corps r~siduel de S vest fini. LVunicit4 ~tant ainsi ~tablie, elle 

implique la compatibilit~ de la formation de i au changement de base, 

sous r~serve dVexistence. 

Remarques 14.5. Ii resterait ~ formuler avec la g~n~ralit4 souhaitable, 

et ~ ~tablir, une compatibilit~ entre ifhomomorphisme i introduit dans 

14.4 par une m4thode rigide-analytique et l'homomorphisme analogue 

(13.5.13) de la th~orie analytique complexe ; ou mieux, dtan trouver 

une g4n4ralisation commune I 
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